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Théoréme 1
Soit g € S'(R™). Il existe un unique u = (u;) € C*°(R,S'(R™)) telle que

5 =

u _jAu =0 dans S'(R x R")
up =g

Démonstration: 1. Ewistence : pour t € R, posons
— o 2 N
up = Fe ")

u; est bien définie car § € &', donc e~ € &' et donc uy € §'. Par ailleurs, on a up = g
et pour o € S, on a < ug, P >=< Q,efi”ﬁ]-"(cp) > de sorte que (u¢) € C°(R,S’) d’apres
la proposition 42 du plan. Comme < 4, >=< uz,p >, on a aussi 4y € C°(R,S’). Par
ailleurs, u est définie par

Ve SRXRY), <t >= [ <uu(t.) > d

Alors pour ¥ € S(R x R™),

On remarque par ailleurs que

o (P F (e )(©) = [ (5 - 167) Flwte. ()] e

On en déduit,

Ou N -
<% zAu,¢>—/R<g,at(e Fo(t ))>dt
:—/ 9 < g, e P Fy(t, ) > dt
R Ot



2. Unicité : On commence par remarquer que la différence de deux solutions est un élément
u € C*®(R,S’) qui vérifie I'équation de Schrodinger avec la condition initiale ug = 0. Nous
allons montrer que u = 0. Pour tout ¢ € S(R x R™), on a

0 =< Oput — iDu, ) >= — < u, (O +iA)p >= —/ < g, (04 iA)D(E, ) > dt
R
Par ailleurs, d’apres la proposition 43 du plan, on peut écrire

d
= <un () =< 0(t) >+ <und(t, ) >

Il en résulte que

d
0=— [ — <u,(t,.) > dt+/ {<u t(l),z/)(t, D> =i < ug, AY(t, ) >} dt
R dt R

Or, ¥(z) = 0 quand = — o0, d’ou
Vih € S(R x R”),/ [< WD () > —i < ug, AY(E, ) >} dt =0
R
Par ailleurs, on a ]:(ugl)) = ;M. En effet, pour ¢ € S(R™), on a

d d
< Fluf?), o >=<uV, ¢ >= g S >= o < >=< i, >

Donc,
/IR (< @D Fup(t,) > +i <, [ PFot,.) >] di =0

Ceci est vrai, en particulier, pour v telle que F1)(t, &) = eit|§‘2cp(§)x(t) (existence d’'un tel
par la prop 25 du plan), ou ¢ € S(R"), x € S(R) sont quelconques. On en déduit que,

Yo € S(R™),Vy € S(R),/R (<™, > i <, | P > ] x(t)dt = 0
La fonction entre crochets étant une fonction continue de ¢ sur R, il en résulte que
Vo € S(RY),Vt € R, < 4, e’ > i < iy, |2 P >=0

Or,

; 2
et P >

. . d

< u}(l),e“"Pgo > +i < 1y, |.|26”|'|2<p >= 7 < 1y,
Donc, pour tout ¢ € S(R™), t =< e““'gnp > est constante. Donc, < i, eit"|2g0 >=< 1y, p >=
0 car up = 0. Soient ¢ty € R et 6 € S(R™) quelconques. La fonction (&) = e~i0lég(¢)
est dans S(R™) et donc, < u}o,e”‘)"'Qcp >=< 1j,,0 >= 0. Donc v, = 0 dans &', d’ou
Vit € R,u; = 0, ce qui prouve que u = 0.



