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Introduction

La notion de forme quadratique nait avec I’étude des coniques par Fermat au
dix-septieme siecle puis celle des quadriques par Euler au dix-huitieme. On
va montrer dans ce mémoire que ’étude algébrique des formes quadratiques
permet de déduire des résultats aussi bien en géométrie qu’en analyse.

1 Forme quadratique et algebre bilinéaire

1.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 1. Soient E et F deux R-espaces vectoriels et une application
o: ExF — R
(z,y) — o(z,9)
- Ve € E, y — o(x,y) est linéaire.
- Yy e F, x— o(x,y) est linéaire.
De plus, ¢ est symétrique si¥(x,y) € E?, p(z,y) = o(y, x)

. On dit que ¢ est bilinéaire si :

Définition 2. On appelle forme quadratique sur E toute application q de la
q: E — R

ou @ est une forme bilinéaire symétrique sur
z — o(z,2)

forme

E.

Exemples

— Dans R3, ¢q(x,vy, 2) = 32% + y* + 2xy — 322z est une forme quadratique.

— En dimension infinie, ¢ : R[X] — R définie par ¢(P) = fol P(x)P"(z)dx
est une forme quadratique sur R[X]

Proposition 3. Soit q¢ une forme quadratique sur E. Il existe une unique
forme bilinéaire symétrique ¢ telle que Yx € E, q(x) = @(x,z). La forme
bilinéaire ¢ s’appelle la forme polaire de q.



Proposition 4. Identité de polarisation Soit p la forme polaire associée

a la forme quadratique q alors on a :

- o(z,y) = % az +y) —q(z) — q(y))

- o(z,y) = 3(az +y) —qlx —y))

Les identités de polarisation permettent de prouver qu’il y a équivalence
entre se donner une forme bilinéaire symétrique ou se donner une forme qua-
dratique.

Exemples
— Le produit scalaire dans un espace euclidien a pour forme quadratique
associée : ||.||%.
. q: M,(R) — R . s
~g 1 n(R) alors la forme polaire associée a cette

A — tr(*AA)
forme quadratique est p(A, B) = tr(*AB)
— Pour une variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, var(X)
est une forme quadratique de forme polaire cov(X,Y)

Ecriture en dimension finie : Soient E de dimension finie et B = (e1,...,€n)
une base de E. Alors pour tout = """ | x;e; et pour tout y = > | y;e; on
peut écrire matriciellement ¢(x,y) comme :

ez, y) = Z ziyp(ei, e5) =0 XMY

4,j=1

avec M:(go(ei, ej)) X=(x1,...,x,) et Y=(y1,...,yn)"

i,j€{1..n}’

Changement de base : Soit E de dimension finie n. Soient B et B’ deux
bases de E. Si P est la matrice de passage de B a B’ (P= Matg(B')), M =
Matg(p) et M' = Matg(p) alors M’ = PM P

Définition 5. Soit q¢ une forme quadratique sur E de dimension finie et
B = (e1,...,e,) une base de E. On appelle matrice de q dans la base B la
matrice de la forme polaire ¢ de q dans la base B : M:(¢<ei7ej))i,je{1...n}'
Le rang de q est le rang de cette matrice.



Remarques :
— Le rang de q est aussi le rang de sa forme polaire.
— Grace a la formule de changement de base, on prouve que le rang de
la forme quadratique ne dépend pas de la base choisie. En effet, deux
matrices congrues ont méme rang.

Exemple : Dans R3, ¢(x,y,2) = 32% + y* + 22y — 3x2z a pour matrice

3 1 -3/2
dans la base canonique 1 1 0 qui est de rang 3 donc q est de
-3/2 0 0

rang 3.

Définition 6. On appelle noyau de q le sous-espace vectoriel de E noté
Ker(q) défini par

Ker(q) = {z € E|Vy € E,p(z,y) =0}

avec ¢ la forme polaire de q.
La forme q est dite non-dégénérée si Ker(q) = {0}, dégénérée sinon.

Remarque : det(M) # 0 < q est non-dégénérée ou M est la matrice
associée a la forme quadratique q.

Exemples :
3 1 =3/2
— Dans 'exemple précédent, M= 1 1 0 ,
-3/2 0 0
on a det(M) = =2 # 0 donc q est non-dégénérée.

— Soit f et g deux formes linéaires sur E de dimension n alors pour
n = 3, la forme quadratique q(x)=f(x)g(x) est dégénérée. En effet, son
rang est inférieur ou égal a 2 donc son noyau est non réduit a 0.

1.2 Formes quadratiques positives, définies positives

On va désormais s’intéresser tout particulierement aux formes quadra-
tiques positives et définies positives pour lesquelles on a des inégalités.



Définition 7. Soit q une forme quadratique. On dit que q est définie si
q(z)=0< =0

Définition 8. ¢ est dite positive siVx € E, q(x) >0

Remarque : q est définie positive si Vo # 0, g(x) > 0

Exemple : ¢(A) = (tr(A))2 est positive mais non définie car q((g (1)) )=0

Proposition 9. Si q est définie alors q est non-dégénérée.

Démonstration. Par contraposée, supposons q dégénérée alors il existe x non
nul tel que pour tout y € E, p(x,y) = 0. En particulier pour x=y, ¢(z,x) =0
donc g est non-définie. n

Remarque : La réciproque est fausse. En effet, q(z,y) = 2* — y? est
non-dégénérée mais q n’est pas définie car q(x,x)=0, Vo € F

Théoréme 10. Inégalité de Schwarz Si q est positive alors ¥(xz,y) € E?,

| oz, y) °< q(z)q(y)

St de plus, q est définie il y a égalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. On a Vt € R, q(tz + y) = t?q(z) + 2to(z,y) + q(y) = 0 car
q est positive.

Si q(x)=0, alors on a Vt € R, 2ty(z,y) +q(y) = 0 ce qui entraine p(z,y) =0
Si g(z) # 0, alors on a un polynéme du second degré qui ne change pas de
signe. Son discriminant 4¢(z, y)* — q(z)q(y) est donc négatif d’ott I'inégalité.
Pour le cas ot q est de plus définie, on a égalité lorsque le discriminant est nul.
C’est a dire si il existe g tel que g(tox +y) = 0 ce qui équivaut a tox+y =0
car q est définie. Donc x et y sont liés. ]



Corollaire 11. Inégalité de Minkowsky Si q est positive alors

E? Valz+y) < vValz) ++aly)

Démonstration. Par Schwarz, on a
(fv+y)=q()+290(x y)+q( z) + 2y q(x)q(y) + aly
donc q(x +y) < (Vq(x) + /q(y))? d’ott I'inégalité. H

L’inégalité de Minkowsky est donc une conséquence immediate de I’ inegalite
de Schwarz. Elle exprime que si q est positive alors S(z) = /q(x) définit
une semi-norme. Si de plus, q est définie alors S est une norme.

2 Orthogonalité et isotropie

2.1 Orthogonalité

Définition 12. — Deuz vecteurs x et y de E sont dit orthogonauz selon

g sip(z,y) =0
— Soit A C E, on appelle orthogonal de A selon q l’ensemble

t={y € EVz € 4, ¢(z,y) =0}

— Deux sous-ensembles A et B de E sont orthogonauz selon q si Vx €
A, Yy € B, p(z,y) =0. On note ALB

Proposition 13. 1. Si A C E, A+ est un sous-espace vectoriel de E.
2. Ker(q) = E+
3. 8i FCE, alors F C F+t-
4. SiACBCE, onaBtcAt

Démonstration. 1. Soit x1,79 € At et A € R alors pour y € A
p(z1 + A2, y) = @(21,y) + Ap(22,9) = 0

6



2. Par définition, Ker(q) = {z € E|Vy € E,p(z,y) =0} = B+

3. Ftt = {y € ENVz € F* ¢(x,y) = 0} En particulier si y € F alors
Vo € F+ o(z,y) =0 donc F C F++.

4. Soit y € B*, alors Vo € B ¢(z,y) = 0 en particulier comme A C B,
Vz € A o(z,y) =0 donc y € AL,
O

Proposition 14. §i E est de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F
de E vérifie

dim(F) + dim(F*+) = dim(E) + dim(F N Ker(q))

b: F —s E*

r — p(x,.
plication est linéaire donc dim(Ker(v)) + dim(Im(vy)) = dim(F') or
Ker(y) = F N Ker(q) et (Im(¥))° = F*+. (B° = {r € E| V¢ € B C
E* ¢(x) = 0}) Or dim(Im(¢))° = dim(E) — dim(Im(¢)) On en déduit le

théoréeme. O

Démonstration. On considere 'application ) Cette ap-

Remarque : Si q est non-dégénérée, on a dim(F) + dim(F+) = dim(E).
Mais cela ne vaut pas dire que F & F+ = E car avec q(z,y) = 2° — y? et

F=Vect( (1) ). On a F+ = F alors qu'on a I'égalité des dimensions.

2.2 Groupe orthogonal associé a une forme quadra-
tique

On souhaite étudier les endomorphismes f de E qui conservent une forme
quadratique q, c’est a dire tels que q(f(x))=q(x), Vz € F

Définition 15. Soit E de dimension finie, q une forme quadratique non-
dégénérée sur E, f € End(E). Il existe alors un et un seul endomorphisme
f* de E tel que p(f(x),y) = ¢(x, f*(y)), Vx,y € E ou ¢ est la forme polaire
de q. f* est dit adjoint de f relativement a .



Démonstration. En effet, soient (e;) une base de E, M = (p(e;, €j>)ij€{1...n}’
A= Mate,(f), X = Mat,(z) et Y = Mat,(y). Supposons que f* existe
et posons A* = Mat ., (f*). L'identité de I'énoncé s’écrit

HAX)MY = XMA*Y VX, Y € M,;(R)
d’on
'XCPAM)Y =" X(MA*)Y VX, Y € M,1(R)
ce qui est équivalent & ‘AM = M A*
Comme q est non-dégénérée, M est inversible. On a donc

A =M1AM

Ceci montre que A* et donc f* est unique.
Réciproquement, si on définit f* : E — E par Mat,(f*) = M ' 'A M
alors en remontant les calculs, on voit que f* vérifie I'identité de I’énoncé. [

Ecriture matricielle : Par la démonstration précédente, on a si M =
(¢(es, €j>)ij€{1...n} et A= Mat,(f) alors A*=M""'A M

Exemple : Si £ = R? muni de ¢q(x) = 27 — 23 et A:Mat(f):(z Z) alors
1 0 a b\ (1 O a —b
* -1t — —
== (o %) (0 0) 6 5) = (5 )

Proposition 16. E espace vectoriel de dimension finie et g non-dégénérée.
On a équivalence entre :

1. q(f(z))=q(x) Vz € E
2. p(f(z), f(y)) = o(z,y) Vo,y € E
3. f*of=id

Un tel endomorphisme est dit orthogonal relativement a q.

Démonstration. 1) < 2) : par les identités de polarisation.

2) < 3):Onap(f(x), f(y) =p(xy) Ve,y e E< o(f of(x)y) =v(r,y)
Vax,y € E< f*o f(z) = x car q est non-dégénérée < f*o f =id O

Proposition 17. Soit O(q)={f € End(E)|f*o f =id}. On a :



—id € O(q)
- si f,g€ O(q) alors foge O(q)
~ st f € O(q) alors f~! € O(q)
En particulier, O(q) est un groupe pour o dit groupe orthogonal de q.

Démonstration. On a clairement id* = id car ¢(id(z),y) = ¢(z,id(y)) donc
id € O(q)

On aVf,g € En
w(g(x), [*(y)) =

(fog)e

donc fog e O(q).
Si fe€O(q) alors foft=ideO(q) dou (fof 1) o(fof!)=iddonc

(f ) offofoft=
dott (f~1)* o f~! = id. O

d(E), ( 9)" = g-of car Va,y € E o(f og(x),y) =
o(x,g* o f*(y)). Si f,ge O(q) alors
(f

og)=g'offofog=goidog=g-og=id

Proposition 18. Soit B = (ey,...,e,) une base de E. M=Mat,(f) alors
f€0(q e "AMA=M

Démonstration. Ceci découle directement de 1’écriture matricielle de f*. [

Exemple : Soit ¢(z) = 27175 dans R? alors

Ofa) = {(g 19@) (1917 0) o, € R7}

2.3 Isotropie

Définition 19. Soit q une forme quadratique sur E. On appelle cone isotrope
l’ensemble

I(q) = {z € Elq(x) = 0}

Exemples



~ SiE=R%et ¢i(x) =22 —22. On a I(q1) = {(71,22) € R?|z; = x5}
— Si E=R3 et qo(x) = 23 + 23 — 22 Aot I(q2) = {(z1,79,23) € R3|z3 =

/2 1 2}

Proposition 20. On a Ker(q) C I(q)

Définition 21. Un sous-espace vectoriel F de E est dit isotrope si

FnFt#£{0}
Remarque : 1l existe des sous-espaces isotropes si et seulement si I(q) # {0}

Définition 22. Un sous-espace F' de E est dit totalement isotrope si o|p = 0
avec @ la forme polaire de q.

Remarques :
— F est totalement isotrope & F C I(q) & F C F*
— Si F={0} alors F est totalement isotrope donc de tels espaces existent
toujours.
Exemple : q(x) = 22 — 23 et F={(z1,22)|7; = 2} est totalement isotrope
et non inclus dans le noyau.

3 Réduction des formes quadratiques

Dans toute cette section, nous réaliserons une pseudo-réduction dans le
sens ol c’est "PM P qui sera diagonale.

3.1 Réduction simultanée et Applications

Théoreme 23. Si q est une forme quadratique définie positive et ¢’ est une
forme quadratique quelconque alors il existe une base orthonormée pour q qui
est orthogonale pour q’.
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Démonstration. La forme q est définie positive. Elle définit donc un pro-
duit scalaire. On peut donc noter ¢ = |.||*> et ¢(z,y) = z.y. On fait une
démonstration par récurrence sur la dimension n de ’espace vectoriel E. Le
résultat est vrai en dimension 1. Par récurrence, on le suppose vrai pour la
dimension n-1. On se place alors en dimension n.

Pour cela, on définit une fonction f : E\ {0} — R telle que f(x):‘ﬁ;(ﬂ) :
Comme la sphere unité de E est compacte car E est de dimension finie et
que l'application f|s est continue, elle atteint son maximum en un point e;
de S.(e; de norme 1 dans E) De plus, VA € Ret Vo € E, f(Az) = f(z). Donc
ep réalise le maximum de f sur £\ {0}.

Maintenant f est une application différentiable définie sur 'ouvert £\ {0}.
Comme elle atteint un extremum en ey, sa différentielle doit s’annuler en ce
point. On a donc

2¢'(e1, z)|le1]]* — 2¢/(e1)(e1.2)
e

dfel (‘T) = =0
d’on 2¢'(e1, ) —2¢'(e1)(e1.2) = 0. On a donc si x est orthogonal a e; pour g
(i.e e;.x = 0) alors il est orthogonal pour q’ (¢'(e1, ) = 0).

Enfin, on décompose E en somme directe orthogonale pour q : £ =
Vect(ey) @ Vect(e;)t. On peut appliquer 'hypothese de récurrence au sous-
espace Vect(e;)t de dimension n-1 car q est non-dégénérée. Il existe une

base (ug,...,u,_1) orthonormale pour q et orthogonale pour q’. Comme
(u1,...,u,—1) sont orthogonaux & e; pour q, par la propriété précédente
vérifiée par e; ils le sont pour q’. Donc (uy,...,u,_1,€1) est une base ortho-

gonale pour ¢’ et orthonormale pour q car on a pris e; de norme 1 pour q.

]

Application 24. Soit A une matrice symétrique réelle. Alors A est diago-
nalisable.

Démonstration. En effet, la forme bilinéaire définie sur R™ par ¢(z,y) = ‘zAy
est symétrique. On peut donc trouver une base orthonormée pour la norme
euclidienne qui soit orthogonale pour ¢. En appelant P, la matrice de passage,
on a !PAP est diagonale. Mais comme P est orthonormée, on a 'P = P~
On a donc trouvé un changement de base tel que P~' AP soit diagonale. [
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Application 25. Soient A et B deux matrices symétriques réelles définies
positives, a et B deux réels positifs tels que o + 3 = 1.
Alors

det(aA + BB) > (det A)*(det B)?

De plus, l'inégalité est stricte si a €]0,1[ et si A # B.

Démonstration. Soient g4 et gp les formes quadratiques définies positives
associées a A et B.

D’apres le théoreme de réduction simultanée, il existe une base qui est ¢a-
orthonormale et gp-orthogonale.

Ainsi, il existe P € GL,(R) et D = diag(\y, .., A\,) telles que :

A='PPect B="PDP
On a donc (det A)*(det B)? = (det P)?*((det P)*det D)? = (det P)?(det D)”
car a+ 3 = 1.
D’autre part, det(aA+BB) = det(*P(al,+BD)P) = (det P)*det(al,+/3D).
Le probleme revient donc a démontrer que

(det(al, + D) > (det D)?

n

=1

i:

& Zln(a+mi) >4 iln (Ai)
=1 i=1

Or, par concavité du logarithme, on a
Vie{l,.,n}, In(a+ BN) = aln(l) + fln\; = Bln )\

D’ou le résultat en sommant sur i.
Dans le cas ou « €]0,1[ et A # B, comme au moins un des \; # 1, par
concavité stricte du logarithme, on obtient bien l'inégalité stricte voulue. [

Application 26. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™.

Alors il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant
K.

Autrement dit, il existe une unique forme quadratique q définie positive telle
que &, = {x € R, q(x) < 1} soit de volume minimal et contienne K.
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Démonstration. Notations :

- @ = {formes quadratiques de R"}

- Q1 = {formes quadratiques positives de R"}

- Q1T = {formes quadratiques définies positives de R™}

Soit ¢ € QT
On sait qu'il existe une base B = (ey, .., e,) de R™ dans laquelle ¢ est de la
forme :

n
= E a,-a:? avec a; > 0 V1
i=1

Soit alors, V; le volume de &;, on a donc

/ / dzy..dz,
L1 aiT] 2<1

En posant t; = \/a;x;, on obtient :

v, - / / diy..dt,
S 21 VAt an
Soit S la matrice de ¢ dans une base orthonormale, comme S est symétrique
réelle définie positive (ie dans S;1), il existe P dans GL,(R) telle que S =

Pdiag(ay, ..,a,)P~L.
D’ou, det S = a...a, ne dépend pas de la base choisie, on pose donc

e

1=

—_
Ny

D’ou

ou Vy représente le volume de la boule unité de R".

Le probleme admet une nouvelle formulation : Montrons qu’il existe une
unique ¢ € QT telle que D(q) soit maximal et que g(z) < 1 pour tout z
dans K.

Soit A = {q € Q|q(x) < 1,Vx € K} et N(q) = sup |¢(z)| une norme sur
ll=lI<1
Q.

Montrons que A est un compact convexe non vide de Q.
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e A convexe :
Soient ¢q,¢' € A et X € [0,1]. Alors,

Vo e R™, Ag(z) + (1 = N)¢'(z) =0

Ve e K, \g(z) + (1 =N (z) <K A+1-X=1

D’out A\g + (1 — A\)¢’ appartient a A et donc A est convexe.
o A fermé :
Soit (qr)r=0 € AN qui converge vers q € Q.
On a :
Vo € R, |q(z) — q(2)| < [l2[*N(q — ar)
On en déduit donc que Vo € R™, kh_}rgoqk(x) = q(z).
Donc Vx € R", q(z) > 0 et Va € K, g(x) < 1 et donc g appartient a A.
D’ou A est fermé.
e Aborné :
Le compact K est d’intérieur non vide, donc il existe a dans K et r > 0
tel que B(a,r) C K. Soit g € A.
Si||z|| < 7, alors a4+ x € K donc g(a+ ) < 1.
De plus, g(—a) = g(a) < 1, donc d’apres I'inégalité de Minkowski, on
a:

Va@) =+Vala+z—a) < ql@+a)+q(—a)
< 2

Donc ¢(z) < 4.
Silz]| €1,
la(2)] = q(2) = a(rz) < 5

ll.ll<r

En prenant le sup a gauche, on obtient

4
N(Q)gﬁ

D’ou A est borné.

e A non vide :
Comme K est compact, il est borné donc il existe M > 0 tel que pour
tout x dans K, ||z|| < M.
Soit ¢ € Q% définie par ¢(z) = ”1\3”22' Alors, Vo € K, on a bien ¢(z) < 1.
Donc, ¢ appartient a A.
D’out A est non vide.




Comme A est compact, 'application continue ¢ — D(q) atteint son maxi-
mum en ¢y € A.
De plus, D(q) = 1= > 0, donc par maximalité de D(go), on a D(go) > 0 et
donc g € Q.

Montrons maintenant 1'unicité de go. Supposons qu’il existe ¢ # qq telle
que D(q) = D(qo)-
Par convexité de A, %(q +q0) € A.
Ainsi, par convexité logarithmique du déterminant sur S+, on a :

N|=

D (l<q + qo)) — det (%(S - So)) > (det S)(det Sp) = D(qo)

2

Ce qui est absurde par maximalité de D(qp).
D’ou 'unicité et le théoreme est finalement démontré.

3.2 Théoreme de Sylvester

Définition 27. Une base B = (ey,...,e,) de E est dite g-orthogonale si
Ve; # ej, (ei,e;) = 0. Elle est dite orthonormée si p(e;,ej) = 0;;

Théoréeme 28. Si FE est de dimension finie alors il existe une base g-
orthogonale de E. On a alors si B = (eq,...,e,) est g-orthogonale,

q(z) = Q(Z Tie;) = Z%ZCI(@J

La matrice de q dans la base B est diagonale.

Démonstration. On procede par récurrence sur la dimension n de E. Pour
n=1, il n’y a rien a montrer. Supposons le résultat vrai au rang n-1. Si q
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est nulle, toute base de E est g-orthogonale. Sinon, il existe v € E tel que
q(v) # 0. Dans ce cas, application f = ¢(v,.) est une forme linéaire non
nulle sur E. Son noyau H est un hyperplan de E et comme v ¢ H, on a
E = H®Vect(v). Comme dim(H)=n-1, d’apres I'hypothese de récurrence, il
existe une base (ey, ..., e,_1) de H qui est g-orthogonale pour g|. On obtient
ainsi (eq,...,e,_1,v) est une base g-orthogonale de q.

]

Remarque : Il ne faut pas confondre la recherche d'une base orthogonale
ol on veut trouver P tel que !PAP soit diagonale avec la diagonalisation des
endomorphismes ott P~1AP est diagonale.

On va tout d’abord exposer un algorithme qui permet de réduire les
formes quadratiques et qui permet de trouver une base g-orthogonale pour
un endomorphisme.

Méthode de Gauss : Pour toute forme quadratique q, il existe r=rg(q)
formes linéaires indépendantes Iy, ... I, telles que ¢ = Y _;_, a;l7 avec a; € R.

Démonstration. Pour cela, si des termes carrés apparaissent, on utilise (z +
y)? = 2% + 2y + y? jusqu’a ce qu'il n’y ait plus de carrés. Enfin, pour les
termes croisés, on utilise zy = 1 ((z 4+ y)? — (z — y)?) O

Exemple. Dans R?, ¢(z,y,2) = z* — 2y*> + 2z + yz On commence avec
22, q(z,y,2) = (x + 2/2)? — 22/4 — 2y + yz puis on continue avec les y?,

q(z,y,2) = (v +2/2)% = 2(y — 2/4)* — 22/8

La méthode de Gauss permet également de trouver une base g-orthogonale :
Exemple : Soit q(z) = 2% + 423 + 922 + 21179 + 6273, on peut rééerire q
comme

q(x) = (1'1 + $2>2 + 3(.1'2 + $3)2 + 61‘%

On pose &} = x1 + X2, ¥h = T2 + x3 et 2 = x3 qui sont les coordonnées de x
dans la base orthogonale que 'on cherche. On obtient

/ / /
T =X — Ty +x3
Ty = T —
T3 = Ty

16



Dotu; = |[0]),us=1| 1 |, u3= [ —1] forment une base g-orthogonale.

Théoreme 29. Théoreme de Sylvester Soit E un espace vectoriel de
dimension finie n sur R et q une forme quadratique sur E. Il existe alors une
base {e;} de E telle que si v =Y " | x;e; alors

2 2 2 2
q(l’):(E1+"'+l’p—l'p+1—'--—l’r

L, (0) (0)
0

0) -
© © ©

o, r=rg(q). C’est a dire dans cette base q s’écrit

couple (p,r-p) est appelé signature de q noté sign(q)

Démonstration. Soit {e;} une base orthogonale alors si © = Y " ye;, on
a gq(x) = >, y?q(e;). On note a; = q(e;) € R. Si r=rang(q) alors on a
par exemple (quitte a changer ordre) a; # 0 pour i € {1,...,r}, 0 sinon.

Supposons que ag, ..., a, > 0 et apiq,...,a, < 0. On a ainsi
q(z) = (\/alyl>2 : (va Z/p \/ a’p+1yp+1 — = (V-a, r)Q
d’ou
ofe) = oty

avec x; = \Jay; (i=1,...,p) et x; = /—a;y; j=p+1,...,7)

Il reste a montrer que p ne dépend pas du choix de la base. Considérons
deux bases {e;} et {e}} telles que

[

C](ﬁ):517%+"‘+$12)_x1r22+1_"'_$ ($:inei>

<

g@)=yi+ -ty =y — -y (=) i)

Soient F' = Vect(ey,...,¢,), G = Vect(epi1,.--,en), F' = Vect(ey,... e,),
G'=Vect(ey, ;.. €,)
onasixz e F\ {0}, alors ¢g(x) > 0 et si z € G’ alors g(z) < 0. On en déduit

quesiz € FNG',onax = 0donc FNG' = {0}. Ainsi F et G’ sont en somme
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directe. Puisque F®&G' C FE on a dim(F)+dim(G') < nd’oup+(n—p') <n
donc p < p'. On fait de méme avec F’ et G pour obtenir ‘p < p d’ou p=p’.
[

Exemples :

— q(z) = 22 + 223 + 1522 — 4zy25 + 62173 — 8x973. On applique tout
d’abord la méthode de Gauss qui nous donne q(z) = (z; — 2z +3x3)* +
(v/B23)? — (V3(; — 25))? done sign(q)=(2,1).

— Soit q une forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension n sur
R. Alors q est définie positive < sign(q) = (n,0), q est définie négative
< sign(q) = (0,n), q est non-dégénérée < sign(q) = (p,n — p).

— Soit ¢ : M, (R) — R A — (tr(A))?. ¢ est une forme quadratique de
forme polaire (A, B) = tr(A)tr(B). L’application trace est une forme
linéaire sur M,,(R). Son noyau est donc un hyperplan de dimension
n? — 1. Donc la signature de ¢; est donc (1,0).

— Soit gy : Mu(R) — R A — tr(*AA). On obtient go(A) = >, - a?; ce
qui prouve que ¢ est définie positive donc de signature (n?,0).

~ Soit g3 : M,(R) — R A — tr(A?). Si A € S,(R) alors g3(A) =
tr(*AA) donc gsjs,(r) est définie positive. De méme, si A € A, (R) alors
g3(A) = —tr(*AA) donc gsa,®) est définie négative. Or M, (R) =
Sn(R) & A, (R) donc

n+1) n(n—1)>

() = (i, (B) i, &) = (2D, 20

4 Applications a la géométrie

4.1 Classification euclidienne des coniques et des qua-
driques

On se place dans le plan affine euclidien.

Définition 30. Soient q une forme quadratique non nulle et | une forme
linéaire sur R%. On appelle conique 'ensemble C des (x,y) € R? wvérifiant
[’équation

q(z,y) +l(z,y) =k ot ke R

On peut classer les coniques selon la signature de q. En changeant éventuellement
le signe des deux membres, on peut supposer sign(q) est (2,0),(1,1) ou (1,0).

18



On peut trouver une base orthogonale pour q. On écrit ’équation dans une
telle base on obtient aX? + bY? + rX + sY = k.

Théoreme 31. Soit C une conique non vide et qui ne se réduit pas a un
point, alors :

1. Si sign(q)=(2,0) alors C est une ellipse
2. Si sign(q)=(1,1) alors C est une hyperbole ou deux droites sécantes

3. Si sign(q)=(1,0) alors C est une parabole qui peut dégénérer en une
droite ou en 2 droites paralleles

Démonstration. 1. On a sign(q)=(2,0) donc @ > 0 et b > 0. En posant
r=X+5-ety=Y + 3, on obtient ax®+by?> = h aveca > 0et b > 0.
On a donc I’équation d'une ellipse

2. On asign(q)=(1,1) par exemple a > 0 et b < 0. En posant x = X +5- et

y =Y + 5, on obtient ax? +by* = h. Donc si h # 0, on pose A=y/h/a

et B=1/—h/b pour avoir j—z — %—22 = 1. Sinon on a az? + by? = 0 d’olt
(vaxr — v/ —=by)(v/ax + v/—by) = 0 qui sont deux droites sécantes.
3. On a sign(q)=(1,0), dans ce cas ab=0 par exemple a # 0 et b = 0 en
T r? : 2 :
posant ¥ = X + o~ et y = —sY + k + 7- on obtient ar® =y si s # 0
d’ot une parabole et aX? + rX — k = 0 sinon donc une ou 2 droites
paralleles dans le cas dégénéré.
[
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Définition 32. Soient q une forme quadratique non nulle et | une forme
linéaire sur R®. On appelle quadrique ’ensemble Q des (x,y, z) € R? vérifiant
[’équation

q(z,y,2) +l(z,y,z) =k ot ke R
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On peut classer les quadriques selon la signature de . En changeant
éventuellement le signe des deux membres, on peut supposer sign(q) est (3,0)
ou (2,1) ou (2,0) ou (1,1) ou (1,0). On peut trouver une base orthogonale pour
q. On écrit I’équation dans une telle base on obtient aX? +bY? +cZ%+rX +
sY +tZ =k.

Théoreme 33. Soit Q une quadrique non vide et qui ne se réduit pas a un
point, alors :

1.
2.

Si sign(q)=(3,0) alors Q est une ellipsoide.

Si sign(q)=(2,1) alors Q est un hyperboloide a deuz nappes, a une nappe
ou un cone.

Si sign(q)=(2,0) alors Q est une paraboloide elliptique ou un cylindre
elliptique.

. Sisign(q)=(1,1) alors Q est une paraboloide hyperbolique ou un cylindre

hyperbolique.

Si sign(q)=(1,0) alors Q est une cylindre parabolique ou deux plans
paralleles.

Démonstration. 1. Si sign(q)=(3,0) alors a > 0,0 > 0 et ¢ > 0 on pose

x:X+27"—a,y:Y—|—Qib,z:Z+ﬁeth:k—%—%—£donne
2 22
2 mE e h

ola= -5, b= é et cé. On trouve I’équation d’un ellipsoide.

A
. Si sign(q)=(2,1) alors par exemple a > 0,b > 0 et ¢ < 0, on pose

x:X+27"—a,y:Y—|—21b,z:Z+ieth:k—%—j—Z—£donne
2 2 2
x z
A2 B2 (C?
ou a = ﬁ, b = é et cg—%. Soit h > 0, alors on a l’équation d’un

hyperboloide a une nappe, si h = 0 on a un cone et si h < 0 on a un
hyperboloide a deux nappes.

Si sign(q)=(2,0) alors par exemple a > 0,b > 0 et ¢ = 0, on pose
r=X+4-,y=Y+4. Sit=0alors 'équation devient ar® +by?> = h
avec h = k+ Z—z + %. C’est donc un cylindre ellip;;ique.2 Sinon, I’équation
devient ax® + by? = z avec 2 = k — tZ + T + I, c’est donc une
paraboloide elliptique.
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4. Sisign(q)=(1,1) alors par exemple a > 0,b < 0 et ¢ = 0. Par les mémes
changements de variable que le cas précédent on obtient ax? + by? = h

22

d’ott &5 — }y3—22 = h qui est un cylindre hyperbolique ou alors ax?+by? = 2

d’ou j—z — %—22 = z qui est une paraboloide hyperbolique.

5. Si sign(q)=(1,0) alors par exemple a > 0,b = 0 et ¢ = 0. On pose
r=X+4 ety:h—sY—tZ—I—% pour obtenir ax? = y qui est une
cylindre parabolique si s ou t non nul ou sinon deux plans paralleles

avec ax® = h.
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4.2 Géométrie différentielle

Définition 34. Soit f une fonction de U dans R ou U est un ouvert de R"
qui est différentiable. Un point a pour lequel D f(a) = 0 est appelé un point
critique de f.

Définition 35. La hessienne de f R™ — R de classe C* en un point a est

la matrice symétrique (%) . C’est la matrice d’une forme quadratique
¢ J 7’7]

2 2 f(a
Q(h) = ZZ h?g—é(a) +2 ZK]’ hih; gxi?(zi (a)

Proposition 36. Soit f : U C R* — R qui est C?> et a € U un point
critique de f. On note q la forme quadratique associée a la hessienne de f en
a:
1. Si q est définie positive/négative alors f admet un minimum/mazimum
relatif en a.

2. Si q n’est ni positive, ni négative alors f n’admet pas d’extremum relatif
en a.

Démonstration. 1. Si q est une forme quadratique définie positive alors
Vh € R", h # 0, g(h) > 0. Comme la sphere unité de R" est compacte,
on en déduit que o = infj, =1 ¢(h) > 0. Ainsi lorsque h tend vers 0,

Fla+ B~ F(a) = S (alh) + olpf) = 21 G(ﬁ) + o<1>)‘

Ainsi, f(a+h) — f(a) > W(a +0(1)). Comme « + o(1) > 0 sur un

voisinage de h = 0, on en déduit f(a + h) > f(a) sur ce voisinage.

2. Si g n’est ni positive ni négative alors dans une certaine base q(h)=xz%+

---+m§—x§+1—---—xf avecpzletr—p=>1

fla+h) = f(a) = 5 (a(h) + o(|[2]]*))

|
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Dans la direction Vect(0,...,0,1,...1) on a g(h) < 0 donc f(a+ h) <
f(a) alors que dans la direction Vect(1,...,1,0,...,0), on a g(h) >0
donc f(a+ h) > f(a). Donc a n’est pas un extremum relatif.

O

FIGURE 1 — Minimum relatif en 0

I'u
i .
o
|

FIGURE 2 — Pas d’extremum relatif en 0

v3

Théoréme 37. Lemme de Morse Soit f : U — R qui est C3 sur U
ouvert de R"™ contenant 0. Si Df(0)=0 et D*f(0) est non-dégénérée avec



sign(D?f(0)) = (p,n — p) alors il existe o un C'-difféomorphisme entre 2
voisinages de 0 dans R™ tel que p(0) =0 et

F@) — FO) =t~y — e 02

ot u = ()

Lemme 38. Soit Ay € GL,(R)N S, (R) alors il existe un voisinage V' de Ay
dans S,(R) et ¢ € C1(V,GL,(R)) tels que :

VAeV, A= ¢(A)Arg(A)

Démonstration du Lemme. ¢ : j\\;n(R) :t%}(jﬂj)M
0

Cl.
Soit H € M, (R),

= Ao+ AoH +' HAy +' HA\H — Ay
=" HAo + AogH + o(||H||)

Or Ay € S,(R) donc "HAy =* (AgH), d’ou
Do(I,)(H) =" (AgH) + AgH

Dot H € Ker(Dp(I,)) & AgH € A, (R).
De plus, Dp(I,) est surjective car pour A € S,,(R), Dp(I,)(

est polynomiale donc

A-tA
02 )

=A

On pose F' = {H € M,(R)|AH € S,(R)}.

On a M,(R) = S,(R)® A,(R) = F ® Ker(Dy(1,))

Soit ¢ : ' — S, (R) la restriction de ¢ a F.

Sur F', Dy(I,) est bijective car Ker(Dy(I,)) N F = {0}.

Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de [,, dans
F (que 'on peut supposer contenu dans I'ouvert des matrices inversibles) tel
que ¢ soit un difféomorphisme de classe C! de U sur V = 4(U).

Ainsi, V est un voisinage ouvert de Ay = ¥(I,) dans S,(R) et VA € V|,
A=ty (A)Apyp~1(A) d’ott le résultat avec ¢ = p~1 O
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Démonstration du Lemme de Morse. On écrit la formule de Taylor a l'ordre
1 avec reste intégral au voisinage de 0.

f(x) = f(0) = Df(0)(x) +/0 (1= )(D*f(tw))(w, z)dt
='x (/o (1—t) (D*f(tz)) dt) x
= "2Q(x)x
Q est de classe C!. De plus, Q(0) € GL,(R) N S,(R) car Q(0) = DO

2
On peut donc appliquer le lemme précédent :
Il existe V un voisinage de Q(0) dans R" et ® € C'(V,GL,(R)) tel que

VA€V, A='3(A)Q(0)D(A)

R* — S,(R)
— Q(x)
de 0 dans R” tel que V; C Q1(V).
Ainsi, Vo € Vg, Q(x) € V, done
Qz) =" ¢(Q(2))Q(0)2(Q(x))

On pose M(x) = ®(Q(z)) et on obtient

De plus comme () : est continue, il existe un voisinage Vj

Il s’ensuit que f(z) — f(0) =" yQ(0)y avec y = M (x)z.
D’autre part, d’apres le théoreme d’inertie de Sylvester, 3P € GL,,(R) telle
que

t _ (1 0
PQ(O)P - (0 _In—p
On a donc

)= 10 = PP = (e (5 )

En posant u = p(x) avec ¢(z) = P~y = P~'M(z)z , on a bien

- ¢(0)=0
= fl@) = f0) =ui + - Fup iy —up ot u = p()
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Il reste & montrer que ¢ définit un C!-difféomorphisme entre deux voisinages
de 0.
Calculons la différentielle a l'origine de ¢ :

p(h) = ¢(0) =P~ M(h)h
=P~ 1 (M(0) + DM(0).h + o(||h]|)
car M est différentiable en 0 puisque f est C* sur U 3 0.
=P~ ' M(0)h + o(||h]])

Comme P7'M(0) € GL,(R), Dp(0) est inversible et comme ¢(0) = 0,
d’apres la théoreme d’inversion locale, il existe deux voisinages de 0 tel que
¢ soit un C!-difféomorphisme entre ces deux voisinages.

Le théoreme est donc démontré.
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