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Exercice 1.

1. Nous avons

-X 1

o 1ta-x |=EX0Ha-X)ta=X—(1+a)X +a= (X -1)(X -a)

Py =

Donc si a # 1 alors P4 est scindé a racines simples, d’ou A est diagonalisable. Si a = 1 alors
Py=(X- 1)2, donc si A est diagonalisable alors A est semblable a Iy donc égale a I ce qui n’est
pas. Par conséquent A est diagonalisable si et seulement si a # 1.

2. On suppose a # 1.

e Soit X = (Z) € R2. Alors
—r + — 0
X eFEi(Ad) —= {_fx + ély _ 0
— T =Y.
Donc F4(A) = Vect ((G)))
e Soit X = (;c) € R2. Alors
X € FB,(A) — {:Zi 1 Z B 8
— ar =y

Donc Ey(A) = Vect ((($)))-

Par conséquent, d’apreés la formule de changement de bases,
A=p < L0 ) p-!
0 a

. 1 1
Pt = (1 1),

avec

B= ((1), ((11)) et C la base canonique de R?. Ainsi

1
n __ 1 —1
A _P(O an>P

avec

Donc
An — 1 1 a” a -1\ 1 a—a” —14a"
Ta—-1\1 a"t! -1 1 T a—-1\a—-a"tt —1+4+q""!
3. (a) Nous avons

Uy, o
Unt1 = < (1+ a)upy1 — auy, ) = AU



(b) On suppose a # 1. Par récurrence, nous avons, pour tout n € N,

U, AUy

1
a—1

a

()

a—a

Sl

e Sia # 1 alors, d’aprés la question précédente, pour tout n € N,

—14+a™
—1 +an+1
(a —a™)ug + (a™ — Duy
a™ug + (@™ — 1wy

J— an
n+1

Uo
Uy

)
)

a—a” a” —1 aup — U1 UL — U
Uy = Ug + Uy = a
a—1 a—1 a—1 a—1
Donc
. aug — u1
— Si|a| < 1 alors u,, — ———
n—+oo aq—1
— Sia>1etu >ugalorsu, — -4oo.
n—-+oo
— Sia>1etu <ugalorsu, — —oo.
n—-+oo
. aup — Ug
— Siwu; =wug alors up, = ——— =ug — up.
a—1 n—-+oo

e Si a = 1 alors, d’aprés la question 1, la matrice A n’est pas diagonalisable mais P4 =
(X —1)? est scindé donc A est trigonalisable. Nous avons toujours G) vecteur propre de

A associé a 1. On cherche un vecteur ( ) € R? non nul tel que A(Z) = (}) + b(z), avec

b € R & choisir, i.e.

Sia < —1 et uy # up alors la suite (uy,)neny n’admet pas de limite.

T
Y

—bx + Y =1
—ax + (l4+a—-by = 1
i.e., en choisissant b =1,
y=14=x.

Donc le vecteur ((1)) vérifie A((l)) = G

)+ (9). Ainsi la famille B = ((3), (%)) est une base

de R? et, d’aprés la formule de changement de bases,

A=

avec

11\ .,
p<01)p

(10 L (10
(1) (1)
Donc, pour tout n € N,
an=p( 1 HP*1
o 0 1
avec
11\ (12 11\ (1 3 1 1\" (1 n
0 1 Lo 1) 0 1 L0 1)V 0 1 L0 1)
Ainsi
A7 — 1 0 1 n 1 0\ (1 n 1 0\ 1—n
11 0 1 1 1) 1 nt1 1 1) \1-m+1)
Par conséquent
1—-n n Ug (1 = n)ug + nuy
:An = = .
Un = A"Uo (1(n+1) n+1)(u1> ((1(n+1))u0+(n+1)u1
Donc
Up = (1 — n)ug + nuy = up + (u1 — ug)n.
Ainsi

n
n+1

).



— Siug = uy alors u,, =uyg — up.
n—-+oo

— Si ug > uq alors u,, — —o0.
n—-+oo

— Siug < up alors u,, — +o0.
n—-+oo

Exercice 2.

1. Nous avons
-9 -3 -3 1

6 2 2 -1
A=l 26 7 9 -2
0 0 0 1

Donc
-9 -3 -3

311
det(A—I)=| 6 2 2 |=(=3)2[3 1 1]|=0.
79

26 7 9 26

Donc 1 est valeur propre de A. De méme

-10 -3 -3 1

6 1 2 -1
A=2Li=1| 95 7 8 9
0 0o 0 0
Donc
det(A — 2[4) =0.
Donc 2 est valeur propre de A.
2. e Soit e = (z,y,2,t) € R% Alors
-9 — 3y — 3z + t
6z + 2y + 2z — t
e € Ei(f) = 2r + Ty + 9z — 2
t
-9 — 3y — 3z =
= t=0, 6 + 2y + 2z =
260 + Ty + 9z =
_ 3tr + y 4+ oz =
— t_o’{26x + Ty 4+ 9z =
_ 3r + y + z =
L2<—{fl7L1 t=0, { 5z + 2z =
— t=0, { ety o+ o2 =
Lo+Ly—2L, —-r — 2y =
= t=0,2=—-2y,z2 =—y— 3z =Hy.

Donc Eq(f) = Vect((—2,1,5,0)).

o O oo



e Soit u = (x,y,2,t) € RY Alors

—10z — 3y — 3z + t =0
62 + y + 22 — t =0
u € Ex(f) — W + Ty + 82 — 2 = 0
0 =0
—10z — 3y — 3z + t = 0
= —4dxr - 2y — =z = 0
Lo« Lo+Ly,L3+L3+2L, 62 Ty o+ 22 -0
—10z — 3y — 3z + t = 0
= dr + 2y + =z = 0
6z + y + 2z = 0
2+ 3y + t =0
<= c + 2y + =z = 0
Ly L1+3Ly,Ls—2L, “or - 3y - 0
B 4r + 2y + =z = 0
£=0, {Qx + 3y =0
B - 4y + z =0
L1+ L1 2L, t=0, {2:c + 3y =0
= t=0, z=4y, 2x=-3y
Donc E5(f) = Vect((—3,2,8,0)).
3. On considére u = (—3,2,8,0) € Fs.
e On cherche v = (z,v, 2,t) € R* tels que
fw)y=2v+u
ie.
10z - 3y — 3z + t = -3
6z + y + 2z — t = 2
260 4+ Ty + 8 — 2t = 8
0 = 0
i.e.,avec Lo < Lo+ Ly,L3 « L3+ 2L+,
10z — 3y — 3z + t = =3
-4z - 2y — =z = -1
6z + y + 2z = 2
ie.
10z — 3y — 3z + t = =3
@ 4+ 2y + =z = 1
6z + y + 2z = 2
i.e., avec Ll «— L1 + 3L27L3 — L3 — 2L27
2t + 3y + ¢t =0
dr 4+ 2y + =z = 1
—2r — 3y = 0
ie.
y=—-2z, z=1—-4zx -2y, t=0.
Ainsi, par exemple pour £ = —3 nous avons y = 2,z =1+ 12 —4 =9,¢t = 0. Par conséquent
le vecteur

v =(-3,2,9,0)
vérifie f(v) = 2v + .



e On cherche maintenant w = (,y, z,t) € R* tels que

flw)=2w+v
ie.
10z — 3y — 32 + t = -3
6z + y + 2z — t = 2
260 4+ Ty + 8 — 2t = 9
0 = 0
i.e., avec LQ < L2 + Ll, L3 — L3 + 2L1,
—10z — 3y — 3z + t = =3
—dzr - 2y — z = -1
6x + vy + 2z = 3
ie.
—10xz - 3y — 3z + t = =3
dr + 2y + =z = 1
6z + y + 2z = 3
i.e., avec Ly« L1+ 3L27L3 +— L3 — QLQ7
2z 4+ 3y + t =0
dc + 2y + =z =1
-2z — 3y =1
ie.
t=1, 22=1-3y, z=1-—-4z—2y.
Ainsi, par exemple pour y = —1 nous avons x =2,z =1—-8+2 = —5,¢t = 1. Par conséquent
le vecteur

w=(2,-1,-5,1)
vérifie f(w) = 2w + v.

4. On considére e = (—2,1,5,0). Nous avons

—2 -3 -3 2 o 5 3
12 2 -1
5 8 9 -5 s 8 o
0 0 o0 1
0 1 1
Ly<+L1+2Lo,L3+L3—5Ly 0 -2 -1
B N
- -2 -1
= -1

Donc B = (e,u,v,w) est une base de R*. De plus, comme f(e) = e, f(u) = 2u, f(v) = 2v +u et
f(w) = 2w + v, nous obtenons

Mps(f) =

oS oo
O O N O
O N = O
N = OO

5. L’endomorphisme f n’est pas diagonalisable car dim(E; (f)) +dim(FE2(f)) = 1+ 1 # 4 = dim(R*?).

Exercice 3.



1.

On considére le vecteur X; = 0 € R™ non nul. Alors

AtXl = (t - 1)E1

Donc t — 1 est valeur propre de A;.

0
1 0
-1 :
De la méme fagon les vecteurs Xy = 0 s Xp_1 = 0 € R" vérifient
. 1
0 -1
Ath:(t—l)Ek, 1§k§n—1
1
Or la famille (Xy, ..., X,,_1) est libre, ainsi dim(Fy_1) > n — 1. Puis le vecteur X,, = non
1
nul vérifie

Ainsi t + n — 1 est également valeur propre de A;. Remarquons que nous avons t — 1 £t +n — 1.
Donc A; admet deux valeurs propres distinctes t — 1, ¢+ n — 1 de multiplicités respectives au moins
n — 1 et au moins 1. Donc leur somme est au moins n. Sauf qu’elle est également au plus n, donc
égale a n. Par conséquent A; est diagonalisable de valeurs propres t — 1 de multiplicité n — 1 et
t +n — 1 de multiplicité 1. En particulier

Py, =(t—1-X)""Yt+n—-1-X).

D’aprés ce qui précéde Fy_1(A:) = Vect(Xq, ..., X;,—1) et dim(E;—1(A4;)) =n — 1.

D’aprés ce qui précéde la matrice A; est diagonalisable. La matrice A; est inversible si et seulement
si ses valeurs propres sont non nuls. Or les valeurs propres de A; sont t — 1 et t + n — 1. Donc Ay
est inversible si et seulement sit £ 1 et t £ 1 — n.

Exercice 4. Pour la matrice

3 -1 1
A=(2 0o 1
1 -1 2

On trouve P4, = (1 — X)(2 - X)2.

Py, est scindé donc la matrice A; est trigonalisable.

Sp(A1) = {1,2}.

Nous avons directement 1 < dim(E;(A;)) < ay =1ie ny =dim(E1(41)) =1 et

2 -1 1 0
E1(Ay) = ker 2 -1 1 = Vect 1 = Vect(uq).
1 -1 1 1



T
Puis pour Ey(Ap), soit u= [ y | € R3. Alors
z

u € Ey(4)) <= Aju=2u

3r — y + 2z = 2z
= 2z + z = 2y
r — y + 2z = 2z
r -y + = 0
= 2 — 2y + = 0
r -y = 0
= r=9y,2=0
Donc
1
E5(Aq) = Vect 1 = Vect(uz),
0
et ng = dlm(EQ(Al)) =1.
e ny =1 < 2=y donc A; n’est pas diagonalisable.
T
e On cherche 1 = ay — ny vecteur us = Y € R? tel que Ajus = 2us + aus avec a € R. Or nous
z
avons
3r — y + z = 2zx+a
Ajus = 2us + auy <= 2x + z = 2y+a
r - Yy + 2z = 2z
r - Yy + zZ = a
= 2c — 2y 4+ z = a
T -y = 0
z = a
T — vy = 0
Ainsi on peut choisir a = 1 et dans ce cas
Ajug =2ugtus <=z =y,z=1.
On considére donc le vecteur
1
Us = 1
1
pour avoir bien avoir Ajus = 2u3 + us.
e Nous avons alors
01 1 100 01 1\ "
A=[1 11 0 2 1 1 11 = pTP .
1 0 1 0 0 2 1 0 1

Nous pouvons donc en déduire son polynéme minimal
ma, =mr = (X —1)(X —2)%

Nous pouvions aussi le conclure directement car my, | Pa,, Sp(41) = {1,2} est 'ensemble des racines
de m et m4 non scindé simple.

Pour la matrice

3 2 -2
Ay=| -1 0 1
1 1 0



e On trouve P4, = (1 — X)3.
o Py, est scindé donc la matrice A; est trigonalisable.
e Sp(4z) = {1}.

x
e Soitu= [ y | €R3 Alors
z

u€ E1(As) <= Awu=1xu

3r + 2y — 2z = =z
— -z + z =y
r + y = =z

— z+y—2z=0.

11 s’agit de ’équation d’un plan donc ny = dim(E;(Az)) =2 et

1 1
El (AQ) = Vect -1 y 0 = Vect(ul, UQ).
0 1

e n1 =2 < 3 = donc Ay n’est pas diagonalisable. Nous pouvions aussi le voir en écrivant que si
Aj est diagonalisable alors A est semblable & I3 donc égale a I3 ce qui n’est pas.

T
e On cherche 1 = oy —ny vecteur ug = Y € R3 tel que Asus = 1 x uz +auy + bus avec a,b € R.
z
Or nous avons
3t 4+ 2y — 2z = zx+4+a-+b
Asug =1 X ug + auy +buy <— —x + 2z = y—a
T 4+ oy = z+b
2 4+ 2y — 2z = a+b
<~ r + y - z = a
xr + y — z = b

Nous devons donc avoir @ = b. On peut choisir a = b = 1 et dans ce cas
Asuz =uz +us +ug = zx+y—2=1

On considére donc le vecteur

1
uz = 1 )
1
pour bien avoir Asug = 1 X ug + uq + us.
e Nous avons alors
1 11 10 1 11 1\ "
A= -1 0 1 01 1 -1 0 1 = PTP 1,
0 1 0 0 0 1 0 1 0

Nous pouvons donc en déduire son polynéme minimal
3
ma, =mp = (X —1)

car T — I3, (T — I3)? # Oy -

Pour la matrice

13 -5 -2
As=1| -2 7 -8
-5 4 7



e On trouve P4, = (9 — X)3.

o Py, est scindé donc la matrice A3 est trigonalisable.

e Sp(4s) = {9}.
T
e Soit u = y |. Alors
z
4z — Sy — 22 = 0
u € Fo(A3) = —2r — 2y — 8 = 0
5z + 4y — 22 = 0
v — by — 2z = 0
bz 4+ dy - 22 = 0
- 9y — 18z = 0
v+ oy + 4 =0
LiLi— 4L2,L3<—L3+5L2 99 + 182z = 0
r + y + 4z = 0
< { Yy + 2z = 0
x + 2z =0
L1<jL:1> Lo { y + 22 =0
Donc
2
Eo(A3) = Vect 2 = Vect(uq).
—1

e ng =1 < 3= ag donc Az n’est pas diagonalisable.

e On cherche 2 = ag — ng vecteurs us, uz € R3 tels que Asug = Yus + au; et Azuz = Yusg + buy + cus
avec a, b, ¢ € R. Or nous avons

dc — dy — 2z = 2a
Aszus = ug + auq — —2r — 2y — 8z = 2a
-5 + 4y — 2z = -—a
- 5y — 2z = 2a
— + vy + 4z = -—a
—5;10 + 4y — 2z = -—a
- 9y — 182 = 6a
+ v + 4z = -—a
Li+L;,— 4L2,L3(—L3+5L2 9y + 182 i _6a
— r + y + 4z = —a
3y + 6z = —2a
Par exemple si l'on fixe a = —3,
B r + y + 42 = 3
A3U2 = Yusg + Uy < { 3y + 62 = 6
Donc par exemple si y =0,z =1 et z = —1. On considére donc le vecteur
-1
U = 0
1



pour bien avoir Asus = 9us — 3uy. De plus nous avons

dr — by — 2z = 2b — ¢
Asug = 9us + buy + cus <~ —2x — 2y — 8 = 2b
—br + 4y — 2z = —-b + c
— by — 2z = 20 — ¢
= + y + 4z = b
75;5 + 4y - 2z = —-b + ¢
— — 182 = 6b — ¢
+ 4+ 4z = -b
Li+Li— 4L2,L3<—L3+5L2 9 + 18 = —-6b + ¢
T y + 4z = =b
A { 9 + 182 = —6b + ¢
Par exemple si l'on fixe b=0¢et c =9,
_ r + y + 4z =0 r + y + 42 = 0
A3u3—9U3+3u2<:>{ 9 + 182 = 9 <:>{ g+ 2 = 1
Donc par exemple si z =0,y =1 et x = —1. On considére donc le vecteur
-1
usz = 1
0
pour bien avoir Asug = us + Yus.
e Nous avons alors
2 -1 -1 9 -3 0 2 -1 —1\"
Ag = 2 0 1 0 9 9 2 0 1 = pTP L
-1 1 0 0 0 9 -1 1 0

Nous pouvons donc en déduire son polynéme minimal

ma, =mp = (X —9)3
car T — 913, (T — 913)% # 0.
Exercice 5.

1. Nous avons aprés calculs Py = (4 — X)3(8 — X). Donc Sp(A4) = {4,8}. Ainsi 0 ¢ Sp(A) d’'ott A
est inversible. De plus

1 1 1 -1
11 1 -1

rg(A —5I4) =1g 111 -1 17 1.
11 1 -1

Donc, d’aprés le théoréme du rang,
ng = dim(Ey(A)) =3 = ay.

Nous avons également ng = dim(FEg(A)) =1 = ag car ng > 1 et ng < ag = 1. De plus P4 est
scindé. Donc, par théoréme, A est diagonalisable.

2. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, m4 | P4. Donc
ma=(X-4)%X-8)" 0<a<3 0<B<1
De plus A est diagonalisable donc le polynéme minimal m 4 est scindé simple
0<a<l, 0<p8<1,
Enfin nous avons également que Sp(A) est ’ensemble des racines de my4. Donc = =1 et

ma = (X — 4)(X — 8).

10



3. Nous avons alors
Opm =ma(A) = (A —41)(X — 81;) = A — 124 + 321,.

Autrement dit

1 1
L = 35 (124 = A%) = - (121, — A)A,

Ainsi A est inversible d’inverse
7T -1 -1
1 1 — —
A7l = —(121, — A) L7 1

32 T3 -1 -1 7
1 1 1

BN [ S

Exercice 6. Nous avons
Py=(1-X)%(c—X).

e Sic=1lalorsma=(1-X)*avecl<a <3 Sia=1lalorsmy=X—-1et033=ma(4)=A—1I3
ie. A= I3 ce qui n’est pas. Donc « € {2,3} et ainsi m 4 n’est pas scindé simple d’ou A n’est pas
diagonalisable.

e Sic# 1lalors mygy = (X —1)%X —c¢) avec 1 < a < 2. On suppose que la matrice A est
diagonalisable. Alors m4 est scindé simple, i.e. « =1 et myg = (X — 1)(X — ¢). Ainsi

0 a 1 l—¢c a 1 0 a(l—c) ab
0373 = mA(A) = (A—Ig)(A—CIg) = 0 0 b 0 1—c b = 0 0 0
0 0 c—1 0 0 0 0 0 0

Donc, comme ¢ # 1, a = 0 et b est un réel quelconque. Réciproquement on suppose que a = 0.
Alors, d’aprés le calcul précédent (A — I3)(A — cl3) = 033. Donc (X — 1)(X — ¢) annule A, d’ou
ma | (X —1)(X — ¢), puis comme {1,¢} = Sp(A) est 'ensemble des racines de m4 avec ¢ # 1,
ma = (X —1)(X — ¢) est scindé simple, d’ou A est diagonalisable.

En conclusion A est diagonalisable si et seulement si ¢ # 1 et a = 0.

f2020 X2020

Exercice 7. On suppose que =0 et que f est diagonalisable. Alors my |
simple. Donc my = X, d'ou Og(gy = my(f) = f.

et my est scindé
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