Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Soit (U, )nen €t (vn)neny deux séries réels de termes positifs telles que

u, ~ v,. Comment se comportent les séries associées ? (le démontrer)
n—-+oo

Que peut-on dire des restes et des sommes partielles ?

Réponse. Les séries ) u, et > v, sont de méme nature. En cas de convergence on a
équivalence des restes et en cas de divergence on a éqquivalence des sommes partielles.

Démonstration.

De méme nature : Comme %, ~ ¥,,0nau, —v, = o0(v,),donc pour tout ¢ € R%, il
n—-+4o0o n—-+o0o

existe N € N tel que
VYn>N,(1—-¢)v, <u, < (1+e)v,

Ainsi si ) u, (respectivement > v,,) converge alors > v, (respectivement ) u,,) converge.
En cas de convergence : Dans ce cas, on peut considérer les restes des séries et on a par
sommation de I'inégalité précédente :

+00 +oo
Yn > N,(1—¢) Z Zuk (1+¢) ka
k=n+1 k=n+1 k=n+1

ce qui établit ’équivalence des restes.
En cas de divergence : On note (S,,)nen €t (T}, )nen les suites des sommes partielles.
Alors

Vn>N,S, — Sy = i up, Ty — Ty = i Vg,

Dongc, par I'encadrement précédent,

ce qui s’écrit encore

VnZN,<1—5—<1_€)

SN) T, < S, < (1+€— <1+5)TN_SN) T,

T, T,

Or > u, et > v, divergent, donc S,,T,, — +o00, ainsi

n—-+00

(1—€)TN—SN N 07 <1+E)TN—SN .0
Tn n—-+oo T’n n—-+oo

Ainsi il existe N’ > N tel que

VYn > N —e < (1_E)§N_SN §67—8(1+6)§N_SN <e

D’ou
Vn >N (1-2e)T, <S, <(1+2e)T,

ce qui montre bien 1’équivalence des sommes partielles. O



Exercice. Etudier la nature des séries de termes généraux suivants :

1- "1 1
= Sln(n) 6 W, = e—\/2-i-'r7,7 Ty = 1 — cos (_)

1—i—n\/_ vn n

Réponse. Les séries Y u,, »_ w, et > x, sont convergentes et la série Y v, est divergente.

Démonstration.
Série Y u, : On a, par bornitude du sinus,

2
Vn € N,u, <

~ 1+4+nyn

De plus ~ -2 avec convergente car 2 > 1.
p 1+n\f n—s—+00 n% z g

P N o . 2
Par conséquent, par théoreme sur les séries a termes posmfs > Ew— est convergente.
Puis, par théoréme de comparaison, Y _ u,, est convergente.

Série Y v, : On a

1
Vn € N v, > —

NG

L < 1, donc, par théoréme de comparaison des séries a termes

2
positifs, > v, est divergente.

Série w,, : Onaw, = O ( 1 ) par croissance comparée, avec Z convergente, donc, par
- n—-+o0o

théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > w,, est convergente.
Série x,, : On a

(2 1)) 1 1N _ L0
e T\ ) T el = el

Donc, z, el #, puis, par théoréme de comparaison, Y _ x,, est convergente. O

avec y \/Lﬁ divergente car

Exercice. On dit quun série numérique Y u, converge au sens de Cesaro si, en notant
(Sn)nen la suite des sommes partielles de Y u,, la suite (7},)nen+ converge avec

S1+ 4S5,
n

Vn € N*, T,

1. Montrer que si ) u, est une série convergente de somme S alors ) u, converge au
sens de Cesaro vers S.

2. On considére (uy)neny = ((—1)")nen, montrer que Y u, ne converge pas et que Y u,
converge au sens de Cesaro (en calculant la limite des 7, associés).
Démonstration.

1. On suppose que > u, est une série convergente et on note S sa somme

S, — S

n—-+o0o



Soit € € RY, alors il existe N € N* tel que
Vn > N,|S, — S| <e

Puis

Yn e N* |T, — S| =

1 n
E;Sk—é’

Ainsi, pour n > N,

T, — S| < Z|sk—5|+ 25— Z|5k—5|+

k; N+1

£< Z!Sk—5|+a

Or % — 0, donc il existe N € N* tel que

n—-+00

3

2o 1Sk = 9
k=1

<

§|’—‘

N
(on peut supposer »_|Sy — S| # 0 car sinon le résultat est immédiat.)
k=1
Ainsi, en posant Ny = max(/N, N’), on a

anNo,‘Tn—S| §2€

D’ou (T},)nen converge vers S.

. La suite (—1)™ ne converge pas vers 0 donc la série ) (—1)" n’est pas convergente.
Par contre, pour n € N*, on a

Sn:{ 1 sine€?2Z

0 sinon
Donc ( )
1< Ent (2 1
T,==) Sp= 22— =
n; k n n——+oo 2

Ent(2
car 5 — 1 < Ent (g) < 5 don % % < n£2) < % et par théoréme des gendarmes.

]



Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Enoncer et démontrer le critére des séries alternées.

Réponse. Soit (a,)neny € (Ry)Y décroissante telle que a, - 0, alors la série > (—1)"a,
n—-+0o0

est convergente. De plus sa somme S et ses restes partielles (R, ) ey vérifient
vn € N7 52n+1 S S S SQna |Rn’ S An+1

Démonstration. Comme (a,)nen est décroissante, on a

2n+2 2n
Vn € N, Sogmy1) — Son = Z (=1)kay, — Z(_l)kak = Qgp42 — A2p41 <0
k=0 k=0
et 2n+3 2n+1
Vn € N, Somy1)+1 — Song1 = Z (=1)kay, — Z(_l)kak = —Qgp43 + Q242 > 0
k=0 k=0
De plus
Sont1 — Son = —A2n41 njoo 0

Donc les suites (So,)nen €t (S2ni1)nen sont adjacentes, donc convergentes vers la méme
limite.
Ainsi la suite (S, )nen est convergente, ie la série > (—1)"a,, est convergente.
De plus on a
Vn €N, Sy <5 < S,

On en déduit
Vn € N, |Ro,| = |S — Son| = Son — S < Sop — Sony1 = Gopsa
et, en utilisant 'inégalité précédente en n + 1,
Vn € N, |Ront1| =[S — Sont1] = 5 — Sont1 < Sanga — Sont1 = Gonto
Par conséquent Vn € N, |R,| < ay41. O

Exercice. Etablir la convergence puis calculer la somme de la série de terme général

2n —1 S 3
Up = ———, N
n TLS _ 4’]7,7 —
= 89
Réponse. La série est convergente et ngun = 5%
n=



Démonstration.

Convergence : On a
2n 2

Uu ~Y _— = —
n7r++u)n3 n2

Or le série Y % est convergente, donc, par théoréme de comparaison des séries de termes
positifs équivalents, la série > u, est convergente.

Calcul de la somme : On a

Vn > 3 2n — 1 2n — 1
n uT’L = =
- nn?—4) n(n—2)(n+2)

Puis par décomposition en ¢éléments simples il existe a, b, c € R% tel que

a b c
Vn > 3,u, = —+ +
- " n n—-2 n+2
Or % =a+ %b%— XLHC, donc, en évaluant en 0, on obtient a = }l.
Demémeonab:getc:—g.

Ainsi 31 11 5 1
Vn >3, = o 42
nZ U = et i T8y o

Donc, par réindexation,

N-2

N N N
3 1 11 5 1 3 1 1 1 5 1
VN >3 n = = —— == ==-% —4+-> ——=3» —
= ;“ §<8n—2+4n 8n+2) 8n1n+4;n 84n
Puis, aprés simplification,
Suy = S BL(BLIVL (BN
=Nt 8 82 \8 4)3 \8 4/)4
PIREN = 89
D’ou n;gun = 9 O
: : S
Exercice. On considére, pour n € N*, R, = > .
k=n+1

1. Montrer que R,, est bien défini.

+o0
2. Montrer que R, + R,y1 = >, k((;i)f)
k=n+1

3. Déterminer un équivalent de R,,.

4. Donner la nature de la série Y R,,.

Démonstration.



X s - . - —yn
1. D’apres le critére des séries alternées, la série > % est convergente.
De plus, en notant S la somme de cette série, on a

Vn € Na SQn—i—l < S < SQna |Rn| = <

S|

+oo _1k
Z(k>

k=n+1

2. Soit n € N, alors

e L S <) ey | L N o}
BotRu= D St 2 = 2 3t 2 G = 2 hae )

k=n+1 k=n+2 k=n+1 k=n+1 k=n+1

3. D’apreés le critére des séries alternées appliqué a » | %, on a

Vn e N io (=1 < 1
’ S k1) T (n+1)(n+2)
D’ou .
3 =D (L
k:n+1k<k + 1) n——+00 n?

(y

De plus, pour n € N, R, — R,,11 = , donc, en utilisant la question 2 :

PO G A o b ﬂm(l) _ ﬂﬂ(;)

2n 2k:n+1k(k +1) notoo 2n n?) notoe  2n n

ce qui montre que

-1 n+1
g . D
n—-+oo 2’[’L
e D 1 (=t 1 -
4. Comme R, et ——+0 (p) et que ) | ~—5— et >~ sont des séries convergentes,

on en déduit que la série > R, est convergente.
O



Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Soit (u,),eny € RY, montrer que si > |u,| est une série convergente
alors > u, est une série convergente.

Démonstration. On considére, pour n € N, u = max(u,,0) et u, = maz(—uy,,0).
Alors les suites (u,})nen et (4, )nen sont positives et vérifient

Vn € Noub < funl,u, < |unl

Or > |uy,| est convergente, donc les séries > wl et > wu, sont convergentes.
Puis, comme Vn € N, u,, = u, —u,,, on en déduit que > u, est convergente. O

Exercice. Etudier la nature de la série de terme général

1+14...+1
Uy =
In(n!)

Réponse. La série est divergente.

Démonstration. La fonction ¢ — % est décroissante sur RY, donc, pour k € N* et t €
[k, k+1], 1 < 1.

DOHC k+1 k+1
dt dt 1
Yk € N* — < — = —
© /k ' —/k Kk

Ainsi

Puis, par relation de Chasles,

ie

Or, par propriétés de In,

Vn € N*,In(nl) = > In(k) = In(k) < In(n) = (n — 1)ln(n)

k=2
Donc
1 1 In(n + 1) 1
Yn > 2. u, = - > >
he st ln(n!);k “In(n)(n—1) " n-1
Or la série )| ﬁ diverge, donc, par théoréme de comparaison »  u,, diverge. O

7



Exercice. On considére ’application continue

R — R,
xr — |sin(2mz)|

f:

1. Montrer que la série Y f(n) converge.
0,400 — R .
vérifie F' — +00.
Yy foy f(l‘)dl‘ (y) y——00
3. Quelle hypothése sur f manque-t-il pour appliquer le théoréme de comparaison série-
intégrale ?

2. Montrer que la fonction F':

Démonstration.

1. Pour tout entier n € N, f(n) = |sin(27n)| = 0.
+00
Donc la série Y f(n) converge et > f(n) = 0.

n=0

2. Soit x € Ry, alors, comme f est positive, en notant p = Ent(x), on a

IR /Opm)dt:p;f [

Or f est 1-périodique, donc

1

Vn € N, /n+1 f(t)dt = /1 ft)dt = /2 sin(2nt)dt + /1(—sin(27rt))dt _ 2
n 0 0 3

™
Ainsi -
| roa=Y2 = 2> 2w
0 —~r T
D’ou fox f(t)dt xjoo ~+00 ce qui montre, puisque f > 0, que f n’est pas intégrable sur
[0, +o0].

3. Il manque ’hypothése de décroissance de la fonction f pour appliquer le théoréme de
comparaison série-intégrale.

[]

Exercice. On considére les suites (u,)nen+ €t (v, )nen+ définies par

Vn € N*, u,, = + —, v, =

1. Montrer que u,, ~ v,.
n—-+o0o

2. Montrer que ) v, est une série convergente.

3. Montrer que ) u, est une série divergente.

8



4.

Pourquoi les réponses aux questions précédentes ne mettent pas en défaut le théoreme
concernant les séries dont les termes sont équivalents ?

Démonstration.

1.

2.
3.

S G ) L (—1>"> (G ~
OnaVn e N u, = 7=+ = v, <1+ ) avee am —— 0, donc u,, S Un

La série ) v, vérifie le critére des séries alternées, donc ) v, est convergente.

L. —1)" L. . . 4.
La série > % = > v, converge et la série ) = diverge, donc, par sommation la série
> u, diverge.

Tous les termes des suites (U, )nen €t (U, )nen Ne sont pas positifs (ou négatifs).



