Question de cours. Soit E un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes. Que peut-
on dire des suites convergentes, des applications continues et des applications lipschiziennes
sur cet espace? Le démontrer.

Réponse. La convergence et la limite d’une suite ne dépendent de la norme considérée. De
méme pour le caractére continue ou lipschizien d’une application.

Démonstration. Soit Ny et N les deux normes équivalentes sur E : il existe ¢;,c; € R tels
que
ciNp < Ny < eolVy

On en déduit que la continuité pour une norme implique la continuité pour I'autre norme
(utiliser la continuité séquentielle par exemple) et idem pour la lipschitziennité (attention la
constante de Lipschitz n’est plus la méme). O

Exercice. Soit E/ = ¢, I'espace vectoriel des suites dans KN convergeant vers 0 en 400, muni
de la norme uniforme ||u|| = sup|u,|. On considére la forme linéaire
neN

EFE — K
¥ Su

U — 202—2

Montrer que ¢ est continue et calculer ||| = sup Hﬂgﬂ)”w
ueE\{0} >
Démonstration.
1. Soit u € F, alors
=[] = !
|<Z <l 55 = 2l
n=0

D’oul ¢ est continue et ||| < 2.
De plus, pour m € N, on considére u,, = (1,...,1,0,...) (dont les m premiers termes

sont des 1).

Ainsi
1
=l =1
n=0

D’ou

lell = flumll o

Ainsi en faisant tendre m vers 400 on obtient ||¢|| > 2, d’ou

el = 2



Exercice. Soit (E,d) un espace métrique compact et f: E — E tel que

Vo,y € B,x 7y = d(f(x), fy)) < d(z,y)

Montrer que f admet un unique point fixe o« € E et que pour tout xy € F, la suite (,)nen €
EN| définie par x,,1 = f(x,), vérifie
Tp, — Q@
n——+00
Démonstration. L’unicité du point fixe vient directement de la propriété vérifiée par f.

Pour l'existence on a * € E +— d(z, f(z)) € R continue par continuité de f (car 1-
lipsctzienne), donc, par théoréme des bornes atteintes, il existe o € E tel que

d(ev, fla)) = ingfd(x, f(@))

Si a # f(«) alors
d(f(a), f(f(@)) < d(e, f(a))

ce qui contredit la minimalité de d(a, f(@)), d’ou a = f(a).
Puis on considére u,, = d(«, ,,).
S’il existe ng € N tel que z,,, = a alors x,, = @ pour tout n > ng et le résultat est démontré.
Sinon
Vn € N, upy1 = d(o, Tppr)d(f(@), f(x,)) < da, z,) = up
Donc (uy, )nen décroit strictement, et est minorée par 0, donc converge vers une limite [ € R..

Sil > 0 alors u, > [ pour tout n € N.
Or E est compact, donc il existe une extractrice ¢ : N — N et § € E tel que

Ainsi

I = lim d(a,zem) = d(a, B)

n—-4o0o

Puis, par continuité de f,

d(a, f(xom)) —— d(e, f(B))

n—+oo

ce qui est absurde car

(e, f(B)) = d(f(a), f(B)) < d(e, ) =1
et
Vn € N, d(Oé, f(:z:w(n))) = Up(n)+1 > 1

Par conséquent [ =0 et x, — a. O

n—-4o0o

Exercice. Soit £ = C'([0, 1], R) I'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R contintiment
dérivables sur [0, 1]. On pose, pour f € E,

1

1= (isor+ [ 1)
2



1. Montrer que ||-|| définit bien une norme sur E.

2. Soit (fu)nen € EM. Montrer que si (f,)nen converge pour la norme |[|-|| alors (f)nen
converge pour la norme uniforme ||-||_

3. On considere f,(t) = t"(1—t). Calculer || f,|| et en déduire que |-|| et ||-||, ne sont pas
équivalentes.

Démonstration.

1. On peut remarquer que ||| est issue du produit scalaire (-,-) défini par

Vg€ E.(f,9) = F(0)g(0) + / 7ty ()t

qui est bien une forme bilinéaire symétrique défine positive. Seule la propriété définie
est non triviale : Soit f € E tel que ||f]| = 0, alors f(0) =0 et f' =0, ainsi f = 0.

2. On suppose qu’il existe f € E tel que
TA—

ie

2
10 = O+ [ 1520 - PO 0
D’ou
1£.(0) = £(0 |—>0et/|f )2dt — 0
n——+o0o

Or par inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1

[ s = w1y < ([ ) ([ - sora) o

Puis par théoréeme fondamental de ’analyse

Vir € [0, 1], | ()~ F(2)] < |fu0)— F(O)|+ / (0~ @)t < [ £2(0)—FO0)] + / a0 — ()]t
D’ou
1 — Fllo < 1£a(0) — |+/|fn - F@l — 0
3. On a

1 1 1
n2: n02 / 2d:0 n—ll_ _nQd: n—-1,_ _ in 1 2d
1l |f()|+/0 (0Pt +/0 (nt" (1 — ) — ") dt /0<t n— "+ 1)) dt

avee (" tn — t"(n+ 1)) = 272n2 — 227" Ip(n 4 1) 4 t2"(n 4 1)? puis

1 1 1 1
/ (t""'n—t"(n + 1)) dt = n2/ £20-24t — 2n(n + 1) / 2014t 4 (n+ 1)2/ £2ndt
0 0 0 0
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1e
2 2n(n +1) N (n+1)2

1 9 n
/ (" 'n—t"(n+1))"dt
0

T oo—1  om o+ 1

ie . ) ( )2
1

=+ D)) = — 4T

/0 (" n —t"(n +1) e B U s vy

1e

o . 2 n*2n+1)—(n+1)(2n—1)2n+1) + (2n — 1)(n + 1)
/O(t n—t"(n+1)) dt = DT D

ie

1
e — (1)) dt = o =
/0( n—t'(n+1)) 2n—1)2n+1) 4n?—1

n
Il =) 2=

1
Y — H
n——+o0o 2\/ﬁ n——+o0o

ce qui donne

Par conséquent

1/l

et d’autre part on a

[folle =1

Donc les normes ne peuvent pas étre équivalentes.



Question de cours. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un espace vectoriel
normé. Soit f : E — F linéaire. Montrer que f est lipschizienne pour tout norme sur F.

n
Réponse. Soit b une base de E et ||-||, la norme infinie associée. Alors pour z = ) ;b € E,
i=1

giwuf HF_(ZW HF) Iz,

Exercice. Soit (un)neN € ( N, On dit que (uy)nen est de Cauchy si

Ve € RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — uy| < €

on a

1 (@) =

1. On suppose (uy)nen convergente dans K. Montrer que (u,)nen est de Cauchy.

2. On suppose que (uy)nen est de Cauchy. Montrer que (uy,)nen est bornée. En déduire
que (u,)nen €st convergente.

3. Montrer que le résultat précédent est faux dans Q¥ .

Démonstration.

1. On suppose que (uy)nen converge vers [ € K",
Soit e € R, alors il existe N € N tel que

Vn > N, |lu, — 1] <

DO ™

Ainsi
Vm,n = N, [t = ]| < [lum = 1| + [Jun =] <€
D’ou (uy,)nen est de Cauchy.

2. Réciproquement on suppose que (u,),en est de Cauchy.
Alors (uy)nen est bornée : Soit n € N. Or il existe N € N tel que

n>N=Vm>N,||u, —u,| <1

Donc
n>N=|u < [luy|| + [Juy — ual| < lun| +1

Par conséquent
[[un | < max([uol , ..., [[un—a ], [Junl] +1)

Donc, d’apres le théoréme de Bolzanno-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ : N —

Net [ € K" tel que
oy A 1

n—-+o0o

Ainsi, pour € € RY, il existe N € N tel que

Vn > N, |[upm — 1| < —ethn>NHum—umH§

DO | ™

Par conséquent, comme ¢ est croissante,
Vn > N, [lun = U < [Jun = o] + g = 1] <

ce qui montre que (u,)nen est convergente dans K.
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n
3. Le résultat n’est plus vrai sur Q car par exemple la suite (u,)peny = <Z %) e QM
k=0 neN
est de Cauchy dans Q car convergente dans R vers e mais ne converge pas dans Q.

]

Exercice. Soit F et F' deux espaces vectoriels normés et L(E, F') espace vectoriel des
applications linéaires de E dans F'.
On dit que u € FY est de Cauchy dans F si

Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

On suppose que F est complet (toute de suite de Cauchy dans F' est convergeante).
Montrer que L(E, F') est également complet pour la norme ||-|| définie par

T
VT € £(, F), |T) = sup LTI
zeE\{0} |l

Démonstration. Soit (T),)neny de Cauchy dans L(E, F). Alors, pour tout x € E, la suite
(T5.(z))nen est de Cauchy dans F :

Ve e RY,IN e N,Vm,n > N, |T,,,(z) — T,(z)| < || T — Tl ||z < € |||
D’ot, comme F est complet, il existe T'(z) € F tel que

[Tn(z) =T ()| — 0

n—-+o0o

Ainsi 'application T ainsi construite est linéaire : Soit A € K et z,y € E, alors par inégalité
triangulaire et linéarité des T,

1Tz +y) = (AT(2) + T < 1Tn(Az +y) = Tz + y) |+ Tn () = T (@) |+ Tnly) = T (W)l

D’ou en faisant tendre n vers 400 on obtient T'(Ax + y) = AXT'(x) + T'(y).
De plus T est continue car

Vo€ B ||T()| = lim ||T(2)]

Vn € N, [T (z)|| < [Tl [|=]]

7)) < (sup ) fel

neN

avec sup ||T,|| < +oo car une suite de Cauchy est bornée.
neN

Par conséquent T' € L(E, F).
De plus pour tout x € E on a

Vm,n € N, || Tn(x) = To(2)|| < [T — Toll ll2]] < sup 1T = Tl [l
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D’ou en faisant tendre m vers +o0o on obient

¥n € N, |T() - T,(@)]| < sup | T, - il |
S

D’ou
Vi€ N||T = T,|| < sup | T — To|
keN

Or par condition de Cauchy sur (7,),en, on a sup || Ty — T, || - 0, d’ou
keN n—-+00

n—-+o0o
Ce qui montre que (7,)nen converge vers T dans L(E, F). ]
Exercice. Soit E — R[X] et pour P — :fjoakxk, Pl := maglay] et | P] = :OO,L?
=0 -
1. Montrer que ||| et ||-|| définissent des normes sur R[X].
2. Montrer que ||-||, et ||-|| ne sont pas comparables (ie qu'il n’existe pas de Cy,Cy € R

tels que Cy ||| < ||| oo £ Ca|l-]])-

Démonstration.

1. Les sommes sont en fait finies car il s’agit de polyndémes, les axiomes d’une norme s’en

déduisent.
2. On considére B, = X™ et Q" = >_ X*. Alors
k=0
[Pulloe = 1@nlloe =1
et

1 "1
Pl =——Qul =) ——
1Pl = oo el = 2

On en déduit que les normes ne sont pas comparables.



Question de cours. Enconcer et démontrer le théoréme de Heine.

Réponse. Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique et f : X — YV
continue, alors f est uniforément continue.

Démonstration. On suppose que f n’est pas uniformément continue, alors il existe ¢ € R,
tel que pour tout n € N, il existe x,,y, € X tels que

Ans) < et d(F ), Fn)) 2 &

Or X est compact, donc, par théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une extractice ¢ :
N — Netl e X tels que

Tom) > 1
Or on a
1
1 € N, d(yom), ) < d(@pn): 1) + d(@oim), Yotm) < ATy, 1)+~ —= 0
Donc
Yot o, !

Or on a f continue sur X, donc

f@omy) — f), fWem) — f(1)

n—-+o0o n—-+00
D’ou
d(f(zem), [(Yem)) < d((@pm), f(D) + d(f (Ypm)), (1)) — 0

n—-+o0o

ce qui n’est pas possible car

Vn € N, d(f(:tso(n)), f(yw(n))) >e>0
[

Exercice. On considére E = C,(R) I'espace vectoriel des fonctions continues bornées sur R
muni de la norme uniforme ||-|| . On considére I'application linéaire T : £ — E définie par

Ve ENe e RT(f)(x) =3f(z) —2f(x +4)

17 lloe
Il

Montrer que T est continue sur (E, ||-||,) et calculer ||T|| = sup
feE\{0}

Démonstration. Soit f € E, alors
Ve e R, |T(f)(@)| < 3[f (@) +2[f(z +4)] < 5| f]l«

D’ou
IT()loo < 511 f oo



Ainsi, d’aprés ce qui précede, ||T] < 5.
On considére ensuite f € E définie par

1 st <0
VeeR, f(x) =< —5+1 si 0<z<4
—1 st x>4

Ainsi f est continue, ||f||. =1 et
T(£)(0) =3f(0) = 2f(4) =5
D’ou [|[T(f)|l, > 5, ainsi, d’aprés ce qui précede, ||T'(f)||,, =5 et
I =5

oo

[]

Exercice. Soit £ = C([0, 1], R) muni de la norme ||-||,. On considére v : f € E—— f(0) € R

et
F — FE

VI e f o ulf)ide
Montrer que 9 est :
1. Linéaire.
2. Bijective.

3. Non continue sur £ muni de la norme ||-||,.

Démonstration.
1. L’application u est linéaire donc ¢ également.
2. Soit f € E tel que ¥(f) =0, alors f = u(f)idg, ainsi u(f) = f(0) = f(0) x 0 = 0, puis
f =0 xidg = 0 ce qui montre que f est injective.
Soit f € E, alors

U(f +ulf)ide) = f+u(f)ide — u(f +u(f)idg)ide = f —u(f)u(ide) = f —0=f
D’ou v est surjective.

3. On suppose que 9 est continue sur E.
Alors ¢ = wu(idg)idg = idgp — ¥ est continue sur E comme somme d’applications
continues.
De plus 9 est linéaire, donc v est k-lipschizienne :

Vi€ E lle(Hll < kI

Or

¥t € BNl = [ leth@lde = [ 10ide = L

Donc

Vie B |fO)] <2kl

ce qui n’est pas possible en considérant f,, € F triangulaire positive tel que f,(0) =n

et fol fo(z)dx = 1.



Exercice. Soit £ = C([a,b],K) muni des normes [|-||, (p > 1) définies par

b .
erawmz(/uwwm)

Montrer que pour € € R il existe 6 € R% tel que
(20)> (1 flloc —&) < NI, < 1 flloo (b —a)®
En déduire lim || f[|, pour f € E.
p——+oo

Démonstration. Si f =0 alors | f[[, =0 - 0.
p——+o0

Puis si f non identiquement nulle alors

D=

Hmpz(Lﬂﬂwwm);swmmw—a>

Comme f est continue sur [a,b] compact, il existe x € [a, b] tel que |f(zo)| = || fll .-
Soit € € R%, alors par continuité en z, il existe d € RY tel que

V€ [a,b], [ — x| <0 = |f(wo)| = |f(2)| = [f(z0) = f(2)| <

Ainsi

b xo+0 To+0
/Wﬂ@%xz/ |ﬂwmmz/ (1 (o) — )P > 28 (|| ]l — )"

0—0 zo—0

Par conséquent
(20)7 ([[fllo =€) < I, < N fllo (0 —a)»

D’ou en faisant tendre p vers +o00 on obtient

£l < tim 171, < 1l

Ainsi pl_z)inoo Hpr = I fll -
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