Question de cours. Enoncer et démontrer la formule des probabilités totales.

Réponse. Soit (B;);c; un systéme complet d’événements tels que P(B;) # 0 pour tout ¢ € I,
et A e A, alors

P(A) = ZP(A N B;) = ZP(A | B;))P(B:)
il iel
Démonstration. Comme (B;);e; est un systéme complet d’événements il existe N € A tel
que P(N) =0 et
ON =| |B:

iel
Ainsi on a la réunion disjointe

A=(ANN)U(AN(Q\N)) = (ANN) U (Am|_|BZ-> — (ANN)U <|_|(AﬂBi)>

iel icl
Ainsi, par o-additivité,

P(A) =0+ P(ANB;) =Y P(A|B)P(B;)

el el

Exercice. Soit [ un intervalle de R et f : I — R dérivable.
Montrer que pour = f'(u),y = f'(v) € f'(I) il existe h € R tel que

flusth) = f(u) flo+h) = fv)
- <z< -

En déduire que f'(I) est un intervalle de R.

Démonstration. Soit z,y € f'(I) tel que z <y, et z € |x,y[.
Il existe u,v € I tels que x = f'(u) et y = f'(v).
Or f est dérivable, donc
h) —
fluth) — )

h h—0 h h—0

Or z < z <y, donc il existe h € R tel que

fluth) = f(u) flo+h) = fv)
h <z < h

On considére ensuite
J — R
AR (G280

avec J sous-intervalle de I contenant z et y.
On a alors g(u) < z < g(v) avec g continue car f l'est, ainsi, par théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe w € [u,v] tel que

R (CEA0ES (0




De plus par théoréme des accroissements finis il existe ¢ € [w, w + h] tel que

Ainsi

f(w+h) = f(w) = hf'(c)

z=['(c) € f'()

ce qui montre que f’(I) est un intervalle. O

Exercice. On choisit au hasard un des nombres entiers 1,2,...,n de facon équiproblable.
Soit p € [1,n] et A, I'événement "le nombre choisi est divisible par p".

1.
2.

Calculer P(A4,) sip | n.

Soit pi, ..., pr des diviseurs premiers distincts de 7, montrer que les événements A, , ..., A,
sont indépendants ie : pour tout iy, ..., 4, € {1,...,k},

]P)(Apil .0 pr) = P(Apil)---P(pr)

On considére ¢(n) le nombre d’entiers positifs non nuls inférieurs a n et premiers avec
n, montrer que

peEP
pln
Démonstration.
1. On considére 2 = {1,...,n}, la probabilité P est uniforme, ainsi

Wk € O, P({k}) = %

On suppose que p | n, alors il existe a € N* tel que n = ap, alors
A, ={kp,k <a,k e N}
Donc [4,| = et P(4,) = & = ..
Soit iy, ..., 4, € [1,k] et m € N, alors p;, | m, ..., et p;. | m si et seulement si p;,...p;,. | m.
Donc
Ap, NN A, = Ap i,
Ainsi, d’aprés la question précédente,

1
P(Ay, 0N Ay ) =Py, ) =~ = By, ) B4y, )

On considére B,, I'ensemble des diviseurs de n inférieurs a n, alors |B,| = ¢(n).
Soit pq, ..., p, les diviseurs premiers de n, on a alors pour | € N*, [ € B, si et seulement
si I < n et [ n’est pas multiple d’aucun des p; pour i € [[1, k.

Ainsi
n

k=1



Or les A; sont indépendants, donc les A¢ également, d’otl

n

P(B,) = HP<A;¢) - H(l —P(4p,) = H (1 - l)

k=1 k=1 k Pi

De plus P étant uniforme, on a

D’ou



Question de cours. Que peut-on dire de 'image (et de l'image réciproque) d’'une partie
connexe par arcs par une application continue ? Le démontrer.

Réponse. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, f : E — F continue et C' une partie
connexe par arcs de F, alors f(C') est une partie connexe par arcs de F.

De plus si C” est une partie connexe par arcs de F' alors f~1(C”) n’est pas nécessairement
une partie connexe par arcs de F.

Démonstration. Soit yy,ys € f(C), alorsil existe 21, xo € C tels que f(z1) = y1 et f(x2) = yo.
Or C est connexe par arcs donc il existe un chemin continue 7 : [0,1] — C reliant z et y.
Ainsi fovy:[0,1] — f(C) est un chemin continu relant y; = f(x1) et yo = f(z2).

Par conséquent f(C') est connexe par arcs.

Si E=10,1U[2,3], F=Ret f:2x € E+—0¢€ F, alors {0} est connexe par arcs dans F,
f est continue mais £ = f~1({0}) n’est pas connexe par arcs. O

Exercice. Soit f : [0,1] — R continue, n € N* et le n-iéme polynéme de Bernstein

s =3 (5) (1) st -

1. Soit = € [0,1], Xq,..., X,, variables aléatoires de loi de Bernouilli de paramétre x et
Sp = X1+ ... + X, quelle est la loi de S, ? En déduire que E (f (22)) = B, (f)(z).

2. Soit 4 € R%, montrer que

ny k n—k 1
E (1 —az)" " <
e <k) 4nd?
|x—%|>§

3. Montrer que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

Démonstration.

1. La variable aléatoire .S, suit une loi binomiale de paramétre n, x.
Ainsi, par lemme de transfert,

5(r(3)) =2 (5) ()ra-or = e

2. On a par inégalité de Bienaymé-Tchebychev

> (”) (1 — z)"F =P(|S, — nz| > nd) = P(|S, — E(S,)| > nd) < V#(S")
1<k<n n2d
‘z:%T>5

Or S,, ~ B(n,x), donc




3. La fonction f est continue sur [0,1] compact, donc par théoréme de Heine, f est
uniformément continue sur [0, 1.
Donc, pour € € R, il existe € R% tel que
Vo,y € 0,1, [z —y| <0 = [f(z) — fy)| < e

Ainsi pour z € [0, 1],

B0 -1l =[e (1 (%) - o) <2 (| (2) - 1

Dongc, par inégalité triangulaire,

)

-0 <5 (|1 (%) - 10| 15 ey )2 (7 (2) - 0

‘s;:l—x|>a})

I

Alinsi, avec ce qui précéde,

Sp
1Ba(f)(@) = f(z)| <e+2[[f[| P (‘7 — x| > a> <e+2|fll. + H2J;|(’5020
Ainsi Il
B, - < 2 I/ lloo
I1Balf) = Fllw < 2421 o+ 53
Or —HQQ‘(&" — 0, donc il existe N € N tel que % pour n > N.

n—-+00

Donc, pour n > N,
1Bu(f) = fllo < 2¢

Ce qui montre que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].
[

Exercice. On considére un chat Gribouille. Gribouille a trois états X possibles : 1 il mange,
2 il dort, 3 il joue.
Le comportement de Gribouille est une chaine de Markov et on a : A l'instant n (pour
neN):
— Si Gribouille mange alors la probabilité que Gribouille dorme a 'instant n + 1 est %
et celle que Gribouille joue est %
— Si Gribouille dort alors la probabilité que Gribouille mange & U'instant n + 1 est
celle que Gribouille joue est %
— Si Gribouille joue alors la probabilité que Gribouille mange a l'instant n 4 1 est
celle que Gribouille dorme est %
Le maitre de Gribouille part a I'instant 0 pendant que son chat Gribouille dort : Il rentre a
I'instant n € N*, quelle est la probabilité que Gribouille dorme encore ?

et

W=

et

wn

Démonstration. La matrice de transition correspondant a la chaine de Markov est

1 1 2 3
4 2 0

5



A Vinstant initial on a
Mo = (]P)(XO = ].),]P(XO = 2),P(X0 = 3)) = (O, ].,0)

Ainsi a l'instant n on a

Or
X -1 -2 -3

Xea=| -2 X—-1 =3|=(X-1)(X-1)X—-12-24—12(X —1) —4X —6(X —1)

—4 -2 X
= X2 _2X?2 4+ X —-12—-24—12X +12—4X —6X +6
=X?—2X?-21X — 18 = (X —6)(X +3)(X +1)

est scindé a racines simples, donc la matrice est diagonalisable.
Puis aprés détermination d’'une base diagonalisante on obtient

1 1 2 1 1 2
(S TE AN (0 0N (ST A
A=-| 5 % v |0 -3 0 B TE VB
GL\/EL 0 0 -1 1 f2 2
v Vs Us i V3 Us
Puis
11 2 11 2 o\
[ TE (e 00 N (% T W
A=< B T Vs 0 (=3)* 0 Vi Ve VB
6\ = 2 2 0o 0 (=1 L\/EL
i V3 s v V3 s

Et enfin on obtient pu,.



Question de cours. Quelles sont exactement les parties connexes par arcs de R? Le dé-
montrer.

Réponse. Les parties connexes par arcs de R sont exactement les intervalles de R.

Démonstration. Soit I un intervalle de R, soit z,y € I, alors comme [ est un intervalle de
R, tout z compris entre = et y est dans I.
Ainsi I'application

vy:tel0, 1] — (1 —t)x +tyl

est bien définie, continue et part de x pour arriver a y.
On a donc un chemin continue de x & y dans I, ce qui montre que I est une partie connexe
par arcs.
Réciproquement soit C' une partie connexe par arcs de R.
S’il existe x,y € I tel que
Vz e [x,yl,z¢ C

Alors en particulier x # y et z := ’”—JQFZ’ ¢ C.

Or C' est connexe par arcs, donc il existe un chemin continue v : [0,1] — C' reliant x et v,
ainsi, par théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [0, 1] tel que z = y(t) € C' ce qui
n’est pas le cas.

Par conséquent C' est un intervalle. O

Exercice. Soit X,, une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres n et p, = % avec

A € R%. Quelle va étre la loi limite de X, quand n tend vers +o00?
Réponse. Pour £ € Non a

A

lim P(X, =k)=e =P(Z =k)

n—4+00 k!
avec Z une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre .
Démonstration. Soit k € N, alors il existe N € N tel que
Vn > N,k € [0,n]

On peut donc caluler

Pt = 4) = ()bt = poyt = D E R D e
k 1 k=1 k k
0 )];,' 05 )pi(l )"~ %pﬁ( — )"t = %(1 — )" (1= pa) "
Or .
(1 —=py)" = (1 - i) = exp (nlog (1 - i)) — exp(—A)
n n) ) n—+oo
et



Ainsi

_ JARPEO
P =k) =2 ¢
O
Exercice.
1. On considére X une variable aléatoire prenant ses valeurs dans ’ensemble {2",n € N*}

dont la loi est définie par
1
Vn e N P(X =2") = o
Montrer qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité et que la variable aléatoire X n’admet
pas d’espérance, ie

E(X) =400
2. On considére une variable aléatoire discréte X prenant ses valeurs dans N* dont la loi
est définie par
4
Vn € N* =
n(n+1)(n+2)
Montrer qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité et que X admet une espérance finie
mais pas de moment d’ordre 2, ie
E(X?) = 400
Démonstration.
1. On a bien
+00
1
— -1
2n
n=0
Cependant
“+o0 400 —+00
E (ZZ”P(X =2") = Z) D 1=+o00
n=1 n=1/ n=1
2. Pour n € N* on a
B 4 2 4 2
" nn+1)(n+2) n n+l n+2
Donc
n n 9 n-&-l4 . n+22 X 4 . 9 . 9 o
a’k = —_ — — —_ = —
p k:lk kZQk k:Sk n+1 n+1 n+2nst00
De plus on a na, ~ =, donc
n—-+o0o
—+00
E(X) = Znan = 400
n=1
Cependant n’a, ~ 2, donc
n—-+o00
E(X?) = 400



]

Exercice. Soit A une partie d'un espace d’un espace vectoriel normé E et f : A — F
continue avec F' un espace vectoriel normé.

On suppose que f est localement constante ie pour tout a € A, il existe r € R tel que f
est constante sur AN B(a,r).

1. Soit a,b € A et v un chemin continu reliant a et b, montrer que
sup{s € [0,1], f(¢(s)) = f(a)} =1

2. En déduire que f est constante sur A.

Démonstration.

1. Soit H = {s € [0,1], f(¢(s)) = f(a)}, cet ensemble est non vide est majorée, il admet
donc une borne supérieure que 1’on note .

Il existe donc (s, )neny € HY tel que s, —+> t, ainsi, par continuité
n—-+0oo

f(ot) = lim f((sn)) = f(a)

n—+00

D’ou t € H ie il s’agit d’'un maximum.

Sit < 1, soit ¢ = ¢(t), alors, par locale continuité, il existe » € R tel que f soit
constante sur AN B(e, ).

De plus par continuité de ¢ en ¢ et que ¢ < 1, il existe ¢ € R tel que t +& <1 et

p(t+¢) —cl = [t +¢) — o) <

ie ¢(t +¢) € B(e,r), d’on, comme f est constante sur AN B(c,r),

f(o(t+¢)) = flc) = f(o(t) = f(o(a))
ie
t<t+eceH
ce qui contredit la définition de ¢.
Par conséquent t = 1.
2. On a donc
fla) = f(6(1)) = f(b)

Ce qui montre que f est constante sur A.



