Exercice. On considére la fonction somme

)=y

ne
n=1

Montrer que ¢ est dérivable sur |1, +00] et calculer sa dérivée.

Démonstration. Appliquons le théoréme de dérivation sous le signe somme :

1. Soit n € N*, alors la fonction f, : 2 — —= est dérivable sur ]1, +-00[ de fonction dérivée
flix— —In(n)=.

2. Soit z € ]1,+oo et n € N*, alors > = converge comme somme de Riemann avec
x> 1.
3. Soit [a,b] C |1, +o00] et n € N*, alors
1 1
vz € [a,0], [ [ (2)] = In(n) — < In(n)—

n* — na

avec y_ In(n)-5 convergente par croissance comparée.
Donc > f! converge normalement sur [a, b], donc uniformément.

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation sous le sigme somme, ( = »_ f, est
+oo

dérivable sur |1, +oo[ de fonction dérivée ¢/ : z — — Y In(n)= O
n=1

Exercice. Soit [a,b] C R et f: [a,b] — R continue telle que

b
Wfﬁy/f@ﬁﬁ:O

Montrer que f = 0.

Démonstration. Soit € € RY.
Par théoréme de Weierstrass il existe une fonction polynomiale p : [a,b] — R tel que

1f=plo<e
Ainsi
b b b
[ rera= [ o - sy [
Or en notant p(t) = > at®, on a, par linéarité de I'intégration et I’hypothése,
k=0
b n b
[ st =Y [ poa=o
a k=0 a
Ainsi

/ F()2dt < / FOIFE) — plt)]dt < e / F()dt

Puis en considérant pour n € N*, ¢, = %, on obtient f:f(t)zdt = 0, d’ou, par continuité,
f=0. O



Exercice. On considére la suite de fonctions (f,)nen définie par

r — cos(x)"sin(x)

1. Montrer que (f,,)nen converge uniformément vers 0 sur [O, E].

2
2. On considére g, = (n + 1) f,.
(a) Montrer que (g, )nen converge uniformément vers 0 sur tout intervalle de la forme
[5, %} avec 0 € ]O,%[.

(b) Quelle est la limite de (fog gn(t)dt> ?

neN
Démonstration.

1. Soit € € R7.
Par continuité de sin en 0, il existe 6 €€ R tel que

Vo € [0,0],|sin(z)| <e
Donc
Vi € N,Vz € [0,8],|fu(x)] < ¢

Puis T
Vr € [5, E] ()] < cos(d)"

Or |cos(d)| < 1, donc il existe N € N tel que
vn = Nz e [6,2] ful)] < e

Par conséquent
Vn > N fullo <e

Ce qui montre que (f,,)nen converge uniformément vers 0.
2. (a) Soit 0 € ]0, %[, alors

Vn € N,Vx € [5, g} ygn(x)] < (n+ 1)cos(x)™ < (n+ 1)cos(0)"

avec (n + 1)cos(0)™ - 0 car |cos(9)] < 1.
n—-+0oo
Donc (gn)nen converge uniformément vers 0 sur [(5, E}.

(b) On a 2

n—-+4o00o

/’2’ gn(x)dx = [—cos(x)"“}og =1 — 1#0
0

Par théoréme de convergence dominée (la contraposée), il n’existe pas de domi-
nation.

[]



Exercice. Soit (f,,)nen une suite de fonctions convexes sur un segment [a, ] C R qui converge
simplement vers f. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment de a, b|.

Démonstration. Soit [«, 8] C |a,b[. Soit n € N et z < y dans [«, 5], alors, par inégalité des

pentes
fn(a) _ fn(a) < fn(‘r) _ fn(y) < fn(b) B fn(ﬁ)
a— « - T —y - b— 0
Or, par convergence simple, w — f(aiii(o‘) et f”(bzig"(ﬁ) - %, donc il
n—-+0oo

n—-+00

existe M € R tel que

M < fn(a) — fn(OC) < fn(x) _fn(y> < fn(b) — fn(ﬁ) <M
a— « x—y b—p
Ainsi tous les f,, sont M-lipschitziennes sur [a, f].

Soit € € R¥, on considére un recouvrement fini (o, ..., z,) de [, 3] avec un pas
Puis, par convergence simple, il existe N € N tel que

_£€_
3M*

Vn > N,Yk € [0,7], | fu(zi) — flz1)] <

[GCRRO)

Ainsi pour z € [a,f], il existe k € [0,r — 1] tel que = € [xy, zx41], en particulier on a

|z — 21| < 357, donc

|fa(@) = f(@)] < | fal@) = falz)| + [ falzr) — f@e)| + [ f(zr) — f(2)]
§M|x—xk|+§+M|xk—x| <eg

car une limite simple de fonctions M-lipschitzienne est M-lipschitzienne. O



