Question de cours. Montrer que I'image d’une partie connexe par arcs par une application
continue est connexe par arcs. L’image réciproque d’une partie connexe par arcs par une
application continue est-elle également connexe par arcs ? Si oui le démontrer. Sinon trouver
un contre-exemple

Démonstration. On considére E et F' deux espaces vectoriels normés, f : £ — F continue
et C' une partie connexe par arcs de E. Soit a,b € f(C'). Alors il existe z,y € C' tels que

a= f(x),b= f(y)-

Or C est connexe par arcs, donc il existe v : [0, 1] — C continu tel que v(0) = z et y(1) = y.
On considére 4" := fovy:[0,1] — f(C) continue comme composée d’applications continues
et vérifie
7(0) = f(z) = a,y'(1) = fly) =b.

Ainsi f(C) est connexe par arcs.

L’image réciproque d’une partie connexe par arcs n’est pas connexe par arcs en général. On
peut considérer f : ¥ € R — 2?2 € R continue et C' = [1,+00[ connexe par arcs mais
f7HC) =] — o0, —1] U[1,+00[ non connexe par arcs. O

Exercice. Montrer qu'une application continue f : R — R T-périodique est uniformément
continue.

Démonstration. Soit ¢ € RY. Par théoreme de Heine, f est uniformément continue sur
[—T,2T] : il existe 0 € ]0,T] tel que

Vo, € [~T, 2T, [v — 3] < 6 = |f(z) — f(y)| < &
Soit z,y € R tels que |z — y| < J. On considére k € Z tel que

o =x+ kT €0,T)
On consideére 3 := y + kT Alors

2" =y =]z —y[ <0

Ainsi
y €2’ — 6,2 +6] C[-T,2T).

D’ou, par T-périodicité,

Ce qui montre que f est uniformément continue sur R. n
Exercice. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n, A un compact de F et
La={f € L(E), f(A) C A}.

1. On suppose que A contient une boule ouverte. Montrer que A contient une base

(€1,...,e,) de E.



2. Dans ce cas, en déduire que L, est un compact de L(FE) pour la norme infini associée

a cette base N(f) := Inax | f(ell-

3. Montrer que L, est un compact de L(F) si et seulement si Vect(A) = E.

Démonstration.

1. Il existe r € R tel que
B(zg,7) C A.

Soit (e}, ...,€,,) une base de E. On considére e/ :=

’r n

o€ pour tout i@ € [1,n]. Alors

2||e;
(€7, ...,€e") est une base de E. Puis on consideére e; := e + xy. Alors

Vi € [L,n], |le; — wo|| = g <rie. e € B(zo,r)

et (eq,...,e,) est une base de E. Donc A contient une base de F.
2. Comme A est compacte, A est bornée : il existe M € R tel que ||z < M pour tout
x € A. Soit f € Ly. Alors N(f) < M. Donc L, est une partie bornée de L(FE).

Soit (f,)pen € LY convergeant vers f € L(E). Soit © € A. Alors (f,())yen est une
suite de A convergeant vers f(z) :

1 fp(2) (foled)

<IN = ) o 0

p——+o00

D’ot, comme A est fermée, f(z) € A. Ainsi f € L4. D’ou, par caractérisation séquen-
tielle des fermés, L4 est fermé.
Ainsi, comme L(FE) est dimension finie, L4 est un compact de L(F).

3. Sens direct : On suppose que Vect(A) # E. Soit (aq, ..., a,,) une base de Vect(A) que
'on compléte en une base (aq, ..., a,) de E. Soit A € R et f, € L(FE) défini par

Vi e [1,m], f(a;) = a;, Vi € [m + 1,n], f(a;) = Aa;.

Alors f) € Ly et
N(f») = max || fx(a;)]| = A max [la]]

Donc L4 n’est pas borné, donc non Compact.
Sens indirect : On suppose Vect(A) = E, autrement dit A contient une base de FE.
Ainsi, d’aprés la question précédente, L4 est un compact de L(E).

]

Exercice. Soit (F,d) un espace métrique compact et f : E — E tel que

Vi,y € B,x #y = d(f(z), fy)) < d(z,y)

Montrer que f admet un unique point fixe o« € E et que pour tout xy € F, la suite (,)nen €
EN| définie par x,,1 = f(x,), vérifie

Ty, — «
n—-+o0o



Démonstration. L’unicité du point fixe vient directement de la propriété vérifiée par f.
Pour l'existence on a * € E +— d(z, f(z)) € R continue par continuité de f (car 1-
lipsctzienne), done, par théoréme des bornes atteintes, il existe a € E tel que

d(ev, f(a)) = izgd(% f(x))
Si a # f(«) alors
d(f(a), f(f(@)) < dle, f(a))

ce qui contredit la minimalité de d(«, f(«)), d’ot a = f(«).

Puis on considére u,, = d(a, x,).

S'il existe ny € N tel que z,, = a alors z,, = a pour tout n > ng et le résultat est démontré.
Sinon

Vn € Nyup1 = d(a, 2p41)d(f(a), f(z,)) < d(a, z,) = uy,

Donc (uy, )nen décroit strictement, et est minorée par 0, donc converge vers une limite [ € R,,..
Sil > 0 alors u,, > [ pour tout n € N.
Or E est compact, donc il existe une extractrice ¢ : N — N et 5 € E tel que
e S0P
Ainsi
I = lim d(a,zym)) = d(a, B)

n——+oo

Puis, par continuité de f,

d(aaf(xap(n))) — d(a, f(B))

n—-+40o

ce qui est absurde car

d(a, f(B)) = d(f(a), f(B)) < d(e, B) =1

et
Vin € N> d(Oz, f(xcp(n))) = Up(n)+1 > l

Par conséquent [ =0 et x, — a. O

n—-4o00



Question de cours. Montrer qu'un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace
vectoriel normé est fermé.

Démonstration. On considére F un espace vectoriel normé et I’ un sous-espace vectoriel de
E de dimension finie. Soit (z,),eny € FN convergeante vers x € E. Alors (,)nen est bornée :
il existe r € R tel que

(.ﬁn)neN S E(O, T)N.

Donc —
(Zn)nen € (F N B0, r)N

avec F'N B(0,r) fermé borné dans F' de dimension finie donc compact. Ainsi il existe 2* €
B(0,r)NF C F et ¢ : N — N une extractrice telle que

T — .
LP(TL) n—-+o0o

Puis, par unicité de la limite, x = z* € F. D’ou, par caractérisation séquentielle des fermés,
F' est fermé. O]

Exercice. Soit E un espace vectoriel et A, B deux parties de E. On note
A+B={z+y,(z,y) € Ax B}

1. Montrer que si A est compact et B fermé alors A + B fermé.

2. Montrer que si A et B sont connexes par arcs alors A + B est connexe par arcs.

Démonstration.

1. On suppose que A est compact et B fermé. Soit (2, )nen € (A + B)N convergeant vers
z € E. Alors, pour tout n € N, il existe z,, € A et y,, € B tels que z, = x,, + Y.

Or A est compact, donc il existe une extractrice ¢ et x € A tel que z,) —+> x.
n—-+0oo

Ainsi Yom) = Zpm) — Tem) —+> z — x, d’ol, comme B est fermé, z — x € B, i.e.
n—-+0oo

z€ A+ B.

Donc, par caractérisation séquentielle des fermés, A + B est fermé.

2. On suppose que A et B sont connexes par arcs. Soit a +b,a’ +b € A+ B. Or A et
B sont connexes par arcs, donc il existe v, : [0,1] — A et 7, : [0, 1] — B continues
telles que

7a(0) = a,7a(1) = a’,7(0) = b, 3(1) = V.

On considére
0,1

_ | — A+B
v t —>

Ya(t) + (?)

Alors « est bien défini, continu et vérifie
7(0) = 7%(0) +7(0) = a+b,7(1) = 7a(1) + (1) = a' + 7.

D’out A + B est connexe par arcs.



Exercice. Soit n € N* et f : R" — R continue telle que f~'({a}) soit compact pour tout
a € R™

1. On suppose n > 2 et 0 € Im(f). Montrer que f admet un extremum global.
2. En déduire que si n > 2 alors f admet un extremum global.

3. Ce résultat est-il encore vraisin =17

Démonstration.

1. On consideére K := f~1({0}). Alors, par hypothése, K est un compact de R™. Il existe
donc r € R tel que o
K c B(0,r).
De plus f ne s’annule par sur o
C =R"\B(0,r)

connexe par arcs car n > 2. Donc, par continuité, f garde un signe constant sur C'.
Or f est continue sur la compact B(0,r), donc, par théoréme des bornes atteintes, f
admet un maximum M et minimum m sur B(0,r). Et, comme K C B(0,7), on a

m <0< M.

Si f est positive sur C' alors m est un minimum global de f et si f est négative sur C'
alors M est un maximum global de f.

2. On considére
R — R
T° o fla) - f(0)

Alors 0 € Im(g), g est continue et pour tout a € R",

g ({a}) ={z €R" g(z) =a} = {z € R", f(2) = a+ f(0)} = [ ({a + f(0)})

compact. Donc, d’aprés la question précédente, g admet un extremum global, donc f
également.

3. Sin=1et f=idg alors f~'({a}) = {a} compact pour tout a € R mais f n’admet
pas d’extremum global.

[
Exercice. Soit (u,)neny € (K™)N. On dit que (u,)nen est de Cauchy si
Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

Montrer que (u,)nen est convergente dans K" si et seulement si (u,,)nen est de Cauchy.
Indication : Pour I'un des sens, on pourra montrer qu’une suite de Cauchy est bornée.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (uy)neny € QN ?

Démonstration.



1. On suppose que (uy,),en converge vers | € K",
Soit € € RY, alors il existe N € N tel que

Vn > N, [ju, — || <

DN ™

Ainsi
Vm,n = N, [t = ]| < [Jum = 1| + [Jun =] <€
D’ou (uy,)nen est de Cauchy.

2. Réciproquement on suppose que (u,),en est de Cauchy.
Alors (uy)nen est bornée : Soit n € N. Or il existe N € N tel que

n>N=Vm>N,|u,—u,| <1
Donc
n 2 N = [lun]| < flull + [luy = unl| < flun]l +1

Par conséquent

[[un || < max([uoll , ..., [[un-a ] [Jun ] +1)
Donc, d’apres le théoréme de Bolzanno-Weierstrass, il existe une extractrice ¢ : N —
Net [ € K" tel que

oy A 1

n—-+o0o

Ainsi, pour € € R, il existe N € N tel que

Vi > N, [|upm — 1| < g et Vm,n > N, [ty — un|| <

DO ™

Par conséquent, comme ¢ est croissante,
U 2 N, ot~ 1] < s — g | + g~ 1] <

ce qui montre que (u,)nen est convergente dans K.

n
Le résultat n’est plus vrai sur Q car par exemple la suite (uy,),eny = (Z %) € QY est de
k=0 neN
Cauchy dans QQ car convergente dans R vers e mais ne converge pas dans Q. m



Question de cours. Que peut-on dire de I'image directe et de I'image réciproque d’une
partie compacte par une application continue ?

Réponse. Soit F, F' deux espaces métriques, f : E — F et C' un compact de F. Alors
f(C) est un compact de F'. Cependant ce n’est plus vrai pour 'image réciproque. On peut
par exemple considérer E = F' =R et f =0, alors f~!([~1,1]) = R n’est pas compacte car
non borné.

Exercice. Soit f :]0,1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée. Le résultat
est-il encore valable si 'on suppose seulement f continue? Le démontrer.

Démonstration. Comme f est uniformément continue, il existe § € ]0, 1] tel que

v,y € 10,1 [ —y| <6 = [f(2) = fly)| <1

On considére une subdivision (zo, ..., z,) de [0,1] de pas 0, et I; := [z}, 2z;41]N |0, 1] pour
tout j € [0,n — 1]. Alors
n—1
j0.1[ = [ |1
=0

Soit = € ]0, 1[. Alors il existe j € [0,n — 1] tel que = € I;. Ainsi
[F(@)] < 1F(@) = fz)]+ [f(a5)] < 1+ max|f(a)].

D’ou f est bornée sur |0, 1].
Puis si f est seulement continue alors le résultat n’est plus vérifié. On considére par exemple
f @+ 1 continue sur |0, 1[ mais non bornée. O

Exercice. Soit F, F' deux espaces vectoriels normés, A une partie connexe par arcs de F et
f: A — F continue.

On suppose que f est localement constante : pour tout a € A, il existe r € R7. tel que f est
constante sur AN B(a,r).

1. Soit a,b € A et v un chemin continu reliant a et b, montrer que
sup{s € [0,1], f(7(s)) = f(a)} =1

2. En déduire que f est constante sur A.

Démonstration.

1. Soit H = {s € [0,1], f(7v(s)) = f(a)}, cet ensemble est non vide (car contient 0) et
majorée (par 1), il admet donc une borne supérieure que 1’on note ¢.

Il existe donc (s,)en € HY tel que s, —+> t, ainsi, par continuité
n—-+0o0o

fOr@) = lim f(7(sn)) = f(a)

n—-+00

D’ou t € H i.e. il s’agit d’'un maximum.
On suppose t < 1. On considére ¢ = y(t) € A. Alors, par locale continuité, il existe

7



r € RY tel que f soit constante sur AN B(c,r).
De plus, par continuité de v en ¢ et comme ¢ < 1, il existe e € R tel que t +¢ <1 et

(t+e)—c=]yt+e) =) <7
ie. v(t+¢) € B(c,r), dou, comme f est constante sur AN B(e,r),

Oyt +e)) = fle) = f(v() = f(r(a))

1.e.
t<t+ee H

ce qui contredit la définition de ¢.
Par conséquent t = 1.

2. On a donc
fla) = f(v(1)) = f(b)

Ce qui montre que f est constante sur A.
]

Exercice. Soit F et F' deux espaces vectoriels normés et L(E, F') espace vectoriel des
applications linéaires continues de £ dans F.
On dit que u € FY est de Cauchy dans F si

Ve e RY,IN € N,Vm,n > N, ||ty — u,| < €

On suppose que F est complet (i.e. toute de suite de Cauchy dans F' est convergeante dans
Montrer que L(E, F') est également complet pour la norme ||-|| définie par

T(x
VT e £(B, F), 7] = swp LN _ o 1))

xeE\{0} ||ZE|| z€E
llzll=1

Démonstration. Soit (T,,)neny de Cauchy dans L(FE, F'). Alors, pour tout = € FE, la suite
(T0.(2))nen est de Cauchy dans F :

Ve e Ry, 3N e N.Vm,n > N, |T)(z) — To(x)| < [T — Tal| ||| < €]l]]
D’otl, comme F' est complet, il existe T'(z) € F' tel que

[Tn(z) = T(2)|| — 0

n—-+o0o

Ainsi 'application T" ainsi construite est linéaire : Soit A € K et x,y € E, alors par inégalité
triangulaire et linéarité des T,

1Tz +y) = (AT(2) + T < [TnAx +y) = Tz + y) |+ Tn () = T(@) |+ Taly) = T(w)l



D’ou en faisant tendre n vers 400 on obtient T'(Ax + y) = AT'(x) + T (y).
De plus T est continue car

Ve € B||T()| = lim ||T(2)]

avec

vn e N [T (@)]] < Tl ]l

IT(@)]| < (supnTnn) el
neN

avec sup ||T,,|| < +oo car une suite de Cauchy est bornée.
neN

Par conséquent T' € L(E, F).
De plus pour tout x € E on a

Vm,n € N, [|T,,,(z) — To(2)|| < | Tn — Tall |2]| < Sup 1Ty — Tl |||
D’ou en faisant tendre m vers +~oo on obient
Vn €N, ||T(z) — T(z)]| < sup Ty — Tl [ -
€

D’ou
Vi €N, |IT = T, || < sup |Th — Tl
kEN

Or, par condition de Cauchy sur (T}, ),en, on a sup || — T, | - 0, d’ott
keN n——+0oo

T =T,| — 0.
n——+oo

Ce qui montre que (T,),en converge vers T dans L(E, F).



