Question de cours. Soit F un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de
E. Quelles relations a-t-on entre F' et (F L)L.

Exercice. Soit (£, |:||) un espace vectoriel normé réel vérifiant identité du parallélo-
gramme :
Va,y € B, llz +yl” + e —ylI” = 2()al* + |y

Le but de 'exercice est de montrer que 'application suivante définie un produit scalaire :
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Soit z,y € E. Montrer que f(2z,y) = 2f(z,y).

Soit xq, 9,y € E. Montrer que f(z1 + z2,y) = f(x1,y) + f(x2, 7).

En déduire que f(nz,y) = nf(z,y) pour tout n € N puis pour tout n € Z.
En déduire que f(A\x,y) = Af(x,y) pour tout A € Q puis pour tout \ € R.
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Conclure que f définit un produit scalaire sur F.

Exercice. Calculer ( iI)lf fol (tIn(t) — a — bt)* dt.
a,b)eR?2

Correction en ligne sur http ://perso.eleves.ens-rennes.fr/ dcacif09/Kholles.html ou en
tapant "Dorian Cacitti-Holland page personnelle” dans la barre de recherche

Question de cours. Enoncer et démontrer 1'inégalité de Bessel.

Exercice. On considére E = C°([0,1],R), a = (an)neny € RY et, pour f,g € E,

670) = o Flan)glas).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ définisse un produit scalaire sur E.

Exercice. Soit w : [a,b] C R — R’ continue et £ = R[X| muni du produit scalaire

b
(P,Q) = / P(HQ(H)w(t)dt.

1. Montrer qu'il existe une famille (P, ),eny € EN formée de vecteurs deux a deux ortho-
gonaux de dégré n et unitaires.

2. Soit n > 2. Montrer que P,,; — X P, est orthogonal a R, »[X].
3. En déduire que pour tout n € N*, il existe a,, b, € R tel que

Pn+1 = (X + an)Pn + ann—l-

Correction en ligne sur http ://perso.eleves.ens-rennes.fr/ dcacif09/Kholles.html ou en
tapant "Dorian Cacitti-Holland page personnelle” dans la barre de recherche
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Question de cours. Enoncer et démontrer 1’égalité de Parseval-Bessel.

Exercice. Soit p,n € N tel que p < n. On munit R” = M, ;(R) du produit scalaire usuel.
On considére A € M, ,(R) de rang p et B € M, 1(R).

1. Montrer qu’il existe un unique X, € M, ;(R) tel que

|AX, — B| = inf ||AX — B|.

XEMPJ(R)

2. Montrer que X est I'unique solution de 1’équation
'AAX = 'AB

d’inconnue X € M, (R).

3. En déduire
inefR((a:+y— 1)+ (z—y)° + 2z +y+2)°).
T,y

Exercice. On considére E = CY([—1,1],R) muni du produit scalaire usuel (-, -) définie par

Woe B0 = [ Ft)g(t)dt.

On considére également le sous-espace vectoriel F' = {f € F, f(0) = 0}. Déterminer F*.

Correction en ligne sur hitp ://perso.eleves.ens-rennes.fr/ dcaci409/Kholles.html ou en
tapant "Dorian Cacitti-Holland page personnelle” dans la barre de recherche



