Question de cours. * Enoncer le théoréme de convergence dominée.
Réponse. Soit ( f,)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I C R
telle que :

1. Pour tout z € I, f,(x) — f(x).

n—-+o0o

2. Il existe g : I — R, intégrable sur R, tel que

Vn e NyVo € I, | fo(x)] < g(x).

Alors [, fo(z)de — [, f(z)dz.

n——+o0

Exercice. ** On munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A est antisymétrique.

2. Toutes les solutions de X'(t) = AX(t) sont de norme constante.
Démonstration.
Sens direct : On suppose que A est antisymétrique. Soit X solution de X'(¢) = AX(¢). On
considére y(t) = | X (#)||> = "X (¢)X (). Alors

y(t) = "X' )X+ 'XOX'(t)= "X(#t) A X))+ "X(t)AX(t) = 0.
——A

Donc y est constant i.e. X est de norme constante.

Sens indirect : On suppose que toutes les solutions de X'(t) = AX(t) soient de norme
constante. Ainsi, pour toute solution X, on a

VEeR,0=y'(t)= "X(t)(A+ "A)X(1).
En particulier, en t = 0, on a
0= 'X(0)(A+ 'A)X(0).

Or A+ 'A est symétrique, donc, par théoréme spectral, diagonalisable (dans une base
orthonormée). Soit A € Sp(A + *A). Alors il existe v € R"\{0} vecteur propre de A + A
associé a la valeur propre A. On considére X solution de X'(t) = AX(¢) telle que X(0) = v.
Ainsi

0= "w(A+ 'Aw = X|v|?.

D'out A =0puis A+ ‘A=01ie A= —A, ie. A est antisymétrique. O
Exercice. ** Soit f: R — R de classe C* et nulle en 0. On consideére

R — R

. (=) :
g: = siz#0
v {f’(()) siz=0

Montrer que g est de classe C* sur R.



Démonstration. Soit x € R*. Alors, par changement de variable linéaire ux = t (licite car

v#0) x 1
fla) = fla) = 10) = [ Fode = [ puyin
Ainsi .
o) = [ ()i
De méme en = = 0, on a 1
90 =10 = [ o)
Donc

ngolf(ux-)du

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (dont les hypotheéses
sont facilement vérifiables sur le segment [0, 1]), on a g de classe C™°. O]

/ 3t
« k% s . e 2 (t) = 61 (t) + 3z2(t) — 3t + 4e
Exercice. Résoudre le systéeme différentiel { () = — Ay (£) — 2o(t) + 4t — de¥

T

Démonstration. On considére X = ( > Alors le systéme différentiel se réécrit

T2

X'(t) = AX(t) + B(t),

(6 3 [ =3t aet
A‘(—4 —1)’3@_( 4t — 4¢¥ )

Or le polynome caractéristique de A est x4 = (X —2)(X — 3). Donc A est diagonalisable de

avec

: -3 4
valeurs propres 2 et 3. Des vecteurs propres associés sont ( 4 et ( 4 ) Alors

a=r(Ga)m=(3 )G 9)i(s):

On note Y = P71X. Alors I'équation différentielle se réécrit
Y'(t) = PT'APY (t) + P7'B(t).
D’ou
n(t) = 2up(t) +1t
a(t) = 3ya(t) + €.
Ainsi les solutions de Y'(t) = PYAPY (t) + P~'B(t) sont exactement de la forme

et -t 1
Y(t) = ( e _|_2t63t4 ) A e R.



Puis les solutions du systéeme différentiel sont exactement de la forme

{ zi(t) = —3Xe* +4ped + 3 4 3 4 4ge ApER

2o(t) = 4Xe —4pedt — 2t — 1 — 4te

+o00
Exercice. *** Pour x € |1, 400[, on considére f(x) = / ™ dt.
1

1. Montrer que f est bien définie.
2. Etudier la continuité de f.

Démonstration.

1. L’intégrale ne peut pas étre absolument convergence car l'intégrant est de module 1
non intégrable.

X
On considére, pour z > let X > 1, Ix = / e dt. On effectue le changement de
1

variable u = t* (du = xt*~'dt = Zudt = Ztdt) :

xT
X o du
[X = (& 1
1 U =

U

v
e
Notons également J, = / ?du. Alors, par intégration par parties,
1

=

Uu T

Ainsi

2. Or, d’apres le calcul précédent,

f(z) = i <iei—i <1—§) /%0 f_idu).

Il reste donc a vérifier la continuité de l'intégrale a parametre. En effet, 'application
(u,x) € [1,+o00[ x |1, 400 — —< est continue et pour tout [z, +oo[ C |1, 400,

u?”

1
x

pour tout =z > =z,

Vu € [1, 400l

Par conséquent, d’aprés le théoréme de continuité d'une intégrale a paramétre, f est
continue sur |1, 400].

]



Question de cours. * Enoncer le théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre.

Réponse. Soit : [ x J — R tel que :
1. Pour tout = € J, t — f(t, ) est mesurable (ou continue par morceaux) sur I.
2. Pour tout t € I, x — f(t,x) est de classe C! sur J.
3. Il existe g € L' () positive tel que

of
tel —(t < q(t).
Vit € ,ver,‘ax(,x) < g(t)
Alors F : :cl—>f1 f(t,x)dt est de classe C*' sur J et
o [Of
Vo e J Fl(x) = 8x( x)dt.

Exercice. * Soit [ intervalle réel, f: I x R — R et u,v : I — R continues. Montrer que
F:z+— f:((j)) f(x,t)dt est continue sur I.

Démonstration. Soit € I tel que v(x) — u(

x) # 0. Alors on effectue le changement de
variable affine t = u(x) + s(v(z) — u(x)) (dt = (v

(x) — u(x))ds) pour obtenir

F(z) = (v(x) — u(z)) /O f(@,u() + s(v(z) — u(x)))ds.

De plus cette égalité est également vérifiée si v(x) — u(x) = 0.
On considére G(z,s) = f(z,u(z) + s(v(z) — u(z))). Alors G est continue sur I x [0,1] et
pour tout compact C' C I,

Vo € C\Vs € 10,1],|G(x,s)] < M € L'([0,1]).

ot l'existence de M € R* est assuré par la continuité de (z, s) — f(z, u(z)+s(v(z) —u(z)))
sur le compact C' x [0, 1].

Par conséquent, d’aprés le théoréme de continuité d’une intégrale & parameétre, F' est continue
sur . ]

Exercice. ** Soit A € M,(C). Montrer que les solutions de X'(t) = AX(t) tendent vers 0
en +oo si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes de partie réelle strictement
négative.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, A est trigonalisable. Donc il existe P €
GLs(C) tel que P7*AP =T avec T de la forme

(A0 A
T_<0 ,u) ouT—(O /\),)\,/LGC.

Ainsi I'équation différentielle se réécrit Y'(t) = TY (t) avec Y (t) = P71 X(1).
Distinguons ensuite les deux cas possibles pour 7' :
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1. SiT = ())\ 2 ) avec A\, u € C alors les solutions de Y'(t) = TY (t) sont exactement

de la forme
M

Y(t) = ( Z:M ),a,bEC

Ainsi les solutions de Y'(t) = TY (t) tendent vers 0 en +oo si et seulement si Re(\) < 0
et Re(u) < 0.

2. 81T = ( 8\ /)f ) A\, 1€ Cavec A\, u € C alors les solutions de Y'(t) = TY (t) vérifient

(1) = An(t) + pya(t)
5(t) = Awalt),

le.
yi(t) = Ayu(t) + pe(t)
ie. 0 Ny Ny
y(t) = ae™ + ubte
{ p(t) = beM ,a,b e C.
Ainsi les solutions de Y'(t) = T'Y (t) tendent vers 0 en 400 si et seulement si Re(\) < 0
et Re(p) < 0.
Par conséquent, comme les normes sont équivalentes sur C?, les solutions de X'(t) = AX (¢)
tendent vers en +0o si et seulement si Re(\) < 0 et Re(p) < 0. O
+o0 e—tx
Exercice. * On considére f(x) = / dt.
0 2+t

1. Etudier '’ensemble de définition.

2. Montrer que f est de classe C'! sur son domaine de définition.

Démonstration.

eftz

1. On consideére g(z,t) = g bour tout z € R,t € R%. Alors g est continue,

g(z,t) ~ %

t—0

Donc g(z, -) est intégrable sur |0, 1].
Siz <0 alors

Donc g(x,-) n’est pas intégrable sur [1, +o0].

Six > 0 alors
N 1
g(z.1) it S\ 22 )

Donc g(x, ) est intégrbale sur [1,+oco[. Par conséquent, le domaine de définition de f
est R%.
+



2. La fonction g est de classe C' sur R% x R* et

ag te—t \/Ee—zt

) = — .
(993(95’ ) NG ER ViF1

Donc pour tout [a, +0o[C R* , pour tout = € [a, +o0],

Jg

‘%(x,t) <e ' e L0, +o0]).

Par conséquent, par théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre, f est de classe

C! sur R% et
+oo —xt
flla) = — / vie®
0 Vi+1

0

Exercice. ** Déterminer les solutions réelles du systéme différentielle X'(t) = AX(t) avec
1 10
A= -1 2 1
1 01

Démonstration. Le polyndme caractéristique de A est
X—-1 -1 0
XA = 1 X-2 -1 :(X—l)‘XO_Q
-1 0 X -1
=(X-DHX -2)+ X -1-1=((X—-1)*+1)(X —2).

Donc les valeurs propres de A sont 2,1+ 1,1 — ¢ distinctes. Ainsi A est C-diagonalisable. Un

—1

X -1

n 1 —1
-1 X-1

1 —1 1 0
vecteur propre associé a2este; = 1 |.Pus A—(1+)=| -1 1—i¢ 1
1 1 0 —
1
Donc un vecteur propre associé a 1 + 1 est vy = 7 , puis un vecteur propre associé a
—1
1
1 — 7 est donc v3 = —1

i
Par conséquent des solutions réelles indépendantes sont

1 e+t cos(t) e+t sin(t)
| 1 | ,Re| e+t | =¢'| —sin(t) |, Im | ie*t | =€’ | cos(t)
1 —gelit )t sin(t) —gelit )t — cos(t)

Donc les solutions sont exactement de la forme

1 cos(t) sin(t)
X(t)=ae* [ 1 | +be' | —sin(t) | +ce cos(t) ,a,b,c e R.
1 sin(t) — cos(t)



Question de cours. ** Enoncer et démontrer le théoréme de continuité d’une intégrale a
parameétre.

Réponse. Soit f: I x J — R tel que :
1. Pour tout = € J, t — f(¢,x) est mesurable (ou continue par morceaux) sur .
2. Pour tout t € I, . — f(t,x) est continue sur J.
3. Tl existe g € L'(I) positive tel que

vt € I,Vx € J,|f(t, )] < g(t)

(ou une domination sur tout compact)
Alors F': x — [, f(t,x)dt est continue sur J.

Démonstration. Soit x € J et (2,)neny € JN tel que 2, — x.
n——+oo

On considére alors

Vne NVt € I, f,.(t) == f(t,x,)

On a alors par théoréme de convergence dominée

Fla,) = /I F(tz)dt = /l F.(Odt — /l F(t,2)dt = F(z)

n—-4o00
D’ou, par caractérisation séquentielle de la continuité, F' est continue en z, d’ott sur J. [
) p q ) b

. RN . . _ 2
Exercice. ** On considére, pour a € R*, la fonction gaussienne G, : x € R — e %",
Calculer sa transformée de Fourier F,, définie par

VEeRL, F(GL) (&) = /RGQ(:E)G_”&(M

F(G,) = \/g%

Démonstration. Vérifions le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale, on note

Réponse. On a

2

flaw, ) = emeatemixe,

Alors :
1. Pour tout £ € R, x — f(x, &) est mesurable et intégrable sur R.
2. Pour tout x € R, £ — f(x,€) est de classe C! et

ﬁ _ s —ax?  —ixg
85(36’5)_ ize e
3. On a
a6 € R [G(0.0)] < ol = olo)

avec  intégrable sur R.



Ainsi F(G,) est dérivable sur R et
VE e R, F(G,) (&) = —i/ ze % e~
R
Puis par intégration par parties

+o0 .
VEER, F(CL)(€) =i [ie—mze—m&] LI art e gy —2iF<Ga)(g)

2y (t) = 221 () + 3(1)
Exercice. ** Résoudre le systéme différentel < x4(t) = x1(t) — x2(t) — x3(t)
x4 (t) = —x1(t) + 222(t) + 223(¢)

L1
Démonstration. On considére X = | xo |. Alors le systéme se réécrit
T3

X'(t) = AX (1),

avec

2 0 1
A= 1 -1 -1
-1 2 2
Or la polynome caractéristique de A est
X -2 0 —1
el e 1 e
1 -2 X -2

=X -2)(X+D)(X-2)+2) -2+ X+1=X-2)(X*-X)+X -1
(X =2)X4+ DX -1)=(X?-2X+1)(X -1)=(X -1

Alors, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, A3 = I3, dot N = A — I3 est nilpotente.
Ainsi, pour tout t € R,

t2N?
exp(tA) = exp(tls) exp(tN) = €' ([3 +tN + 5 ) .

Donc, apres calculs,

t+1 t2 2+t
exp(tA) = ¢! t o t2—2t+1 2 —t
—t  —t*+2t —t+t+1
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Ainsi les solutions de X' = AX sont exactement de la forme
X (t) = exp(tA) Xy, Xo € R?,
puis les solutions du systéme différentiel sont exactement de la forme

1(t) = e'(a(t+1)+bt? 4+ c(t* + 1))
zo(t) = el(at +b(t* — 2t + 1)+ c(t* — t)) ,a,b,c € R
x3(t) = el(—at +b(—t>+2t) +c(—t*+t+1))
O

Exercice. ** Montrer que f : t € R} — e (prolongée par 0 en 0) n’est solution d’aucune
équation différentielle linéaire homogeéne.

Démonstration. La fonction f est de classe C°° sur R’ . De plus, on peut montrer, par
récurrence sur n € N*, qu’il existe une fonction polynomiale P, tel que

1

1
vt e RY, f(t) = P, <¥> e i,

Ainsi
FM(t) — 0.

t—0

D'ott f est de classe O sur R, avec f™(0) = 0 pour tout n € N.
On suppose par 'absurde que f est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne

any™ () + a1y ™ V() + . 4 ary' (t) + agy(t) = 0.
Alors f et la fonction nulle vérifient le méme probléme de Cauchy

{ any ™ (t) + a1y V() + .+ ary (1) + agy(t) =0
y™(0) = ... = y'(0) = y(0) = 0

Donc, par unicité dans le théoréme de Cauchy, on en déduit que f = 0 ce qui n’est pas. Par
conséquent f n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogéne. O



