Question de cours. ** Enoncer et démontrer le théoréme de continuité d’une intégrale a
parameétre.
Réponse. Soit f: I x J — R tel que :

1. Pour tout = € J, t — f(t, ) est mesurable (ou continue par morceaux) sur I.

2. Pour tout t € I, x — f(t,x) est continue sur J.

3. Tl existe g € LY(I) positive tel que

Vt e I,Vx € J,|f(t,2)] < g(t)

(ou une domination sur tout compact)
Alors F: x — [, f(t,z)dt est continue sur .J.

Démonstration. Soit x € J et (z,)nen € JY tel que 7, — z.
n—-4o00

On considére alors
Vn e NVt € I, f.(t) == f(t,x,)

On a alors par théoréme de convergence dominée

Flz,) = /1 F(t,ap)dt = /1 faltydt — /1 F(t,2)dt = F(x)

D’ou, par caractérisation séquentielle de la continuité, F' est continue en x, d’ou sur J. [J

Exercice. * Soit f : [0, 1] — R une fonction continue par morceaux strictement croissante
telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Montrer que

n——+oo

1
/ Fe)dt —s 0
0
Démonstration. On a par stricte croissance de f
Vo e [0,1[,0 = f(0) < f(x) < f(1) =1
Donc, pour z € [0, 1], (f(x)™)nen est une suite géométrique de raison f(z) € [0, 1], d’oit

f(x)* — 0

n—-+00

De plus f(1)*=1 — 1.

n—-+0o00
Par conséquent la suite de fonctions (f™),en converge simplement vers f = d; continue par

morceaux.
Puis on a la majoration
YneN,0< f"<1

avec la fonction constante 1 intégrable sur [0, 1].
Donc, par théoréme de convergence dominée,

1 1
/ fn — (5120
0 0

n—-+00



Exercice. ** Soit f: R — R de classe C* et nulle en 0. On consideére
R — R

. f(@) ;
g: == siz#0
v {f’(O) siz=0

Montrer que g est de classe C'*° sur R.

Démonstration. Soit x € R*. Alors, par changement de variable linéaire uz = t (licite car

x #0)

Ainsi

0
De méme en x =0, on a

Donc 1

g = (u % -)du
0
Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (dont les hypothéses

sont facilement vérifiables sur le segment [0, 1]), on a g de classe C*°. O

+o00
Exercice. *** Pour x € |1, 400[, on considére f(x) = / e dt.
1

1. Montrer que f est bien définie.
2. Etudier la continuité de f.
3. Donner un équivalent de f en 4o0.

Démonstration.

1. L’intégrale ne peut pas étre absolument convergence car l'intégrant est de module 1
non intégrable.

X
On considére, pour z > let X > 1, Ix = / e dt. On effectue le changement de
1
variable u = t* (du = xt*~'dt = Ludt = 2¢dt) :

xT
X w du
IX = € —1-
1 ru- =

U

v
e _ . .
Notons également J, = / - du. Alors, par intégration par parties,
1 U=
eiu v v 6iu 1— 1 62’ 1 9 eiu
J, = —| + — Ldu — 00— —+ “/ —du € C.
ey 1 wPe vt v U R T
Ainsi N
1 o e
f(x) = lim [X:—/ ~duy=— lim J, €C
X—+o0 T Jq u "z T v—+00



2. Or, d’aprés le calcul précédent,

f(z) = é <z’ei—i (1—;) /1+oo%du).

Il reste donc a vérifier la continuité de l'intégrale a parameétre. En effet, 'application

(u,z) € [L,+oo[ x ]J1,400[ — —= est continue et pour tout [zg, +oo[ C ]1,400],
u

pour tout z > x,

1
T

Yu € [1,+o0],

Par conséquent, d’aprés le théoréme de continuité d’une intégrale a paramétre, f est
continue sur |1, +o0/.

u T

+o0 eiu +o0 o 1 1
A(x)—xf(x)—/l Tdu_/1 e <u1i _E) du.

Soit X > 1. Alors, par intégration par parties,

1 +o0 i
3. On a f(x)=— © _du. On considére donc
T/, 1-3

Ainsi
. A |
A(I)ZXETOOAX(x)_O_O+Z/1 e (u2i _E) du
Or
_ 1 1
€ <u2—1 _E) x—>—+>oo 0’
et

wf(lms 1)1 1
e )|t e

Donc, d’aprés le théoréeme de convergence dominée,

Ainsi

flx) ~ l/lJroogdu.

u



Question de cours. * Enoncer le théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre.

Réponse. Soit : [ x J — R tel que :
1. Pour tout = € J, t — f(t, ) est mesurable (ou continue par morceaux) sur I.
2. Pour tout t € I, z — f(t,z) est de classe C'! sur J.
3. Il existe g € L'(I) positive tel que

of
I =
vVt e ,Va:EJ,‘ax(t,x)

Alors F': x — [, f(t,x)dt est de classe C" sur J et

of
]al’

< g(t).

Vo e J F'(x) = (t, z)dt.

+o00 —tx
e
Exercice. * On considére f(z) = / dt.
fle) 0o ViE+t

1. Etudier ’ensemble de définition.

2. Montrer que f est de classe C'! sur son domaine de définition.

Démonstration.

e—tz

1. On consideére g(x,t) = S bour tout x € R,t € R%. Alors g est continue,
1

g(x, t) t—0 %

Donc g(z, -) est intégrable sur |0, 1].

Siz <0 alors
1 1

N totoo T

Donc g(x,-) n’est pas intégrable sur [1, +o0].

Siz > 0 alors
(z,1) !
g(x, M o 2 )

Donc g(z, ) est intégrbale sur [1, +oo[. Par conséquent, le domaine de définition de f
est RY.
2. La fonction g est de classe C' sur R% x R* et
ag ( t) te—wt \/ze—zt
—(z,t) = — =— :
Ox V24t Vi+1

Donc pour tout [a, +0o[C R* , pour tout = € [a, +o0],

99
Pt

g(z,t) >

< e e L]0, +oo]).

Par conséquent, par théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre, f est de classe

C! sur R% et
+oo —xt
Flz) = — / vie "
0 Vi+1
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Exercice. ** Soit f € L*(R) tel qu’il existe M € R* tel que
L[]
Ve e R, | ————|f(t)|dt < M.
R |zl

1. Montrer que la fonction t — tf(t) est intégrable sur R.

it 1
2. Calculer la limite en 0" de h(x) = / c f()dt.
R T
Démonstration.
1. Soit z,t € R. Alors
e — 1| = |e'T —e 7 | = 2|sin <§> ‘ :

Or, pour tout y € [——’2’, —g},
| sin( )‘>—2| |
sin :
Yyl = -y

Ainsi, avec x = %, on obtient

M > /RQn sin (%)‘ |f(8)]dt > /_m 2n |sin <%>' |f(®)|dt = /_m y\f(tﬂdt.

D’ou . o
/ EF(ldt < -

Par conséquent t — tf(t) est intégrable.
2. On considére p(z,t) = WT_lf(t). Alors

plo,t) — atf(t),

z—0t

et, par théoréme des accroissements finis,

(e, t)] < [it]| ()] = [tf(t)] € L'(R).

Donc, par théoréme de convergence dominée,

h(z) — i /R tf(t)dt.

z—0t

]

Exercice. ** Soit [ intervalle réel, f: I x R — R et u,v : I — R continues. Montrer que
F:ozv+— f:((f)) f(x,t)dt est continue sur I.



Démonstration. Soit x € I tel que v(x) — u(

x) # 0. Alors on effectue le changement de
variable affine t = u(z) + s(v(z) — u(x)) (dt = (v

(x) — u(z))ds) pour obtenir

F(z) = (v(x) — u(z)) /O f(@,u() +s(v(x) — u(x)))ds.

De plus cette égalité est également vérifice si v(z) — u(z) = 0.
On considére G(z,s) = f(z,u(z) + s(v(z) — u(z))). Alors G est continue sur I x [0,1] et
pour tout compact C' C I,

Vo € C,¥s € [0,1],|G(z,s)] < M € L*([0,1]).

ot 'existence de M € R¥ est assuré par la continuité de (z, s) — f(z, u(x)+s(v(z) —u(z)))
sur le compact C' x [0, 1].

Par conséquent, d’apres le théoréme de continuité d’une intégrale a parameétre, F' est continue
sur /. [l



Question de cours. * Enoncer le théoréme de convergence dominée.

Réponse. Soit (f,,)nen une suite de fonctions continues par morceaux sur un intervalle I C R
telle que :

1. Pour tout z € I, f,(x) — f(x).

n—-+0o0
2. Il existe g : I — R, intégrable sur R, tel que

Vn e NNVe € I, | f.(z)| < g(z).
Alors [, fo(x)de — [, f(z)dz.

n—-+4o0o

. RN . . _ 2
Exercice. ** On considére, pour a € R*, la fonction gaussienne G, : v € R — e,
Calculer sa transformée de Fourier F,, définie par

VE € RY, F(Ga) () = /R Go(z)e— " dz

F(G,) = \/ngxla

Démonstration. Vérifions le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, on note

flz, &) = e 0% et

Réponse. On a

Alors :
1. Pour tout £ € R, 2 — f(x,£) est mesurable et intégrable sur R.
2. Pour tout x € R, £ — f(x,€) est de classe C! et

g—g(x,ﬁ) = —jype e it
3. On a 5
a6 € R, [FL (0,6 < ol = olo)

avec ¢ intégrable sur R.
Ainsi F(G,) est dérivable sur R et

VE e R, F(G,) (&) = —z'/ ze 0% e

R

Puis par intégration par parties

1 2 T e 2 3
R F / — | ez —ixg oS —ox? | —ix€ —_ > F
¥ e R PG =i [gze o] o ib [eertontan - ErG)0
D’ou, par résolution de I’équation différentielle,
¥ € R F(G.)(0) = F)0) % = [Tt = M6,



sin(t)
et — 1

dt.

+o0
Exercice. ** Pour z > 0, on considére s(z) = /
0
1. Montrer que s est continue sur R? .
+oo 1
2. Montrer que s(z) = ZIM—%Q pour tout x € R7.
n=

3. Montrer que s(z) ~ £

z—0+ 2"
Démonstration.
1. On considére ¢(x,t) = % Alors
) — =
(@, )] — —
et

Donc s est bien définie sur RY.
De plus ¢ est continue sur RY x R’ et pour tout a > 0, pour tout z € [a, +00f,

(@ y)l < lpla,t)| € LY (RY).

Donc, par théoréme de continuité d’une intégrale a parameétre, s est continue sur RY .
2. On a

in(t — ot +o0 +o0 +o0
p(z,t) = % = sin(zf)e_“””’tnz:oe_m‘”f = ; sin(t)e ™" =: ;fn(t).

Avec

+oo +o0 ) -1 1
fa(t)dt = Im / et gL ) = I'm ) = .
0 0 —nx 41 1 + n2a?

k
On pose S, (t) = >_ fx(t). Alors la suite (S,)nen+ converge simplement vers p(z,-) et
k=1

on a
Vn € N*,Vt € R%,[S,(t)] < ljtn—f)ll € L'(RY).
Donc, par théoréeme de convergence dominée,
. oo = 1
s(x) = nl_l)Illoo i Sp(t)dt = ;m

3. Soit x > 0 et n € N*. Alors, par comparaison série-intégrale, on a

n+1 n
/ L dt < L < / L dt
a1 4+t22?2 T 14 n222 ), 1+ 222
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Donc, par sommation et d’aprés ce qui précéde,

+oo 1 400 1
——dt < < —dt
/1 Tzt S sl < /0 1+ 222

i.e. aprés changement de variable

1 [t du 1 [T du
- <s(r) < = —
x ), 14+u? zJo 14u?

le.
(g - arctan(w)) < s(x) < %

Par conséquent s(x) ~

1

x

T
a—+ 21



