Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaine pour les dérivées partielles
d’une composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP? différentiables.
Alors go f admet des dérivées partielles données par, pour tout z € U, i € [1,m] et k € [1, p],

8 agkz 8f J
(%Z Z 0y] B:BZ (z).

Démonstration. Soit x € U. La composée g o f est différentiable en x de différentielle
d(go f)(x) = dg(f(x)) o df (z)
Ainsi, en passant a la matrice jacobienne,
Jac(go f)(x) = Jac(g)(f(x)) x Jac(f)(z)

D’ou, pour i € [1,m] et k € [1,p],

Ogofle, .  ~~Ou
o (x)—;f(f(x))axz()

]

Exercice. On note S la sphere unité de R™. Soit f : R" — R différentiable telle que f|s
soit constante. Montrer qu’il existe zq € B(0,1) tel que df (xy) = 0.

Démonstration. La fonction f est continue sur le compacte B(0,1), donc, par le théoréme
des bornes atteintes, il existe xg,z; € B(0,1) tel que

Flzo) = min f(z) = met f(x) = max f(z) = M

2€B(0,1) 2€B(0,1)

Si m = M alors f est constante sur B(0,1), donc df (z) = 0 pour tout z € B(0,1).
Sinon m < M, donc, comme f est constante S, xg ou x; n’est pas dans S. Supposons par
exemple xo ¢ S. Alors zyp € B(0,1). Donc z est un point critique de f différentiable, d’ou

. RN . . _ 2
Exercice. ** On considére, pour a € R*, la fonction gaussienne G, : # € R — e,
Calculer sa transformée de Fourier F,, définie par

VE € R, F(Ga)(€) = /R Golx)e ™ da

Réponse. On a



Démonstration. Vérifions le théoreme de dérivation sous le signe intégrale, on note

2

f(z,€) = e o 78,
Alors :

1. Pour tout £ € R, 2 — f(z,£) est mesurable et intégrable sur R.
2. Pour tout x € R, £ — f(x,€) est de classe C! et

of

8—6(1',5) = —jge ¥ gt
3. On a 5
a6 € R [F(0,6)] < ol = olo)

avec ¢ intégrable sur R.
Ainsi F(G,) est dérivable sur R et

VEER, F(GL) (&) = —i/ ze % e

R

Puis par intégration par parties

+o0 .
VE R, F(Gy)(€) =i [ie—awze—iﬂcf] L8 art e gy - & i)

e 20 R 2cv

D’ou, par résolution de I’équation différentielle,
2 2
e € R F(GL)(E) = FG)0) S = [2e% =\ [Ta,
! o Ao

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l'on identifie & R?. On considére

f:U — C, u = Re(f) e¢ v =Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est
continiiment dérivable sur U, i.e.

]

Vze U, lirnf<Z + h})l —f2) = f'(z)eC

h—0

et f’ est continue sur U.

1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C* sur U
et vérifient les conditions de Cauchy

ou Ov Ou _81}
or Oy’ oy Oz
2. Montrer que si f est holomorphe et u,v de classe C? alors u et v sont harmoniques i.e.
0%u N PPu 0% N v 0
ox2 Oy 0x2 Oy




Démonstration.

1. Sens direct : On suppose f holomorphe sur U. Soit z = x 4+ 1y € U. Alors
St = f() . fletstiy) = fetiy) _0f

f(z) = lim = lim X = S (@)
De méme
o) — G =G o Sy )~ feriy) _0fF
s—0 18 s—0 S 6y
De plus
OF (o DO du o

Donc, par identification des parties réelles et imaginaires, les dérivées partielles de u
et v sont continues, ainsi v et v sont de classe C!, et

ou ov ou ov
%(:E,y) - a_y(x7y)7 a_y(may) - _a_m<x’y)

Sens indirect : Réciproquement on suppose que u et v soient de classe C' et vérifient
les conditions de Cauchy. Soit z = x + iy € U. Or I'application f est différentiable en
(z,), donc

Flat syt~ fey) = diwy)(s0)+oll(s. D))

S,

= sdf (z,y)(1,0) + tdf (z,4)(0, 1) + o([|(s, D))

s wyy+ tg_g@,w +o(ll(s, )]

Or, d’apres les conditions de Cauchy, on a

of

0
e =i @
Donc of of
f(l' + 5,y + t) - f(axy) s,t:—>0 Sa_l’(x’y) + Zt%(xvy) + O<H<Sat)|’)
= (s + it)%(x, y) + o(|s + it])
Ainsi

fle+h)—f(z) _ Of
h h—0 %“’ 2
Donc f est dérivable en z et f'(2) = %f(x, y), d’ott z — f’(2) est continue car u et v
de classe C!. Par conséquent f est holomorphe.

2. On a, d’apres la question précédente et le lemme de Schwarz sur les dérivées partielles,

(92u_ 88u_ 881}_88@_ J%u

dz*  dxdx  Oxdy Oydr  Oy?

D’ou u est harmonique. On montre de méme que v est harmonique.



Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Réponse. Soit U ouvert de R™, V ouvert de R", f : U — V et g : V — RP différentiables.
Alors go f : U — RP? est différentiable et pour tout x € U,

d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df ().

Démonstration. Soit x € U, alors, comme f est différentiable en x, on a

flx+h) = f(x)+df(x)(h)+oflh])

[l —0

Puis g est différentiable en f(x) donc

g(f(x)+ 1) = g(f(x))+dg(f())(R) + olIN'[])

IR7[|—0
Ainsi
9T+ ) = () + A0+ ol[h])
= g(f(x)) +dg(f (x))(df (x)(h) + o([|Al])) + o[|df (x)(h) + o[|AI)I)
= g(f(x)) + dg(f (x))(df (x)(h)) + o([|Al])
Ainsi g o f est différentiable en x et d(g o f)(x) = dg(f(z)) o df (). O

Exercice. Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la

norme uniforme et
F — R

P — [l(P(t)dt.

Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

o :

Démonstration. Soit P, H € E. Alors
o(P+H) = / (P(O)+H(D)dt = 6(P) +3 / (P()*H (t)dt+ / (3P (1) (H (1) + (H (1))t
avec H — 3 fol(P(t))QH(t)dt linéaire et

/0(3P(i)(l‘f(t))2+(H(t))‘q’)dt’SHHH2 (3/0 \P(t)!dHHHH) = o([[H]]).

H|[—0

D’ou ¢ est différentiable en P et

VH € E,d¢(P)(H) = /I(P(t))QH(t)dt.

67t:p

2+t

dt.

+o0
Exercice. * On considére f(z) :/
0

4



1. Etudier '’ensemble de définition.

2. Montrer que f est de classe C*! sur son domaine de définition.

Démonstration.
1. On consideére g(x,t) = % pour tout z € R, ¢ € R%.. Alors g est continue,

g@i)N:%-

t—0

Donc g(z, -) est intégrable sur ]0, 1].

Siz <0 alors
1 1

V2 £t ttoo 1

Donc g(x,-) n’est pas intégrable sur [1, +oo].

Six > 0 alors
(z,1) _1
gla,t) = 0 )

Donc g(z, ) est intégrbale sur [1, +oo[. Par conséquent, le domaine de définition de f
est RY.

2. La fonction g est de classe C' sur R% x R* et

g(z,t) >

@(x t) - tefa:t B _\/Zef:pt
ox" T Vet ViFL

Donc pour tout [a, +0o[C R* , pour tout = € [a, +0o0],

ﬁg

8x<x’t)' <e ' e L0, +ool).

Par conséquent, par théoréme de dérivation d’une intégrale & paramétre, f est de classe

C' sur R* et
+oo —xt
ﬂ@:—/ vie®
0 Vi+1

Exercice. ** Soit f: R — R de classe C* et nulle en 0. On considére

. (z) :
g: = siz#0
— {f@)ﬁx:O

Montrer que g est de classe C* sur R.



Démonstration. Soit x € R*. Alors, par changement de variable linéaire ux = t (licite car

v#0) x 1
fla) = fla) = 10) = [ Fode = [ puyin
Ainsi .
o) = [ ()i
De méme en = = 0, on a 1
90 =10 = [ o)
Donc

g=/01f(ux-)du

Par conséquent, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (dont les hypotheéses
sont facilement vérifiables sur le segment [0, 1]), on a g de classe C™°. O]



Question de cours. Déterminer la dérivée de Bo (f,g) avec f : R — E g : R — F
dérivables et B : E x FF — G application bilinéaire avec E, F, G espaces vectoriels normés
de dimension finie. Le démontrer.

Réponse. Si f et g sont dérivable alors B o (f, g) est dérivables et

(Bo(f,g9))=DBo(f,9)+Bo(fg).
Démonstration. Soit t € R. Alors

B(f(1),9(t)) = B(f(s),9(s)) _ B(f(t),9(t)) = B(f(s),9(t)) + B(f(s),9(t)) — B(f(5),9(s))

t—s t—s

. (f(t) - f(s)’g(t)) B ( i) M) — B(f'(1),9(1)) + B(f(1), (1)),

t—s t s—t

grace a la continuité de B (bilinéaire en dimension finie) et de f. ]

Exercice. ** Soit [ intervalle réel, f : I x R — R et u,v : I — R continues. Montrer que
F:z— f;)((;)) f(x,t)dt est continue sur I.

Démonstration. Soit x € I tel que v(x) — u(

x) # 0. Alors on effectue le changement de
variable affine t = u(x) + s(v(z) — u(x)) (dt = (v

(x) — u(x))ds) pour obtenir

F(x) = (v(z) — u(z)) /0 [, u() + s(v(x) — u(x)))ds.

De plus cette égalité est également vérifiée si v(x) — u(x) = 0.
On considére G(z,s) = f(z,u(x) + s(v(x) — u(z))). Alors G est continue sur I x [0,1] et
pour tout compact C' C I,

Vo € O\Vs € [0,1],|G(x,8)| < M € L'([0,1]).

ot I'existence de M € R* est assuré par la continuité de (z, s) — f(z, u(z)+s(v(z) —u(z)))
sur le compact C' x [0, 1].

Par conséquent, d’apres le théoréme de continuité d’une intégrale a parameétre, F' est continue
sur /. ]

Exercice. Soit n € N* et ||-|| une matricielle sur M, (R).

1. Montrer que la fonction exponentielle exp : M,,(R) — GL,(R) est différentiable en la
matrice nulle 0 € M, (R) et déterminer d(exp)(0)
M,(R) — M,(R)
A —s AF
sur M, (R) de différentielle donnée par, pour tout A, H € M,(R),

2. Pour k£ € N*, on note ¢y : . Montrer que ¢y, est différentiable

dpp(A)(H)= Y AHA.
0<i,j<k—1
itj=k—1



3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur M, (R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme. Soit ) ¢ une série d’applications différentiables ¢ : R™ — RP telle que la
série des applications linéaires Y d¢y, converge uniformément sur tout compact de R™ alors

+00 oo
la fonction somme ¢ = ¢y, est différentiable sur R™ de différentielle dp = > dy.
k=0 k=0

Démonstration.
1. Soit H € M, (R), alors

+oo HE +oo Hk
k=0 k=2

Avec I, = exp(O) et [H — H]| = idy, (r) linéaire sur M, (R).
De plus, comme ||| est une norme matricielle sur Mn(R), on a

X H* H’f H
k=2

Puis par développement hmlte de l’exponentlelle réelle et en manipulant des o matri-

ciels, on obtient que
(I|1H
Z KU 10 I

Par conséquent exp est diﬁérentlable en 0 et dexp(0) = ida, (m).-

2. Soit A € M,(R). On montre par récurrence sur k € N* la propriété
P(k):pu(A+H) = A4 Y AHA +o(|H|)

| H|[—0 =
0<i,j<k—1
itj=k—

— Pour k = 1 on a directement

A+ H)=A+H = A+ H+o(|H])
I1H|—0

— On suppose le résultat vrai au rang k € N*, alors
VH € M,(K),(A+ H)"' = (A+ H*(A+ H) = pp(A+ H)(A+ H)

Donc par hypothése de récurrence

(A+H)M = AP 3 ATHA +o(|H|) | (A+H)
| H|[—0 0<i,j<k—1
itj=k—1
= AL AR+ S AHATTY 4+ ST ATHAYH + o(||H|)
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
itj=k—1 ) i+j=k—1 ) )
= AL ARHAY Y AHA + Y AHAH +o|H||)
0<i<k—1,1<j<k 0<i,j<k—1
' ' i+j=k ' . itj=k—1
= A4 X AHA+ Y AHAH+o(|H|)
0<i,j<k 0<i,j<k—1
it+j=k itj=k—



avec, comme R est un anneau commutatif,

> AHAH|< Y |[AHAH| < > AITIHIP = H| k(AT

0<i,j<k—1 0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
itj=k—1 itj=k—1 itj=k—1
Ainsi
> A'HAH = of||H])
~ I H||—0
0<i,j<k—1
itj=k—1

Finalement on a bien

Plk+1):ppn(A+H) = A4 Y AHA +o(|H|)
1# -0 ociren
i+j=k

Ce qui achéve la récurrence.
Par conséquent ¢y est différentiable en A de différentielle donnée par

VH € M,(R),dpy(A)(H) = Y AHA.
0<i,j<k—1
i+j=k—1
. Comme ¢y = I,, constante, dyy(A) = 0.
Ainsi, pour tout k € N,

VH € My(R), ||dex(A)(H)|| < Y |AHA| < Y A |H| =k|AI" | H]|
0<i,j<k—1 0<i,j<k—1
iti=k—1 i+j=k—1

Donc dyy(A) est continue (automatique car linéaire en dimension finie) et sa norme
d’opérateur vérifie
k-1
lder (Al < k|| Al

Par conséquent ¢, := 2% est également différentiable en A et sa différentielle vérifie

_ ldanA)l _ Al
o)) = FE 2R < 2

Ainsi la série d’applications linéaires > d¢y de M,,(R) dans L(M,,(R)) est normalement
convergente sur tout compact de M, (R), donc uniformément convergente sur tout
compact de M, (R).
Or M, (R) et L(M,(R)) sont des espaces vectoriels de dimension finie.
Ainsi, d’apres le théoréme, la fonction somme exp = > ¢ est différentiable sur M, (R)
et
| o
VA € My(R),VH € My(R),dexp(A)(H) => — | Y AHA

k=1 \ 0<ij<k—1
itj=k—1



