Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de la chaine pour les dérivées partielles
d’une composée.

Exercice. On note S la sphére unité de R™. Soit f : R" — R différentiable telle que fs
soit constante. Montrer qu’il existe xo € B(0,1) tel que df (z() = 0.

Exercice. Soit f: R™\{0} — R et a € R%. On dit que f est a-homogeéne si
Vo € R™ {0}, VA € RY, f(Ax) = Af(x).

1. Citer des exemples de fonction a-homogéne.

2. On suppose que f est différentiable sur R™\{0}. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes.

(a) f est a-homogeéne.
(b) Pour tout x € R™\{0},
le~ Of
flx) = a;%a—wi@)-
Exercice. Soit f: R? — R? de classe C? telle que

92 f 92 f
(E) vxayeRaﬁ(xay):a_yQ(I?y)

On considére également g : R?> — R? définie par
Vu,v € R, g(u,v) = f(u+v,u—v).

1. Montrer que g est de classe C? et vérifie

0%g
Yu,v € R, m(u, v) =0.

2. En déduire toutes les fonctions de classe C? vérifiant (E)
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Question de cours. Montrer que la composée de deux applications différentiables est dif-
férentiable et exprimer la différentielle de la composée.

Exercice. Soit E 'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles sur [0, 1] muni de la

norme uniforme et
F — R

P — [/(P(t)dt.

Montrer que ¢ est différentiable sur E et déterminer sa différentielle en tout point.

O :

Exercice. Soit U = {(z,y) € R? y > 0}. Déterminer les fonctions harmoniques f : U — R
de la forme

cos(2x)

W et p e 02(] — 1, 1[,R)

f(x,y) = p(u(z,y)) avec u(z,y) =

Exercice. Soit U un ouvert du plan complexe C que l'on identifie & R?. On considére
f:U — C, u = Re(f) e¢ v =1Im(f). On dit que f est holomorphe sur U si f est

continiiment dérivable sur U, i.e.

VZGU,}ILiil[l)f<Z+hf)L_f(z) _ f'(z)eC

et f’ est continue sur U.

1. Montrer que f est holomorphe sur U si et seulement si u et v sont de classe C! sur U
et vérifient les conditions de Cauchy

ou_ov ou_ v
or Oy’ oy Oz

2. Montrer que si f est holomorphe et u,v de classe C? alors u et v sont harmoniques i.e.

Pu  Pu  Pv  Pv

0x? + oy?  0x? * oy? 0
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Question de cours. Déterminer la dérivée de Bo (f,g) avec f : R — E g : R — F
dérivables et B : E x FF — G application bilinéaire avec E, F, G espaces vectoriels normés
de dimension finie. Le démontrer.

Exercice. Soit ¢ € R*. Déterminer les fonctions f de classe C? sur R? vérifiant

L |

or2 o2

Indication : On pourra utiliser le changement de variable
f(z,t) = F(x +at,x + bt) = F(u(z,t),v(z,1)).

Exercice. Soit n € N* et ||-|| une matricielle sur M, (R).

1. Montrer que la fonction exponentielle exp : M, (R) — GL,(R) est différentiable en la

matrice nulle 0 € M,,(R) et déterminer d(exp)(0).

M,(R) +— M,(R)
A — Ak

sur M, (R) de différentielle donnée par, pour tout A, H € M, (R),

2. Pour k£ € N*, on note ¢y, : . Montrer que ¢y est différentiable

dpp(A)(H)= ) AHA.
0<i,j<k—1
itj=k—1

3. En déduire que la fonction exponentielle matricielle est différentiable sur M, (R) et
déterminer sa différentielle.
Indication : On pourra utiliser le théoréme suivant.

Théoréme. Soit ) ¢ une série d’applications différentiables ¢, : R™ — RP telle que la

série des applications linéaires Y d¢y, converge uniformément sur tout compact de R™ alors

+00 +o00
la fonction somme ¢ = ) ¢y, est différentiable sur R™ de différentielle dp = > doy.
k=0 k=0
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