
Exercice. Soit f : R −→ R continue telle qu’il existe a, b ∈ R tels que |a| 6= 1 et

∀x ∈ R, f(ax+ b) = f(x)

Montrer que f est constante.

Exercice.

1. Soit n ∈ N∗ et f : x ∈ R∗ 7−→ cos(x)
x

.
Montrer que f admet un unique extremum dans

]
nπ − π

2
, nπ

]
en un point xn.

2. Donner un équivalent asymptotique de (xn)n∈N de la forme

xn =
n→+∞

an+ b+
c

n
+ o

(
1

n

)
3. En déduire un équivalent de f(xn) quand n −→ +∞.

Exercice. On considère (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles définies par

∀n ∈ N,
{
un+1 = un − vn
vn+1 = 2un + 4vn

et
{
u0 = 2
v0 = 1

Déterminer un et vn en fonction de n.
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Exercice.

1. Soit k ∈ N∗, montrer que(
1 +

1

kx

)kx
=

x→+∞
e

(
1− 1

2kx
+

11

24k2x2
+ o(

1

x2

)

2. Soit a, b, c ∈ R et f : x ∈ R∗+ 7−→ x2
(
a
(
1 + 1

x

)x
+ b
(
1 + 1

2x

)2x
+ c
(
1 + 1

3x

)3x), déter-
miner la limite de f en +∞.

Exercice.

1. Soit f : [0, 1] −→ R continue, dérivable en 0 et f(0) = 0.
Montrer que

lim
n→+∞

(
n∑
k=1

f

(
1

n+ k

))
= f ′(0)ln(2)

2. Montrer que

lim
n→+∞

(
n∑
k=1

1

(n+ k)2

)
= 0

Exercice. On considère E l’ensemble des M ∈M2(K) tels que tr(M) = 0.
1. Montrer que E est un K-espace vectoriel, déterminer une K-base de E et en déduire

sa dimension.

2. Soit B =

(
1 0
2 3

)
et

f :
E −→ E
M 7−→ MB −BM

Montrer que f est bien définie, K-linéaire et déterminer sa matrice dans la base trouvée
à la question précédente.

3. Soit A =

(
a b
c −a

)
∈ E, calculer f ◦ ... ◦ f(A) = fn(A) pour tout n ∈ N.
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Exercice. Soit f ∈ C3([0, 1],R) et, pour n ∈ N∗,

Sn(f) =
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
1. Soit k ∈ J0, n− 1K, montrer que

− λ

n4
≤
∫ k+1

n

k
n

f(t)dt− 1

n
f

(
k

n

)
− 1

2n2
f ′(

k

n
)− 1

3!

1

n3
f ′′
(
k

n

)
≤ λ

n4

2. Montrer que

Sn(f) =
n→+∞

∫ 1

0

f(t)dt− 1

2n
Sn(f

′)− 1

6n2
Sn(f

′′) +O

(
1

n3

)
3. Montrer que

Sn(f) =
n→+∞

∫ 1

0

f(t)dt− 1

2n
(f(1)− f(0)) + 1

12n2
(f ′(1)− f ′(0)) +O

(
1

n3

)
Exercice. Soit (un)n∈N la suite définie par

∀n ∈ N, un+1 = sin(un), u0 ∈
[
−π
2
,
π

2

]
Déterminer la limite de (un)n∈N.

Exercice. Soit A ∈Mn(R).
1. Soit λ ∈ Sp(A) complexe, montrer que λ ∈ Sp(A) et que si v ∈ Eλ(u) alors v ∈ Eλ(u).

2. Soit A =

 −1 1 0
0 −1 1
1 0 −1

, déterminer une matrice dans Mn(C) diagonale et sem-

blable à A, ainsi qu’une matrice de passage.
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