
Question de cours. Enoncer le théorème de continuité sous le signe somme.

Exercice. Montrer que ∫ +∞

0

x2

ex − 1
dx = 2

+∞∑
n=1

1

n3

Exercice. On considère la fonction somme

ζ(x) =
+∞∑
n=1

1

nx

Montrer que ζ est dérivable sur ]1,+∞[ et calculer sa dérivée.

Exercice. Etudier la convergence uniforme sur R+ de la suite de fonctions (fn)n∈N∗ définie
par

∀n ∈ N∗,∀x ∈ R+, fn(x) =

{ (
1− x

n

)n
si x ∈ [0, n]

0 si x > n
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Question de cours. Enconcer le théorème de dérivation sous le signe somme.

Exercice. On considère la suite de fonctions (fn)n∈N définie par

∀n ∈ N,∀z ∈ C, fn(z) = 1 + z + ...+ zn

1. Soit a ∈ [0, 1[, montrer que (fn)n∈N converge uniformément vers f(z) = (1 − z)−1 sur
D(0, a) = {z ∈ C, |z| ≤ a}.

2. Montrer que (fn)n∈N converge simplement mais non uniformément dans le disque unité
ouvert D(0, 1) = {z ∈ C, |z| < 1}.

Exercice. Soit p, k ∈ N∗ et fp,k : x ∈ ]0, 1] 7−→ xpln(x)k.
1. Montrer que fp,k est intégrable sur ]0, 1].

On note Kp,k =
∫ 1

0
fp,k(x)dx.

2. On suppose k ≥ 1. Exprimer Kp,k en fonction de Kp,k−1.
3. Exprimer Jn :=

∫ 1

0
(xln(x))ndx en fonction de n ∈ N.

4. Montrer que ∫ 1

0

xxdx =
+∞∑
n=0

(−1)n

(n+ 1)n+1

Exercice. On considére la série de fonctions

f =
+∞∑
n=0

fn : x 7−→
+∞∑
n=0

(−1)n
e−nx

n+ 1

1. Déterminer le domaine de définition ∆ de f .
2. Montrer que f est continue sur ∆.
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Question de cours. Enoncer le théorème d’intégration d’une fonction somme.

Exercice. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions définies sur [a, b] ⊂ R à valeurs dans R,
convergeant simplement vers f : [a, b] −→ R, et toutes k-lipschiziennes, avec k ∈ R∗+.
Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice. Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions∑
fn =

∑
(arctan(x+ n)− arctan(n))

sur R puis sur tout invervalle fermé [a, b] ⊂ R.
Indication : On rappelle l’identité suivante : ∀x ∈ R∗, arctan(x) + arctan

(
1
x

)
= π
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