Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Soit (u,)nen €t (v,)nen deux séries réels de termes positifs telles que

u, ~ v,. Comment se comportent les séries associées ? Le démontrer. Que peut-on dire
n—-+00

des restes et des sommes partielles en cas de convergence ou de divergence ? Démontrer le
cas de convergence.

Réponse. Les séries Y u, et > v, sont de méme nature. En cas de convergence on a
équivalence des restes et en cas de divergence on a éqquivalence des sommes partielles.

Démonstration.

De méme nature : Comme u,, ~ v,,onau,—v, = o(v,),donc pour tout e € R, il
n—-+4oo n——4oo

existe N € N tel que
VYn>N,(1—-¢)v, <u, < (1+e)v,

Ainsi si ) u, (respectivement > v,) converge alors > v, (respectivement Y w,,) converge.
En cas de convergence : Dans ce cas, on peut considérer les restes des séries et on a par
sommation de 'inégalité précédente :

Vn > N,(1—¢) ka Zuk (1+¢) ka

k=n+1 k=n+1 k=n+1

ce qui établit ’équivalence des restes.
En cas de divergence : On note (S, )nen €t (Ty)nen les suites des sommes partielles.

Alors

n

n
Va2 N,S,—Sxy= Y wuTo—Tv= ) u
k=N+1 k=N+1
Dongc, par I'encadrement précédent,

Vn>N,(1—¢e)(T,—Tn) < S, — Sy < (1+e) (T, —Tn)

ce qui s’écrit encore

W¥n > N, <1—5—(1_€)TN_SN>Tn§Sn§ (1+5—(1+€)TN_SN)Tn

T, T,
Or > u, et > v, divergent, donc S,,T,, — 00, ainsi

n—-+00
1—e)Tn — 1 TN —
(1 —e)Tn SN_>07<+5)N SN_>O
Tn n—-+oo Tn n—-+oo
Ainsi il existe N > N tel que
Vn 2 N’,—g S (1—€)TN—SN S 67—8(1+8)TN_SN SS
T, T,
D’ou
Vn> N (1—-22)T, <S5, <(1+2)T,
ce qui montre bien 1’équivalence des sommes partielles. O



Exercice. Soit z € | — 1,1].
1. Montrer que la famille (z*);, jen+ est sommable.

2. En déduire que
+oo

St Zd

k=1

avec d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.

Démonstration.

1. Soit k € N* alors, comme |z| < 1,

Kl \xl’“
D el = T

leN*

lz*
—=[* k—4o00
gente, ce qui montre, par théoréme de permutation des sommes, que la famille (z*');, jen-
est sommable.

|z|*, donc la série > > |2[* est conver-

Or, toujours comme |z| < 1, on a 5

2. D’un coté on a d’aprés ce qui précede

Kl _ at
Zw _Zl—xk

k,lEN~ kEN*

Et d’un autre coté on a

(N)? = | |{(k,)) e N’ kl=n}=: | | I,

neN* neN*
Donc
YIECED DI DETHD AR it
k,leN* neN*(k,l)el, neN* neN*

O

Exercice. On dit qu'un série numérique Y u, converge au sens de Cesaro si, en notant
(Sp)nen la suite des sommes partielles de Y u,, la suite (T},)nen+ converge avec

S14 ...+ 5
n

Vn e N* T, =

1. Montrer que si ) u,, est une série convergente alors > u, converge au sens de Cesaro.

2. On considére (uy)nen = ((—1)")nen, montrer que Y u, ne converge pas et que y . uy,
converge au sens de Cesaro.

Démonstration.



1. On suppose que Y u, est une série convergente et on note S sa somme

S, — S

n—-+oo

Soit € € RY, alors il existe N € N* tel que

Vn > N,|S,— S| <e

Puis
e N T -8 = 1135 - 5| = LS5 - ) < 23 s - 8
n - = | — — e — p— —_
s Hn - k - k s k
k=1 k=1 k=1
Ainsi, pour n > N,
N n N N
1 1 1 n—N 1
T =SI< =D ISk=8l+— > e==> S-S+ ——e<—) |S—5|+¢
k=1 E=N+1 k=1 k=1
Or L —+> 0, donc il existe N’ € N* tel que
n—-+0o0o
Vn > N’7 l < N;
n
> 1S =S|
k=1

N

(on peut supposer »_|Sy — S| # 0 car sinon le résultat est immédiat.)
k=1

Ainsi, en posant Ny = max(/N, N'), on a

VYn > Ny, |T,, — S| < 2¢

D’ou (7,)nen converge vers S.

2. La suite (—1)" ne converge pas vers 0 donc la série > (—1)" n’est pas convergente.
Par contre, pour n € N*, on a

Sn:{ 1 sine2Z

0 sinon

Donc ( )
I, Ent(3 1
Lo=o 2 8= 20

Ent( 2
car 5 — 1 < Ent (%) < 5 dou % — % < n£2) < % et par théoréme des gendarmes.



Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Enoncer et démontrer le critére des séries alternées.

Réponse. Soit (a,)neny € (Ry)Y décroissante telle que a, - 0, alors la série > (—1)"a,
n—-+0o0

est convergente. De plus sa somme S vérifie
vn € N7 52n+1 S S S SQna |Rn’ S An+1

Démonstration. Comme (a,)nen est décroissante, on a

2n+2 2n
Vn €N, S2(n+1) — Son = Z (—1)k@k - Z(—l)kak = Qany2 — G2p41 <0
k=0 k=0
et 2n+3 2n+1
Vn € N, Sopmy1)+1 — Song1 = Z (—1)*ay — Z (=1)Fay, = —agnis + azn2 >0
k=0 k=0
De plus
Sont1 — S = —A2p41 njoo 0

Donc les suites (So,)nen €t (Soni1)nen sont adjacentes, donc convergentes vers la méme
limite.
Ainsi la suite (S, )nen est convergente, ie la série > (—1)"a,, est convergente.
De plus on a
Vn €N, Sy <5 < S,

On en déduit
Vn € N, |Ro,| = |S — Son| = Son — S < Sop — Sopy1 = Gopsa
et, en utilisant 'inégalité précédente en n + 1,
Vn € N, |Ropi1| = [S — Sang1| = 5 — Sang1 < Songo — Song1 = Gonso

Par conséquent Vn € N, |R,,| < a,41. O

am}‘rb" ) m,neN

Exercice. Montrer que la famille ( est sommable si et seulement sia > 1,0 > 1.

Démonstration.

Sens indirect : On suppose a < 1.

Alors la sous-famille (m) n’est pas sommable car la série > a”++1 est grossiérement di-
vergente.

Il en va de méme si b < 1.

Sens direct : On suppose a < 1 et b < 1.

Par théoréme d’associativité la famille est sommable si et seulement si la série » ( >
peN \m-+n=p



est convergente.
On note ¢ = min(a,b) > 1. On a donc

wen ¥ eyl eyl et (]
- - — — ol —
b ’ am+br L 0c’f—l—cp—k_ 3 ci potoo \ p?

m+n=p = k=0
D’ou, par théoréeme, la famille est sommable. O
. TN % +oo (_l)k
Exercice. On considére, pour n € N*, R, = > 5~
k=n+1

1. Montrer que R,, est bien défini.

+00
2. Montrer que R, + Rpy1 = Y. k((;i)f)
k=n+1

3. Déterminer un équivalent de R,,.
4. Donner la nature de la série ) R,,.

Démonstration.
(="

n

1. D’apres le critére des séries alternées, la série > est convergente.

De plus, en notant S la somme de cette série, on a

+o00 (_1)k 1

Vn € N7 S2n+1 S S S S2n7 |Rn| = Z L S -

k=n+1 n

2. Soit n € N, alors
+00 +o0 +oo +o0 +o0o
(=DF (=D* (=D (=D (=D*
BotBun= D St 2 = Dt X T = 2 kg

k=n+1 k=n+2 k=n+1 k=n+1 k=n+1

3. D’aprés le critére des séries alternées appliqué a » ((_k—i)f), on a

=k
Z k(k+1)

k=n+1

S o)

()

1

Wn € N
e nt D)(nt2)

=1

D’ou

De plus, pour n € N, R, — R,,11 = , donc, en utilisant la question 2 :

Ry CD LSS D ﬂw(l) _ ﬂ“’(l)

ce qui montre que
(_ 1)n+1

n—+o00 2n



4. Comme R, i #—1—0 (%) et que 3 (712):“ et Y - sont des séries convergentes,

on en déduit que la série > R, est convergente.
O

Exercice. Etablir la convergence puis calculer la somme de la série de terme général

2n —1
Uy = ——
n3 —4n

+oo
. - _ 89
Réponse. La série est convergente et Y u, = g¢.

n=3
Démonstration.

Convergence : On a
2n 2
u ~Y _— = —
" n—-+o0o n3 n2
Or le série ) % est convergente, donc, par théoréme de comparaison des séries de termes
positifs équivalents, la série > u, est convergente.

Calcul de la somme : On a

Vn > 3 2n — 1 2n — 1
n un = =
- n(n?—4) n(n—2)(n+2)

Puis par décomposition en éléments simples il existe a, b, c € R tel que

b
Vn23,un:g+ + ¢
n n—2 n+?2
Orm:ajtﬁb%—xi”c, donc, en évaluant en 0, on obtienta:}l.
Demémeonab:getc:—g.
Alnsi 31 11 5 1
Vn > 3,u, = = -—— =
Mt = R T T 8ngt2
Donc, par réindexation,
N N N-2 N N+2
3 1 11 5 1 3 1 1 1 5 1
VN >3 n = = -—— == ==) —4+-) ——=)» —
= ;“ §<8n—2+4n 8n+2) 8n1n+4;n 84n
Puis, aprés simplification,
Suy = S BL(BLIVL (BN
=Nt 8 82 \8 4)3 \8 44
“+o00o
Dot Y u, = 53 O
n=3



Kholleur : Dorian Cacitti-Holland
Eléve :

Question de cours. Soit (u,)neny € RY, montrer que si > |u,| est une série convergente
alors ) u, est une série convergente.

Démonstration. On considére, pour n € N, u” = maz(u,,0) et u, = maz(—u,,0).
Alors les suites (u,})nen et (4, )nen sont positives et vérifient

Vn € Nt < funl,u, < |unl

Or Y |u,| est convergente, donc les séries > w,} et > u; sont convergentes.
Puis, comme Vn € N, u,, = u,} —u,,, on en déduit que > u, est convergente. O

Exercice. On note ['(Z) 'ensemble des familles (u,),cz € C? sommables et on définit la

norme ||-|| sur I*(Z) par ||ul| = > |un|.
nez

1. Soit u,v € I*(Z) et n € Z. Montrer que la famille (u,v,_;)rez est sommable.

2. On définit (u * v), = > upv,_x. Montrer que u x v € [*(Z).
kEZ

3. Montrer que ||u * v|| < [Jul| ||v]|.

4. Montrer que * est une loi associative, commutative et possédant un élément neutre sur
INZ).

5. On considére u € [*(Z) défini par ug = 1,u; = —1,VYn € Z\{0, 1}, u, = 0. Montrer que
u n’est pas inversible dans (I'(Z), ).

Démonstration.

*

1. Comme v € I'(Z), la famille (Jv,|),ez est majorée par une constante M € R .
Ainsi
Vk € Z, |ukvn_k| < M|uk\

Or u € [1(Z), donc (ugv,_1)rez est sommable.

2. Pour k € Z, la famille (|upv,_#|)nez est sommable car v € [}(Z), de somme

> Jurvn_i] = |uk]>_|val

nez ne”L

Or la famille <\uk\ > \vn|) est sommable car u € [1(Z), de somme
keZ

nel
DD lukvnil =D luil _lonl

k€EZneL keZ neZ

Ainsi la famille (ugvn—k)knez est sommage de somme Y uy Y vy,
k€L nel

Par conséquent la famille (Z ukvnk) est sommable, de méme somme, d’ott uxv €
nez

kEZ
1(z).



3. Puis en prenant les modules on obtient

DD lwsva gl =D JuldJoal

neZ keZ keZ nez

Ainsi

s oll = > 1D wvni| < DD fugva—i| = [[ul |[v]]

neZ | kel nEZkEZ

4. Pourn € Z,on a (u*v), = >, ugv.
k+l=n
Donc, pour u,v € I'(Z) et n € Z, on a

(u*v) g upvy = (v k),
k+l=n

ce qui montre la commutativité de x.
Puis pour I'associativité, pour u,v,w € I*(Z) et n € Z, on a

((u*v) *w), = Z (u*v)pw, = Z Z U vwW; = Z uvjw; = (u* (v*w)),
ktl=n ktl=ni+j=k i+j+l=n
Et I’élément neutre est donnée par d, défini par ép, =1 si n =0 et dp, = 0 sinon,

(u* o) E U001 = Up

k+l=n

5. On suppose que u soit inversible et notons v son inverse. Alors

Vn € Z,00, = (uxv), E UpUp—k = Up, — Un—_1
kEZ

Ainsi, pour n > 1, on obtient v,, = v,_1, d’o1, par récurrence immédiate, v,, = vy.

Or v € IY(Z), donc vy = 0.

Puis, pour n = 0 dans 'égalité précédente, on obtient 1 = vy —v_; ie v = —1.
Donc, pour n < —1, v,_1 = v,, d’ou, par récurrence immeédiate, v, = v_; = —1 ce qui
n’est pas possiblle car v € [}(Z).

Par conséquent u n’admet pas d’inverse dans (I*(Z), ).

Exercice. Etudier la nature de la série de terme général

1+14...+1
In(n!)

Up =

Réponse. La série est divergente.



Démonstration. La fonction t —— % est décroissante sur R*, donc, pour k € N* et t €

Donc . .
dt a1
wer, [ [
& t i Ek
Ainsi .
A\
Vn € N* / — < -
K t k
k=1 k=1
Puis, par relation de Chasles,
a1
Vn € N*,/ — < —
1 t k
k=1
ie
* . 1
Vn € N* In(n + 1) %
k=1

Or, par propriétés de In,

Vn € N*, In(n!) Zln Zln g (n) = (n—1)ln(n)

\ |
¥

Donc
In(n +1) 1
Vn > 2, u, = >
n=at 1nm k m(n)(n—1) ~ n—1
Or la série Z - diverge, donc, par théoréme de comparaison u, diverge. O



