
Question de cours. Que peut-on dire des normes ‖·‖1 , ‖·‖2 et ‖·‖∞ sur Rn ?

Exercice. On considère (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles définies par

∀n ∈ N,
{
un+1 = un − vn
vn+1 = 2un + 4vn

et
{
u0 = 2
v0 = 1

Déterminer un et vn en fonction de n.

Exercice. Soit (un)n∈N ∈ (Kn)N. Montrer que (un)n∈N converge si et seulement si les suites
extraites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent vers la même limite.
Donner un exemple de suite (un)n∈N tel que (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent vers deux
limites différentes.

Exercice.

1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n, u un endomorphisme de E et Q ∈
K[X]. On note Sp(u) = {λ1, ..., λp} le spectre de u.
(a) Montrer que si u est diagonalisable alors Q(u) est diagonalisable.
(b) Montrer que Sp(Q(u)) = {Q(λ1), ..., Q(λp)}

2. (a) Soit A,B ∈Mn(C) tels que Sp(A) ∩ Sp(B) = ∅. Montrer que χB(A) 6= 0.
(b) Soit ϕ :Mn(C) −→Mn(C) défini par

∀M ∈Mn(C), ϕ(M) = AM −MB

Montrer que si M ∈ ker(ϕ) et Q ∈ C[X] alors

Q(A)M =MQ(B)

(c) En déduire que ∀C ∈Mn(C),∃!M ∈Mn(C), AM −MB = C
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Question de cours. Enoncer deux caractérisations de la trigonalisabilité et une caractérisa-
tion de la diagonalisabilité d’un endomorphisme en termes de polynômes d’endomorphismes.

Exercice. Soit n ∈ N∗ et A,B,C ∈Mn(C) ' End(Cn) tels que

AB −BA = C,AC = CA,BC = CB

1. Montrer que les vecteurs propres communs à A et B sont dans ker(C).
2. Montrer que ker(C) 6= {0}.
3. Montrer que ker(C) est stable par A et B.
4. On note A′ (respectivment B′) l’endomorphisme induit par la restriction de A (respec-

tivement B) à ker(C). Montrer que A′ et B′ admettent un vecteur propre commun.
5. Montrer que A,B,C admettent un vecteur propre commun.
6. Montrer que A,B,C sont cotrigonalisables.

Exercice.

1. Soit p, q ∈ [1,+∞[ tels que 1
p
+ 1

q
= 1, montrer que ∀x, y ∈ R∗+, xy ≤ 1

p
xp + 1

q
yq.

2. Soit (ai)1≤i≤n, (bi)1≤i≤n ∈ Rn, montrer que
n∑

i=1

aibi ≤
(

n∑
i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

.

On pourra commencer par le cas
n∑

i=1

api = 1 =
n∑

i=1

bqi

3. En déduire que ‖·‖p : x ∈ Rn 7−→
(

n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

définit une norme sur Rn.

Exercice. Soit E un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E, A et B deux polynômes
à coefficients dans K, D = PGCD(A,B) et M = PPCM(A,B).

1. Montrer que ker(D(f)) = ker(A(f)) ∩ ker(B(f)).
2. Montrer que Im(D(f)) = Im(A(f)) + Im(B(f)).
3. Montrer que ker(M(f)) = ker(A(f)) + ker(B(f)).
4. Montrer que Im(M(f)) = Im(A(f)) ∩ Im(B(f)).
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Question de cours. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, F un sous-espace
vectoriel de E et u un endomorphisme de E. Que peut-on dire du polynôme caractéristique
de u|F ? Le démontrer.

Exercice. On considère E le sous-espace vectoriel des M ∈M2(K) tels que tr(M) = 0.
1. Déterminer une K-base de E et en déduire sa dimension.

2. Soit B =

(
1 0
2 3

)
et

f :
E −→ E
M 7−→ MB −BM

Déterminer sa matrice dans la base trouvée à la question précédente.

3. Soit A =

(
a b
c −a

)
∈ E, calculer f ◦ ... ◦ f(A) = fn(A) pour tout n ∈ N.

Exercice. Soit (un)n∈N ∈ (Kn)N. On dit que (un)n∈N est de Cauchy si

∀ε ∈ R∗+,∃N ∈ N, ∀m,n ≥ N, ‖um − un‖ ≤ ε

Montrer que (un)n∈N est convergente dans Kn si et seulement si (un)n∈N est de Cauchy.
Est ce que ce résultat est encore vrai si (un)n∈N ∈ QN ?

Exercice. Montrer que la matrice A =

 −4 0 −2
0 1 0
5 1 3

 est trigonalisable et non diagona-

lisable puis, en notant u = uA l’endomorphisme de R3 tel que dans la base canonique e de
R3, Mate(u) = A, déterminer une base (v1, v2, v3) de R3 telle que Matv(u) soit triangulaire
supérieure.
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