Question de cours. Enoncer et démontrer I'inégalité triangulaire.
Exercice (Logique). On considére une fonction f : R — R. Exprimer a l’aide de quantificateurs les
assertions suivantes :

1. la fonction f est constante,

2. la fonction f n’est pas constante,

3. la fonction f s’annule,

4. la fonction f est périodique.

Correction.
1. 3CeR, VzeR, f(z)=C,
ouV(z,y) e R?,  f(z)=f(y),
2. I(z,y) € R?,  f(z) # f(y),
3. 3ceR, f(x)=0,
4. AT €R*, VzeR, f(z+T)=f(2).

Exercice (Ensembles). On considére A = {(z,y) € R?, 4z —y=1}et B={(t+1,4t+3), teR}.
Montrer que A = B.

Correction. Soit (z,y) € A. Alors 4o — y = 1. S’il existe t € R tel que (x,y) = (¢t + 1,4t + 3) alors
t =z — 1. On vérifie que t = = — 1 satisfait bien 4t +3 =4z — 4+ 3 =4x — 1 = y. Donc (z,y) € B.
Réciproquement soit t € R et (z,y) = (t+ 1,4t +3). Alors 4o —y =4t +4 — 4t —3 = 1. Donc (z,y) € A.

Exercice (Réels et complexes). On considére z € C\{1}. Montrer que

1
|z|=1<:>¥eiR.
— Z

Correction. On suppose que |z| = 1. Alors I'écriture exponentielle de z s’écrit z = e¥ avec 6 € [0, 27|
et § # 0 car z # 1. Ainsi
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ik € iR. Alors il existe a € R tel que 1 tz
—z
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Réciproquement on suppose que 1 = 1a, i.e.

14+ z=1a(l — 2) =ia —iaz,

ie. .
a—1

a1
Donc
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Question de cours. Enoncer et démontrer la deuxiéme inégalité triangulaire & partir de la premiére.

Exercice (Ensembles). On considére D = {(z,y) € R?, 2%+ y? < 1}. Peut-on écrire la partie D
comme produit cartésien de deux parties de R?

Correction. On suppose par absurde qu’il existe A, B € P(R) tel que D = A x B. Nous avons
(1,0),(0,1) ¢ D = Ax B, donc 1 € Aet 1l € B, ainsi (1,1) € Ax B = D ce qui absudre car
12412=2>1.

Exercice (Réels et complexes). Résoudre 'équation complexe e* = 3v/3 — 3i.

Correction. Soit z € C vérifiant I’équation. Alors il existe a,b € R tels que z = a + ib. De plus nous
pouvons écrire 3v/3 — 3i sous forme exponentielle :

13v3 — 3i| = 27+ 9 = V36 = 6.

Ainsi
V3 1. iz
3\/3—3 = <2—2z —6(COS(—*)—|—ZSIH(—*>)—6€ 3
Donc ‘ .
Ge iT eF — 60,61177
ie. -
a = In(6), bz—g-‘rk‘ﬂ', keZ

Réciproquement on vérifie que tous les z = In(6)+4 (—% + kﬂ') , k € Z satisfont I’équation e* = 3v/3—3i.

Exercice (Logique). On considére une fonction f: R — R. Enoncer en langage courant les assertions
suivantes et pour chacune donner une fonction qui la vérifie et une qui ne la vérifie pas si possible.

1. VeeR, FyeR, f(x)<f(y),
2.VeeR, ITeR, f(z)=f(z+T),
3.VeeR, ITeR* f(z)=f(z+T),
4. Jz eR, VyeR, y=f(z).
Correction. 1. La fonction f n’admet de maximum. La fonction f = idg vérifie cette assertion mais
pas la fonction sinus.

2. La fonction f est quelconque car nous avons
Ve eR, f(x)=f(z+0).

3. Les valeurs prises par la fonction f sont au moins atteintes en deux antécédents. La fonction sinus
vérifie cette assertion mais pas la fonction idg.

4. Aucune fonction ne peut vérifier cette assertion car un élément x n’a qu’'une seule image par la
fonction f.



Question de cours. Quelles sont les solutions de I’équation az2 + bz 4+ ¢ = 0 dans C? Le démontrer.

Exercice (Réels et complexes). On considére (z1, zo) € C2. Montrer 1’égalité suivante :
|21 + 22 + |21 — z2f* = 2(|21* + |22]?).
Correction. Nous avons

|21+ 22f” + |21 — 221 = (21 + 22) (71 + 22) + (21 — 22) (71 — 22)
= 2121 + 2122 + 2221 + 22%2 + 2121 — 2122 — 2221 + 2222
=2(2171 + »7%2)
= 2(|21[* + [22]?).
Exercice (Logique). On considére une fonction f: R — R. Enoncer en langage courant les assertions
suivantes puis écrire la négation en quantificateurs.
1. Vz e R, f(z)#0,
2. VM eRy, JAcRy, Ve>A, f(z)>M,
3. Ve eR, f(z)>0=2<0,
4. Ve eRy, ImeRY, VY(z,y) €R? |z—yl<n=|f(z) - f(y) <e.

Correction.

1. La fonction f ne s’annule pas. La négation est
JzeR, f(z)=0.
2. La fonction diverge vers 400 en +o0o, La négation est

M eR}, VAeRY,, 3x>A, f(x)<M.

3. L’assertion est équivalente &
VeeR, z>0= f(z) <0.

Ainsi, en langage courant, la fonction est négative sur R’ . La négation est
JzxeR, z>0,f(z)>0.

Exercice (Ensembles). Soit E un ensemble et A € P(E). On définit la fonction de Dirac (ou fonction
caractéristique) 4 : E — R de la partie A par

1 sizec A

Vo € E, (5,4(90):{ 0 sizgA

On considére également B € P(FE). Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions de Dirac
d’ensembles que 1’on déterminera.

11— 44,
2. 5A X(SB,
3. 04 +0p —04 X 0B.

Correction.
1. Nous avons 1 — 4 = d4c car, pour x € E,six € Aalors 1 —d4(z) =0=104c(x), et si z ¢ A alors
1—6a(x) =1=dge(x).
2. Nous avons §4 X dg = danp car, pour x € E, si z € AN B alors d4(z) x 0g(x) =1 = danp(z), et
sicg ANBalorsc ¢ Aoux ¢ B, dou d4(x) X dp(z) =0=0ans(z).
3. Nous avons d4 + dg — 940 = daup car, pour x € F,
(a) siz € Aet x € Balors §4(x) +0p(x) —0a(z) X dp(z) =1 =daup(x),
(b) siz € Aet x ¢ Balors 04(z) + dp(x) —da(x) x dp(x) =1=dsup(x),
(¢) par symétrie nous avons la méme égalité si x ¢ A et x € B,
(d) siz ¢ Aetx ¢ Balors d4(x) +dp(x) —da(x) X dp(x) =0 = daun(z).



