n

Question de cours. Enoncer et démontrer ’expression simplifiée de ZkQ.

k=1
n
Exercice (Sommes et produits). Calculer la somme Z !
—h(k+1)
) 1 1 1 . ) .
Correction. Nous avons ————— = — — ——. Ainsi par somme télescopique

kk+1) k& k+1
n+1

" 1 "1 1
;k(kxﬂ):;E*;m Zk n+1

Exercice (Coeflicients binomiaux et formule du binéme). Calculer (1 + )*" pour n € N. En déduire
2n

4dn 2ol 4dn
Z(1)k< > et 2(1)’@< )
P 2p P 2k +1
Correction. Nous avons

4n
(14 i)t =v2™" (‘f + ﬁf) — 47 (1T = grei™ = gn(—1)n = (—a)",

et par formule du binéme

4n An An 2n—1 An 2n An 2n—1 An
1 \4n _ -k _ -20+1 — 71 1 - 71 l'
w3 ()=S0 X () =S e ()
k=0 1=0 1=0 1=0
Ainsi
o 4dn i v 4n
S0t () = o () <o
k=0 2p k=0 p+1
Exercice (Sommes doubles). Calculer la somme Z 1.
1<i,j<n
Correction. Nous avons .
)RR PR Pt
1<i,5<n i=1j=1 i=1
Exercice (Systéme linéaire). Résoudre le systéme linéaire
(1-dz - y + z = 2—3
i + (A4+d)y — iz = —1—i , (x,y,2)€C>
x + (1-9)y + z = 141
Correction. Nous avons pour (z,v,2) € C3,
(1-9)x -— y + z = 2—3
iT + (A+4d)y — iz = —1—i
x + Q1—-9)y + z = 141
Ll «— L1 ]. — ’L L3 . . . . i i
L %LQ_ZLP, ((1-(-D1—iy + (I—(1—i)z = 2—i—(1—i)1+i)
(I+i—(1 -y + (—i—1)z = —1—i—i(l+14)
r + (1—1d)y + z = 1+4
(=1+2i)y + iz = —i
— - 2tz = =2
x + (1-9y + =z = 141
z =1
21 1 —4+2
= - =—-2i(-1—-2i) =
Y a5 ) 5
. 442
x = i—(1—19) =



Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de Pascal.
n
Exercice (Sommes et produits). Calculer le produit [] (1 + >
1

Correction. Nous avons

H(1+ > kzl e
k=1 I1

Exercice (Coefficients binomiaux et formule du bindéme). Déterminer une expression simplifiée de la

somme S = Z(n * k>
n

k=0

Correction. Nous avons par formule de Pascal

n+k\ (n+k+1 n+k
n N n+1 n+1)
Donc par somme télescopique

S*Til n+k 7;”: n+k _(2n+1 B n _(2n+1
_k:1 n+1 pors n+1) \n+1 n+1) \n+1)/)

Exercice (Sommes doubles). Calculer les sommes Z j et Z J
1<i,5<n 1<i<j<n

Correction. Nous avons

nJrl 7n2(n+1)
> J—Z]Zl— =—

1<4,5<n Jj=1 =1
et
- . nn+1)2n+1) nn+1) nnr+1)2n—-2) nh+1)(n—-1)
Z ijl_zjj 1) Zj _Z - 6 Ty T 6 - 3
1<i<j<n Jj=1 1i=1 j=1

Exercice (Systéme linéaire). Résoudre le systéme linéaire suivant en fonction de o € R :

ar + y + z =1
r + ay + 2z = 1, (z,y,2) €R>
r 4+ y + az =1

Correction. Si a = 0 alors le systéme admet comme une unique solution x =y = z = 3 Sinon

ar + y + =z =1

r + ay + 2z =1

r + y + az =1

1

Lo+ Lo ——1,4

ar + Y + z = 1
L3+ Ls——1Ly 1

- 1— = - 1-
— « « o Yy + o z

S
—
|
Q=
"
N
+
/;5\/‘\
|
Qlr
"
IS
Il
—
|
IR

Puis si a =1 alors le systéme est équivalent &

r+y+z=1



qui admet une infinité de solutions et qui sont de la forme

T 1 0
y | =2 -1 | +p 1 , A uER.
0 -1
. 1 -
Sinon o — — # 0 et ainsi
@
ax Y + z = 1
1 1 1
a—>y + (1—),2 = 1--
@ o a
1 1
1>y + a)z = 1—-—
@ o !
ax Y + z
L3<—L3—iii a— 1) y + (1 _ 1) »
= @ « )
( 1 (1—i)>
o——— T z
« O[—E
—




Question de cours. Enoncer et démontrer la formule du binéme.

n
Exercice (Sommes et produits). On considére la somme S = Zk?’.
k=1
1. Déterminer un polynéome P € R[X] de degré 4 tel que

VreR, P(zx+1)— P(x) =2

2. En déduire une expression simplifié de S.

Correction.
1. On suppose qu'’il existe un polynéme P = aX* + bX3 + cX? + dX + e tel que

X?=P(X +1) - P(X)
=a(X +D* 40X +1)3 +e(X +1)2 +d(X +1) +e—aX? —bX> —cX? —dX —e
=a (X" +4X° +6X>+4X +1) +b (X +3X° +3X +1) +¢(X* +2X +1) +d(X +1) +e
—aX*—bX3 —cX?—dX —e
=4aX? + (6a+3b) X* 4+ (4a+3b+2c) X +a+ b+ c+d.

3
1-2
1 1 4a + 3b 1
Ainsia:fpuisb=—2a=—§puisc:—a;— =— 22:Zpuisd20ete€]R.Ainsiun
polyndéme possible est
1 1 1 X2 XX —1)?
P=-X*—_-X3+-X%?= X?-2X+41)="—"——+.
4 2 + 4 4 7 +1) 4
2. Nous avons alors par somme telescopique
n+1 n 2,2
(n+1)°n
S = E P(k E Pk 1)—P(1)= ———
k=2 k=1 Pl =P 4

Exercice (Coefficients binomiaux et formule du binéme). Démontrer la formule pour n,p € N tels que
n
k 1
v (M) =(07)).
= \P p+1

Correction. On procéde par récurrence sur n € N :

P(n): Vp e [0,n], i(i) - (Zii)

k=p

b)=1=0)

Puis on suppose P(n) vérifiee pour n € N. Soit p € [0,n + 1]. Alors par relation de récurrence puis

formule de Pascal
n+1 n
k k n+1 n+1 n+1 n+1
E :E + = + = .
p — \p p p+1 p p+1

k=p k=p

L’initialisation pour n = 0 est immédiate :

Le principe de récurrence permet de conclure.

n
Exercice (Sommes doubles). Déterminer une expression simplifiée de Zk?k. Indication : On pourra

k=1
écrire k comme une somme.



Correction. Nous avons

92 _ 2n+1

n n k "
Zk_2k — 22216 ZZQk- 22-7 — 22+ 2n+1 223 — n2n+1_ = — n2n+1_
k=1

k=1j=1 Jj=1lk=j Jj=1

Exercice (Systéme linéaire). Résoudre le systéme linéaire

1
-+ 3y = 2
3 , 1 \ \
= - % - 5 =5, (x,y,2) € R* x R x R™.
x 4
2 —
Correction. On considére les inconnus intermédiaires X = —, Y = y*, Z = —. Alors
1
- 4+ 3y = 2
5 1
= = 22— - =5
x 4
_ y2 + - = 1
z
X + 3Y = 2
= 3X - 2y - Z =5
- Y + Z =1
, X + 3y = 2
faclagdh — 1y - z = -1
- Y 4+ Z =1
X + 3Y = 2
L2<—L2 11L3 o 12Z _ _12
- Y + Z = 1
— Z = Y=0, X=2
= z==1, y=0, z=3.

ontlyo



