
Question de cours. Enoncer et démontrer l’expression simplifiée de
n∑

k=1

k2.

Exercice (Sommes et produits). Calculer la somme
n∑

k=1

1

k(k + 1)
.

Correction. Nous avons
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
. Ainsi par somme télescopique

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

1

k
−

n∑
k=1

1

k + 1
=

n∑
k=1

1

k
−

n+1∑
k=2

1

k
= 1− 1

n+ 1
.

Exercice (Coefficients binomiaux et formule du binôme). Calculer (1 + i)4n pour n ∈ N. En déduire
2n∑
k=0

(−1)k
(
4n

2p

)
et

2n−1∑
k=0

(−1)k
(

4n

2k + 1

)
.

Correction. Nous avons

(1 + i)4n =
√
2
4n

(√
2

2
+ i

√
2

2

)4n

= 4n
(
ei

π
4

)4n
= 4neiπn = 4n(−1)n = (−4)n,

et par formule du binôme

(1 + i)4n =

4n∑
k=0

(
4n

k

)
ik =

2n∑
l=0

(
4n

2l

)
i2l +

2n−1∑
l=0

(
4n

2l + 1

)
i2l+1 =

2n∑
l=0

(
4n

2l

)
(−1)l + i

2n−1∑
l=0

(
4n

2l + 1

)
(−1)l.

Ainsi
2n∑
k=0

(−1)k
(
4n

2p

)
= (−4)n,

2n∑
k=0

(−1)k
(

4n

2p+ 1

)
= 0.

Exercice (Sommes doubles). Calculer la somme
∑

1≤i,j≤n

1.

Correction. Nous avons ∑
1≤i,j≤n

1 =

n∑
i=1

n∑
j=1

1 =

n∑
i=1

n = n2.

Exercice (Système linéaire). Résoudre le système linéaire (1− i)x − y + z = 2− i
ix + (1 + i)y − iz = −1− i
x + (1− i)y + z = 1 + i

, (x, y, z) ∈ C3.

Correction. Nous avons pour (x, y, z) ∈ C3, (1− i)x − y + z = 2− i
ix + (1 + i)y − iz = −1− i
x + (1− i)y + z = 1 + i

L1 ← L1 − (1− i)L3

L2 ← L2 − iL3
⇐⇒

 (−1− (1− i)(1− i))y + (1− (1− i))z = 2− i− (1− i)(1 + i)
(1 + i− (1− i)i)y + (−i− i)z = −1− i− i(1 + i)

x + (1− i)y + z = 1 + i

⇐⇒

 (−1 + 2i)y + iz = −i
− 2iz = −2i

x + (1− i)y + z = 1 + i

⇐⇒


z = 1

y = − 2i

−1 + 2i
= −1

5
2i(−1− 2i) =

−4 + 2i

5

x = i− (1− i)
−4 + 2i

5
=

1



Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de Pascal.

Exercice (Sommes et produits). Calculer le produit
n∏

k=1

(
1 +

1

k

)
.

Correction. Nous avons

n∏
k=1

(
1 +

1

k

)
=

n∏
k=1

k + 1

k
=

n+1∏
k=2

k

n∏
k=1

k
= n+ 1.

Exercice (Coefficients binomiaux et formule du binôme). Déterminer une expression simplifiée de la

somme S =

n∑
k=0

(
n+ k

n

)
.

Correction. Nous avons par formule de Pascal(
n+ k

n

)
=

(
n+ k + 1

n+ 1

)
−
(
n+ k

n+ 1

)
.

Donc par somme télescopique

S =

n+1∑
k=1

(
n+ k

n+ 1

)
−

n∑
k=0

(
n+ k

n+ 1

)
=

(
2n+ 1

n+ 1

)
−
(

n

n+ 1

)
=

(
2n+ 1

n+ 1

)
.

Exercice (Sommes doubles). Calculer les sommes
∑

1≤i,j≤n

j et
∑

1≤i<j≤n

j.

Correction. Nous avons ∑
1≤i,j≤n

j =

n∑
j=1

j

n∑
i=1

1 =
n(n+ 1)

2
n =

n2(n+ 1)

2
,

et

∑
1≤i<j≤n

=

n∑
j=1

j

j−1∑
i=1

1 =

n∑
j=1

j(j−1) =
n∑

j=1

j2−
n∑

j=1

j =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
−n(n+ 1)

2
=

n(n+ 1)(2n− 2)

6
=

n(n+ 1)(n− 1)

3

Exercice (Système linéaire). Résoudre le système linéaire suivant en fonction de α ∈ R : αx + y + z = 1
x + αy + z = 1
x + y + αz = 1

, (x, y, z) ∈ R3.

Correction. Si α = 0 alors le système admet comme une unique solution x = y = z =
1

2
. Sinon αx + y + z = 1

x + αy + z = 1
x + y + αz = 1

L2 ← L2 −
1

α
L1

L3 ← L3 −
1

α
L1

⇐⇒


αx + y + z = 1(

α− 1

α

)
y +

(
1− 1

α

)
z = 1− 1

α(
1− 1

α

)
y +

(
α− 1

α

)
z = 1− 1

α

Puis si α = 1 alors le système est équivalent à

x+ y + z = 1

2



qui admet une infinité de solutions et qui sont de la forme x
y
z

 = λ

 1
−1
0

+ µ

 0
1
−1

 , λ, µ ∈ R.

Sinon α− 1

α
̸= 0 et ainsi

αx + y + z = 1(
α− 1

α

)
y +

(
1− 1

α

)
z = 1− 1

α(
1− 1

α

)
y +

(
α− 1

α

)
z = 1− 1

α

L3←L3−
1− 1

α
α− 1

α⇐⇒



αx + y + z = 1(
α− 1

α

)
y +

(
1− 1

α

)
z = 1− 1

α(
α− 1

α
−
(
1− 1

α

)2
α− 1

α

)
z = 1− 1

α
−
(
1− 1

α

)2
α− 1

α

⇐⇒ {

3



Question de cours. Enoncer et démontrer la formule du binôme.

Exercice (Sommes et produits). On considère la somme S =

n∑
k=1

k3.

1. Déterminer un polynôme P ∈ R[X] de degré 4 tel que

∀x ∈ R, P (x+ 1)− P (x) = x3.

2. En déduire une expression simplifié de S.

Correction.
1. On suppose qu’il existe un polynôme P = aX4 + bX3 + cX2 + dX + e tel que

X3 = P (X + 1)− P (X)

= a(X + 1)4 + b(X + 1)3 + c(X + 1)2 + d(X + 1) + e− aX4 − bX3 − cX2 − dX − e

= a
(
X4 + 4X3 + 6X2 + 4X + 1

)
+ b

(
X3 + 3X2 + 3X + 1

)
+ c

(
X2 + 2X + 1

)
+ d(X + 1) + e

− aX4 − bX3 − cX2 − dX − e

= 4aX3 + (6a+ 3b)X2 + (4a+ 3b+ 2c)X + a+ b+ c+ d.

Ainsi a =
1

4
puis b = −2a = −1

2
puis c = −4a+ 3b

2
= −

1− 3

2
2

=
1

4
puis d = 0 et e ∈ R. Ainsi un

polynôme possible est

P =
1

4
X4 − 1

2
X3 +

1

4
X2 =

X2

4
(X2 − 2X + 1) =

X2(X − 1)2

4
.

2. Nous avons alors par somme telescopique

S =

n+1∑
k=2

P (k)−
n∑

k=1

P (k) = P (n+ 1)− P (1) =
(n+ 1)2n2

4
.

Exercice (Coefficients binomiaux et formule du binôme). Démontrer la formule pour n, p ∈ N tels que

p ≤ n :
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

Correction. On procède par récurrence sur n ∈ N :

P(n) : ∀p ∈ J0, nK,
n∑

k=p

(
k

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

L’initialisation pour n = 0 est immédiate : (
0

0

)
= 1 =

(
1

1

)
.

Puis on suppose P(n) vérifiée pour n ∈ N. Soit p ∈ J0, n + 1K. Alors par relation de récurrence puis
formule de Pascal

n+1∑
k=p

(
k

p

)
=

n∑
k=p

(
k

p

)
+

(
n+ 1

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
+

(
n+ 1

p

)
=

(
n+ 1

p+ 1

)
.

Le principe de récurrence permet de conclure.

Exercice (Sommes doubles). Déterminer une expression simplifiée de
n∑

k=1

k2k. Indication : On pourra

écrire k comme une somme.

4



Correction. Nous avons

n∑
k=1

k2k =

n∑
k=1

k∑
j=1

2k =

n∑
j=1

n∑
k=j

2k =

n∑
j=1

2j − 2n+1

1− 2
= n2n+1−

n∑
j=1

2j = n2n+1− 2− 2n+1

1− 2
= n2n+1−2n+1+2.

Exercice (Système linéaire). Résoudre le système linéaire
1

x
+ 3y2 = 2

3

x
− 2y2 − 1

z2
= 5

− y2 +
1

z2
= 1

, (x, y, z) ∈ R∗ × R× R∗.

Correction. On considère les inconnus intermédiaires X =
1

x
, Y = y2, Z =

1

z2
. Alors

1

x
+ 3y2 = 2

3

x
− 2y2 − 1

z2
= 5

− y2 +
1

z2
= 1

⇐⇒

 X + 3Y = 2
3X − 2Y − Z = 5

− Y + Z = 1

L2←L2−3L1⇐⇒

 X + 3Y = 2
− 11Y − Z = −1
− Y + Z = 1

L2←L2−11L3⇐⇒

 X + 3Y = 2
− 12Z = −12

− Y + Z = 1

⇐⇒ Z = 1, Y = 0, X = 2

⇐⇒ z = ±1, y = 0, x = 1
2 .
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