Question de cours. Montrer ’assertion suivante
Vo,y € RY, In(ry) =In(z) + In(y).

Exercice. On considére deux fonctions f : R — R et ¢ : R — R convexes. A-t-on f o g convexe?
Question supplémentaire a 1’oral : Que faut-il rajouter comme hypothése supplémentaire 7

Correction. Nous n’avons pas nécessairement f o g convexe. En effet par exemple avec f = —X et
g = X? convexes, nous avons fog = —X?2 non convexe car strictement concave. Pour avoir fog convexe,
nous devons avoir pour tout z,y € R et t € [0, 1],

(feog) (I =tz +ty) < (1 —t)(fog)(x)+t(fog)(y)

Or nous avons déja par convexité de la fonction g

g((1 =tz +ty) < (1 —t)g(x) +tg(y).

Puis nous aimerions appliquer la fonction f des deux codtés pour utiliser sa convexité. Cependant pour
conserver le sens de 1'inégalité nous pouvons supposer la fonction f croissante. Dans ce cas

Flg(( =)z +ty)) < f((A = t)g(z) +tg(y)) < (1 —1)f(9(z)) + tf(9(y))
ce qui montre bien que la fonction f o g est convexe.

Exercice. On considére une fonction f : R — R telle qu’il existe une constante k € R’} telle que

Vo,y €R, |f(z) = f(y)] < klo —yl.

Montrer que la fonction f est continue. Montrer que la fonction racine carrée est un contre-exemple & la
réciproque sur R .

Correction. Soit a € R et (z,)nen € RY tel que z,, — a. Alors,
n— 400

VneN, |f(zn)— f(a)| < klz, —al.
Donc, en faisant tendre n vers +oco, nous obtenons

lim |f(zn) = fla)| =0,

n—-+oo

ie. lim,,, f(z) = f(a). Donc la fonction f est continue en tout a € R donc sur R. Réciproquement on
considére la fonction f = /- sur R,. La fonction f est continue sur R, et on suppose par 1'absurde
qu’elle vérifie la propriété précédente. Alors, en particulier pour x = 0, nous avons

VyeRy, y<ky.

Donc 1
Vy e Ry, — <k,
A

mais, en faisant tendre y vers 0, nous obtenons +o0o < k ce qui est absurde.

Exercice. On considére la fonction f : R — R définie par
Ve eR_, f(x)=0,
et )
Ve e Ry, f(z)=e 5.

1. Montrer que, pour tout n € N*, la fonction f est n-fois dérivable sur R* et qu’il existe une fonction
polynomiale P, telle que

1
Vr e RY, f(z) = e~ P, () .
x

2. En déduire que la fonction f est n-fois dérivable sur R pour tout n € N*.



Correction.

1. On montre la propriété par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, nous avons directement que la
fonction f est dérivable sur R* comme composée de telles fonctions et

1 1
Ve eRYL, fl(x)= 267% =e 7P <) ,

x x

avec Pj la fonction polynomiale donnée par P, = X?2. On suppose le résultat vrai au rang n € N*.
Alors la fonction f est n-fois dérivable sur R et il existe une fonction polynomiale P, telle que

1 1
Vz e RY, fM(z)=e" 7P, <$) :

Donc la fonction f(™) est dériable comme composée de telles fonctions et

V€ Ri’ f(n+1)(x) — (f("))'(x) — i?e_%Pn (i) — e_% iP,/l <1>

1 1 1 1 1
—e =P, |-]|—-=P, |- —eF nt+1 | — |
2 x 2 x T

avec P11 = X?(P, — P') fonction polynomiale. Le principe de récurrence permet de conclure.

2. Nous avons donc que la fonction f est n-fois dérivable pour tout n € N* sur R} et également sur
R* , avec (f (n))lRi = 0. Par conséquent nous avons par croissance comparée

o SO FO0) @)~ 7 0)
x 0 €T z\,0 xT

Donc la fonction f est n-fois dérivable sur R.



Question de cours. Montrer que la fonction exp et dérivable et calculer sa fonction dérivée.
Exercice. Que peut-on dire d’une fonction f : R — R convexe et majorée ?

Correction. Il s’agit d’une fonction constante. On suppose par I’absurde qu’il existe deux réels a < b
tels que f(a) # f(b), par exemple f(a) < f(b). Or par convexité nous avons que la courbe de la fonction
f est au dessus de la droite passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)). Autrement dit

b) —
veer @2 000 oy )
f(0) = f(a) R ‘ . T :
avec — > 0. De plus nous avons que la fonction f est majorée, donc, par inégalité, la fonction
f(b) — f(a) : ) .
x— 67(:1: —a) + f(a) ce qui est absurde. Par conséquent la fonction f est constante.
—a

Exercice. On considére a € R et la fonction f : R — R définie par
Vo € [1,+oc[, f(z) = (ax)?,
et
Ve €] —o0,1[, f(z)=asin (gx) .
Pour quelle(s) valeur(s) de la constante a, la fonction f est-elle continue ?

Correction. La fonction f est continue sur R\{1} comme composée de telles fonctions. Puis en 1, nous
avons - -
lim f(x) = a lim sin (fm) = sin (7) =a,
z 1 f( ) z 1 2 2
et
lim f(z) = o lim 2? = a®.
N1 f( ) N1
Donc la fonction f est continue en 1 si et seulement si a® = a i.e. a € {0,1}.

Exercice. On considére une fonction f : R — R dérivable et ¢ = |f|. Etudier la dérivabilité de la
fonction g sur R.
Correction. Soit a € R.

1. Si f(a) > 0 alors, par continuité de la fonction f, pour £ — a, nous avons f(z) > 0. Donc, par
dérivabilité de la fonction f :

1 9@ — (@) _ f(@)~ (@)

T—a xr—a r—a

= f'(a).
Donc la fonction g est dérivable en a et ¢'(a) = f'(a).

2. De méme si f(a) < 0, nous avons

o 90) =00 __f(@) ~ fa) _

r—a Tr—a Tr—a

3. Si f(a) =0 et f'(a) = 0 alors nous ne pouvons plus procéder comme précédemment. Nous avons
tout de méme par seconde inégalité triangulaire

9(z) — g(a)

r—a

f(x) = f(a)

Tr—a

lim

r—a

< lim =0.
r—a

Donc la fonction g est dérivable en a et ¢'(a) = 0.

4. Si f(a) = 0 et f'(a) # 0 alors nous ne pouvons plus procéder comme précédemment. Nous avons
tout de méme que la fonction f n’admet d’extremum en a. Nous pouvons supposer, quitte &
considérer — f, qu’il existe § € R*. tel que f(x) < 0 pour z € [a—0,a[et f(x) > 0 pour x € ]a,a+0].
Alors, comme précédemment, @) @

. glxr)—gla /
;% T —a = _f (a‘)7
: (@)~ gla)
. g\x)—gla ’ ’
Jim == = = () # —f(a).
Donc la fonction g n’est pas dérivable en a.
Finalement nous avons que la fonction g est dérivable sur R\{a € R, f(a) =0, f'(a) # 0} et pour tout
a dans cette ensemble, nous avons ¢’'(a) = signe(f(a))f’(a).



Question de cours. Montrer la limite suivante

lim ) _ g,
r—+00 X

Exercice. On considére la fonction f : R — R définie par

Vo € R\{-1,0,1}, f(z)=1In <1> :

]
et
Ve e {-1,0,1}, f(z) = 0.

Etudier la continuité de la fonction f sur R.
Correction. La fonction f est continue sur R\{—1,0,1} est continue comme composée de telles fonc-
tions. Puis en 0 nous avons

li = lim In(X)= 0.

lim f(z) =, lim In(X)=+oo#
Donc la fonction f n’est pas continue en 0. Puis en 1 ou en —1 nous avons

lim f(z) =In(1) =0= f(x).

rz—+1
Donc la fonction f est continue en —1 et en 1.

Exercice. On considére une fonction f : [a,b] C R — dérivable telle que f(a) = f(b) =0, f'(a) > 0 et
f(b) > 0. Montrer qu'’il existe ¢ € |a, b[ tel que f(c) = 0.

Correction. Nous avons

0 < f'(a) = lim f@) = fla)

N\ a Tr—a
Donc il existe a’ € ]a, b] proche de a tel que f(a’) > f(a) = 0. De méme

oy e f@) = f(b)
0< J'(0) = lim ===

Donc il existe b’ € |a, b[ proche de b tel que f(b') < f(b) = 0. Par conséquent, par théoréme des valeurs
intermédiaires appliqué a la fonction f sur [a’,b], nous avons l'existence de ¢ € |a’,V'[ C ]a,b[ tel que
F(e) = 0.

Exercice. On considére une fonction f: R} — R.

1. Soit z,y € RY et t € [0,1]. Déterminer s € [0, 1] dépendant de x,y,t tel que

1

e _(1-$)X +sY
A pergy ~ LsX+s

1 1
avec X = — et Y = —. Déterminer également 'expression de ¢ en fonction de s, X,Y.
x Y

1
2. En déduire que la fonction z — f () est convexe si et seulement si la fonction x — x f(x) est
x

convexe.

Correction.

1. Nous avons en effet

1 o l—t+t 1—t n t (=t 1 ty 1
(1-tx+ty (I-thre+ty (A—-ta+ty (1I-thre+ty (A—-tr+tyz (1-tr+tyy
1, ty .
Donc, en considérant s = ——————— nous avons bien
(1—t)z +ty
1 (I—-t)r+ty—ty (1-t)x
— 8§ = =
(1—t)z+ty 1-t)x+ty’



et
1 1 1
— =(1—-95)— —=(1-5)X+sY.
(1—t)x+ty ( s)x+sy (1=5)X+s
De plus nous avons aprés résolution
S
_ Sx _ X sY
1

st+(1—s)y S

-5 (1-s)X+sY’

. On suppose que la fonction = — zf(z) est convexe. Soit z,y € R et t € [0,1]. On considére
s, X,Y comme & la question précédente. Alors

1 1
! ((1 —t)x+ty> S Ao ax rey (L)X A9 X 4+ sY)

< oy (0 = =g (3) +er (3.

1 1
Donc la fonction f <> est convexe. Réciproquement on suppose que la fonction f (> est

convexe. Soit X,Y € RY et s € [0,1]. On pose alors z = Y’y =y ett = m pour avoir
t
s=—Y ___ Ainsi
(1—t)z +ty
(L= )X + V) (1= )X +8Y) = ot f (o
s s s 5 Sl -tr+ty’ (I —-tat+ty)’

1

1
Puis, par convexité de la fonction f | — | et ——— >0,
: (1—t)z +ty

(1=5)X+5Y)f (1 — $)X + sY) < m ((1 _y @) Lt (;)) ~ (1-s)f (i>+sf (;) .

1
Donc la fonction f ( ) est convexe.



