Question de cours (Question de cours). Montrer I’assertion suivante

V0,0 € R, exp(i(0+6')) = exp(if) x exp(if).

Exercice (Géométrie). On considére la similitude directe du plan de centre 0, de rapport — et d’angle
T
5"

1. Ecrire la fonction complexe f : C — C correspondante.

2. Soit zp = 1. Représenter sur le plan complexe les points zg et
Zn = f(Zn—l)
pour n € {1,2,3,4,5,6,7}.

3. Déterminer la longueur de la courbe brisée formée par les points zg, ..., Zn, -y Zoo-
Correction.

1. Nous avons

VzeC, f(z)= %
2. (I s’agit d’une spirale brisée.)

3. On note L la longueur de la courbe brisée. Alors

n
L= lim E |2k+1 — 2k,
n——+oo P

avec, pour tout k € N,

ik
2= fF1) = (foof)1) = o

2k
Donc
A L N LN 1 1 145
et =2 = (o T on| T g 2‘1“% it xy
Ainsi )
n 1— ——
=l Y= =6

Exercice (Trigonométrie). Résoudre dans R I’équation

cos(2x) + cos(z) = 0.
Citer deux méthodes et en détailler une.

Correction. Soit x € R tel que cos(2x)+cos(x) = 0. Nous avons au moins deux méthodes de résolution :
1. Nous avons

cos(2x) = cos(z + ) = cos(x)? — sin(z)? = 2cos(z)? — 1
Donc, en notant X = cos(z), nous obtenons

2X2+X-1=0.

Ainsi, aprés résolution de I’équation du second degré,

cos(z) =X =-1 ou cos(z)=X =

1
5
Donc, modulo 2,

{r5-3)
X T, =y ——= .
"3 3

Réciproquement les x appartenant & cette ensemble vérifient ’équation souhaitée.



2. Nous avons également

2 2x — 3
0 = cos(2z) 4 cos(z) :2005( x;—x) cos( 1;2 x> = 2cos <;> cos (g)

Donc

Ainsi il existe k € Z tel que

3

§:g+kﬂ' ou §:g+k’7{,
i.e. ok

x:quTﬂ ou z =+ 2km.

On retrouve la méme conclusion qu’avec la premiére méthode.
Exercice (Complexes). On considére z € C\{1}. Montrer que

1
|,z|:1<:>j
1—-2

€ iR.

Correction. On suppose que |z| = 1. Alors I'écriture exponentielle de z s’écrit z = e? avec 6 € [0, 2n]
et 0 # 0 car z # 1. Ainsi

%

i0 e e_i%—|—eig
1—|—z_1—|—e _ 2cos(

Q)
2

_ _ ptf -0 -6 -6 ;o (2
1—-2z 1-e is (6715 ezg) —2isin (%)

[MEY

z

=1a, i.e.

1
€ iR. Alors il existe a € R tel que 7 tz

1
Réciproquement on suppose que T
— 5 —z

1+ 2z =1a(l — 2) =ia — iaz,
ie.
1a —1
ia+1

Donc
a?+1

2| = ——=——
1 va?+1



Question de cours. Donner les solutions complexes de ’équation z"™ = 1 pour n € N. Le démontrer.

Exercice (Trigonomeétrie). Résoudre le systéme suivant d’inconnue z,y € R

2cos(z) + 3sin(y) = ff;
dcos(z) + sin(y) = Qf—%

Correction. Soit x,y € R vérifiant le systéme précédent. On considére les réels
X =cos(z), Y =sin(y).

Alors le couple (X,Y) vérifie le systéme linéaire

2X + 3Y = \/i—g
4X + Y = 2\[—%
Alors opération Ly — 2 x Ly donne
—5Y:Y—6Y:2\/§—%—2\/§+g:g ie. Y:—%.

De méme l'opération L; — 3 X Ly donne

—10X=2X—12X=\/§—g—6\/§+g:-5\/5, ie. X =

el ve 55}

Réciproquement si x,y appartiennent aux deux ensembles précédents alors le couple (z,y) vérifie le
systéme souhaité.

“[%

Par conséquent, modulo 27,

Exercice (Complexes). Soit n € N. Déterminer une fonction polynomiale réelle T,, tel que
V0 € R, cos(nd) = T,(cos(h)).

Correction. Nous avons, pour tout # € R, cos(nf) = Re(e™?) et, par formule du binome de Newton,

em? = ()" = (cos(8) + isin(9))"
= Z <Z) cos(0)" ik sin(0)*
k=0
= <Z> cos(0)" ik sin(9)* + (Z) cos(0)"*i* sin(9)*
i
3] n 1%z n
_ =212l i (9! —(2041) 2041 o )20+
lz_;(%) cos(6) sin(6)=" + Z (ZZ Y 1) cos(# =7 sin(0)
L5) L"z 1]
_ n n—20; 1\l 20, . n n—(2041) [ 1\ o 20+1
(21) cos(6)" ™ (—1)" sin(0)*" + ¢ Z (21 N 1) cos(6) (—1)"sin(0)* 7.
1=0 =0
Donc
L5] n L5 n
cos(nf) = (21) cos(0)" 2 (=1)! sin(h)* = <21) cos(0)" 2 (=1)1(1 — cos(h))* = T,,(cos(8))
1=0 =0

avec T,, la fonction polynomiale réelle définie par

Vz R, T,(z)= S (”):c"—?l(—nl(l — )2

I
=)



Exercice (Géométrie). Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géo-
meétriques données par ’écriture complexe suivante :

1. f1:z+—iz,

2. forzr—z4+1+4+1,

3. fy:zr— (14+iv3)z +/3(1 —1).
Correction.

1. Soit z € C. Si z = 0 alors fi(z) =0 = z et si z # 0 alors il existe 7 € R% et § € [0, 27[ tels que
z =re. Ainsi

fi(z) =iz = e'3ret® = rell@+3),

T

Donc le module ne change pas mais 'argument augmente de 1 La fonction f; correspond donc &
. ™

une rotation d’angle 1

2. Soit z € C. Alors il existe a,b € R tels que z = a + ib. Ainsi
fo(z)=z+1+i=a+1+4+i(b+1).

Donc la fonction fy correspond & une translation de vecteur (1,1).

3. La fonction f3 correspond & une similitude directe de centre, de rapport et d’angle & déterminer.
Le centre correspond au complexe invariant : zg € C tel que

20 = f3(z0) = (14 iV3)z + V3(1 — i),
1.e. \/5(1 _ Z)

=1++7.
iv3

zZ0 — —

Nous avons

1+iV3=vV1+3=2,

1 o
14ivV3 =2 <2+i\/§> — 915

et
2

Donc la fonction f5 correspond a une similitude directe de centre (1,1), de rapport 2 et d’angle g



Question de cours. Donner I'expression simple de arccos(z) + arcsin(x) pour tout z € [—1,1]. Le
démontrer.

Exercice (Complexes). Résoudre ’équation complexe e* = 3v/3 — 3i.

Correction. Soit z € C vérifiant ’équation. Alors il existe a,b € R tels que z = a + ib. De plus nous
pouvons écrire 3v/3 — 3 sous forme exponentielle :

13v3 — 3i| = V27 + 9 = V36 = 6.

Ainsi
. V3 1 ™ o @ iz
3V3-3i=6 <2 — 52 —6(005 (_5) + 7sin <_6)) =6e 'F.
Donc _
6672% — ez _ eaezb7
ie.

a = In(6), b:—%—&—lm, ke Z.

Réciproquement on vérifie que tous les z = In(6)+14 (f% + kﬂ) , k € Z satisfont I'équation e* = 3v/3—3i.

Exercice (Géométrie). Soit a € U un complexe de module 1.
1. Ecrire 'expression des solutions z; de I’équation 2™ = a en fonction de I’argument du complexe a.

2. Montrer que les points d’affixe (1 4 zx)™ sont alignés.

Correction.

1. Onnote 0 € [0, 2] 'argument du complexe a. Alors, pour z = ret? € C* avecr € R% et 0" € [0,27],
Nous avons

T =

2km

1
n n_in’ 0
=q <= = = 0 .
oaTre ¢ {9’ = 2420 keon—1]
n n

Donc les solutions de ’équation z™ = a sont de la forme

j0t2km

zr=2e"n , ke[0,n—1].

2. Pour montrer I'alignement nous avons besoin de 'argument des différents complexes :

942km o+2km L 0+2km o+2km 9+2kn 0+ 2kn
l+ze=1+e€"7n =¢ 2 (e’ o e ):el 2n cos(2 .
n

n i9+§k7r 0+ 2km ni i% k 0+ 2km "
(I+z)"=e <cos< ™ >) =e'2(—1) (cos( o )> .

. . . . 0
Donc toutes les points d’affixe (1 + zx)™ se situe sur la droite faisant un angle 5 avec laxe des

Donc

N . 4 oo . o
abscisses i.e. d’équation y = tan 5 )% Ainsi ces points sont alignés.

Exercice (Trigonométrie). On considére la fonction f définie sur R par
Vo € R, f(x) = cos(3x)(cos(x))>.

1. Etudier la parité et la périodicité de la fonction f. En déduire un intervalle d’étude suffisant.

2. Déterminer les sens de variation de la fonction f sur cet intervalle.

Correction.



1. Nous avons pour tout = € R,
f(=a) = cos(=3z)(cos(—x))* = cos(3x)(cos(z))* = f(),
et
f(o+7) = cos(3(x + 7)) (cos(x + 7)) = — cos(3)(— cos(x))® = cos(3x) cos(z)? = f(x).

Donc la fonction f est paire et m-périodique. Un intervalle d’étude suffisant est donc I = [0, ].

2. La fonction f est dérivable sur R comme produit de telles fonctions et pour tout z € R,
f'(x) = —3sin(3x)(cos(x))? —cos(3x)3 sin(z) (cos(z))? = —3 cos(z)?(sin(3x) cos(x) +cos(3z) sin(x))

= —3cos(z)?sin(4x).

On en déduit le tableau de variation

0 s ™ 3T
v 4 2 4 i
f'(x) - 0 + 0 —-— 0 4+
/ N\ /! N\ a




