Question de cours. Enoncer et démontrer la formule d’intégration par parties.

Exercice. Calculer I'intégrale

Correction. Nous avons
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De la méme maniére nous pouvouns effectuer le changement de variable v = In(z), du = —.
x
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Exercice. Déterminer 'ensemble de définition et une primitive de la fonction réelle f : z +— — T
4 —

Correction. Nous avons
2t —1= %D+ 1) = (z—1)(z+1)(z* + 1).
Donc le domaine de définition de la fonction f est
Dy =R\{1,1}.

De plus par décomposition en éléments simples, il existe a, b, c,d € R tels que

472 a b cr+d
= + + .
z4—-1 2z-1 z+1 2241
Ainsi
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Donc, en évaluant en 1 et —1,

_ax1r 4(—1)?2 .
S+ 7 T (m1=10)((-1)24+1)
Ainsi
4z2 1 1 +cx+d_ 2 +cw—|—d_2(x2+1)—|—(cx+d)(;v—l)(x—|—l)
-1 -1 2z+1 2241 (z—D(z+1) 22+1 x4 —1
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Donc c=0,d =2 et
422 1 1 2

x4—1:x—17x+1+x2+1'

Par conséquent une primitive de la fonction f est donnée par
F:xzv+— In(Jz — 1|) — In(|z + 1]) + 2 arctan(x).
Exercice. Calculer I'intégrale

%
I:/ v/ —22 4+ 2z + 8dz.
1

Correction. Nous avons, pour tout x € [1, g},

2
—x2+2x+8:—(x—1)2+9:9<1—(x;1> )




On effectue alors le changement de variable u = xT’ du = % ’

I:/2 9(17u2)3du:9/2mdu.
0 0

Puis on effectue le changement de variable u = sin(t), du = cos(t)dt,

™

I= 9/0g V/1 = sin(t)? cos(t)dt = 9/0’5 cos(t)2dt = g/j(l + con(2t)t — g [t .\ smgzt)} 5
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Question de cours. Enoncer et démontrer la formule de changement de variable.

Exercice. Calculer par une intégration par parties l'intégrale

1
I:/ arctan(x)dz.
0

Correction. Nous effectuons l'intégration par parties u = arctan(x), v’ =1

L g =T
1+ 22

[In(1 + ;EQ)](l) =

N =
NP
[N}

1
I= [arctan(:z:)x]é —/0 i

Exercice. Déterminer une primitive de la fonction f donnée par
Vz R, f(z)=e"(22%+32% —z+1).
Correction. Soit 2y € R. Alors une primitive de la fonction f est donnée par, pour tout = € R,

F(x) = / el (263 + 3t —t 4 1)dt.

0

Nous effectuons I'intégration par parties u(t) = 2t + 3t2 —t + 1,0/(t) = €',
xr
F(z) = [e"(2 + 36 =t +1)] — / e' (6% + 6t — 1)dt,
o
avec, par intégration par parties u(t) = 6t2 + 6t — 1,0/(t) = €',
xr

/ e'(61% + 6t — 1)dt = [e' (66> + 6t — 1)]. — / e’ (12t + 6)dt,

0 Zo

avec, par intégration par parties u(t) = 12t + 6,v'(t) = €,

/x e' (12t — 6)dt = [e' (12t + 6)]; —12 /m e'dt = [e' (12t + 6)]20 —12(e" — e™).
o o
Par conséquent une primitive de la fonction f est
F(z)=e"(22° +32% —x+1—62% =62+ 14122 +6 — 12) + Cy = (2% — 322 + 52 — 4) + Cj.
Variante : On peut chercher une primitive de la forme
F(x) = e“(az® + bx® + cx + d).

Exercice. Soit a,b € R et f: [a,b] — R continue telle que

Vo € [a,b], fla+b—2x)=f(x).

1. Montrer 1’égalité

/ab vf(@ydr = 5 b /abf(:c)dx.

I:/ x sin(x) dx
0

1+ cos(z)?

2. En déduire la valeur de

Correction.

1. Nous effectuons le changement de variable u = a + b — x,

b

/ab af(z)dr = — /bu(a—kb—u)f(a—i-b—u)du = /ab(a+b—u)f(u)du = (a+b) /ab f(u)du—/a uf (u)du.

Donc

/abxf(m)dx = a;—b /ab f(z)dx.



2. Nous avons bien pour tout z € [0, 7],

sin(m — ) _ sin(z) _ sin(z)
1+4cos(mr—x)2 1+ (—cos(z))? 1+ cos(x)?’

Nous pouvons donc appliquer ’égalité précédente

=" / _sin@)
2 Jo 1+ cos(z)?

Nous effectuons ensuite le changement de variable u = cos(z), du = — sin(x)dx,
7 b du o Yodu o _m
I= ) v Tre §(arctan(1) —arctan(—1)) = 5



Question de cours. Enoncer et démontrer le lien entre deux primitives d’une méme fonction.

I_/e dt
)i 2tIn(t) +t

Correction. Nous effectuons le changement de variable u = In(¢),t = €%, dt = tdu = e*du,

Exercice. Calculer I'intégrale

1

1
B du 1 _ In(3)
I_/O 2u+1—[2ln(2u+1)}0— e

Exercice. Donner le domaine de définition et une primitive de la fonction
1
(1—22)v1-— 2

Correction. Soit z € R. Alors f(x) a du sens si et seulement si z # 1 et 1 — 22 > 0, i.e. si et seulement
siz € ] — 1,1[. Donc le domaine de définition de la fonction f est

fixr—

Dy=]-1,1].

Soit zg € Dy. Alors une primitive de la fonction f est donnée par, pour tout x € Dy,

r dt
S e

On effectue le changement de variable ¢ = sin(u), dt = cos(u)du,

arcsin(x) arcsin(z) arcsin(x) 1
Fo) :/ cos(u) / cos2(u) du :/ du
— arcsin(zo) ]- - Sln \/ 1- Sln arcsin(zg) COS ) COS( ) — arcsin(zo) COS(U)

= tan(arcsin(x)) — tan(— arcsin(zg)) =

+ Lo X T Zo
cos(arcsm(m)) cos(arcsm(a:o)) Vi—-22 /1 —a2

Donc, pour 2o = 0 € Dy, une primitive de la fonction f est donnée par, pour tout x € Dy,
x

V1—a2

Exercice. Soient (o, 3) € R? et (m,n) € N. On considére

F(z) =

B
L = / (t — a)™(t — B)"dt.

1. Déterminer une expression entre Iy, , et Iy, 1 41 pour m > 1.

2. En déduire 'expresion de I, , en fonction de m et n.

Correction.

1. On effectue l'intégration par parties u(t) = (t — )™, v'(t) = (t — 8)",

n B B n+1
(t— g [ N m
Ipm=|(t—a)"—2L | — t—a)m Y =00 —— Ly 1
n= =)t N L mt-a) n+1 0=0= 77 lm-1nn

2. Nous avons alors

m m m-—1 m!n!

I = = Tt = — T pgn = = (—1)
) 1,n+1 ntlnt?2 2,n+2 ( )

ITL mo
n+1 oot

(n+m)!
ou les opérations successives sont justifiées par récurrence sur m € N : pour l'initialisation

0ln!
__ (_1\0
IO,n - ( 1) n' IO,na



et si 'on suppose la propriété au rang m alors au rang m + 1

m+1 m+1 ml(n +1)!

_ 1=— (_1)m m+1 (m + 1)!71!
n41 ™"t n+1 (n+14+m)

Ion+m+1-
(n+m+1)! O:ntmtd

Ierl,n = 'IO,n+1+m = (_1)

De plus nous avons
B (Oé _ B)m,+n+1
IOJl-’rm = / (t - B)m+ndt - —m

Par conséquent



