2n

Exercice (Exercice n°27). Déterminer un équivalent de Z — quand n — 400 de deux maniéres

Vk

k=n-+1
différentes :

1. en utilisant une comparaison série-intégrale,

2. en utilisant les sommes de Riemann.

Exercice. Etablir la convergence puis calculer la somme de la série de terme général

- 2n—1 > 3
R
Correction. Nous avons
2n 2
U, =

~ T — T 5 -
n—+00 n3 n2

Or le série ) % est convergente, donc, par théoréme de comparaison des séries a termes positifs équi-

valents, la série > u,, est convergente. Nous avons également

Vn > 3 _ 2n—1 _ 2n—1
NESUn T o2 —4) T nn—2)(n+2)

Puis par décomposition en éléments simples il existe a, b, c € R tel que

a b c
> = — .
vn 2 3,un n+n—2+n+2
Or
2X-1 _ X X 2X-1  X-2 . X-2 2X-1 X+2 X+2
X-2)(x+2) X2 Xx+2°X(x+2) X X +2%%(x-2)  x Tx-2
. 1 3 )
Donc, en évaluant en 0,2, —2, nous obtenons a = T b= 3 ¢ = ——. Ainsi
1 11 1
Vn > 3, un:§ +f——§

Donc, par sommes telescopiques,

N N N-2 N

3 1 11 5 1 321 1k 5
N3 S = (2o il 2 L )2y lyayl 2
=02 n_3(8n2+4n 8n+2) s2ntidn s

Puis, aprés simplification,
Sun = BydLo(3 1)1
=Nt 8 82 \8 43

+oo
89
D’ou Zun = —.
— 96

Exercice. On considére une suite de fonctions (fy)ney définies sur [a,b] C R a valeurs dans R, k-
lipschitziennes, et convergeant simplement vers f : [a,b] — R. Montrer que la convergence est uniforme.

Correction. Nous avons par hypothése

vneN, Vryelebl, [fulr) = fuly)l < klz -yl

Ainsi, en faisant tendre n vers 400, par convergence simple, on obtient que f est k-lipschizienne. Soit
e€R et a=ag <a <..<ay, =>bunesubdivision de [a,b] de pas inférieur ou égal a ¢. Soit x € [a, b],

il existe i € [1,m] tel que x € [a;, a;41], alors, par inégalité triangulaire,

[fn(2) = f(@)] < [ful@) = fulai)| + | fn(ai) — flai)] +[f(ai) — f(2)].

b+-c.



Puis, par k-lipschiziennité,

[fo(@) = f(@)] < 2k[x — ai] + | fn(as) — flas)| < 2ke + [ fu(ai) — f(as).

Or pour tout i € [1,m], fn(a;) - f(a;), donc il existe N € N (indépendant de ) tel que

Vi e [1,m],Vn > N, |fn(a;) — fla;)] <e.

Donc
Vn > N, |fu(z) — f(2)| < 2ke + €.

Par conséquent
Vn = N, [|fo— fllo < (2k+1)e

ce qui montre bien que la convergence est uniforme.



Exercice (Exercice n°29). On considére, pour n € N*, la fonction f, : R — R définie par

net + re "
Vo € R, n =22 +1)——.
reR, [ola) = (@ + )

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,)nen+ converge uniformément sur [0, 1].
! ne® + zxe™”

2. Calculer lim (22 +1)—————da.
n—+oo Jq n+x

Exercice. On considére (z,y) € R? et une suite (u,)nen définie par

n

YyneN, wu,= v .
ym+n

Déterminer la nature de la série > u, selon la position du point (x,y) dans le plan R2.

Correction.

1. On suppose |y| > 1. Alors

Donc :

n
1
(a) Si|z| > |y| alors la série > u,, est grossiérement divergente : (U, )nen = <<> )
neN

ne converge pas vers 0 quand n — +oc.
(b) Si|z| < |y| alors la série ) u,, est absolument convergente car

2. On suppose |y| < 1. Alors

Donc :

(a) Si|z| <1 alors la série Y u,, est absolument convergente car

(b) Si |z| > 1 alors |z| > |y|. Ainsi la série ) u, est grossiérement divergente comme précédem-
ment.
(¢) Siz =1 alors, par comparaison des séries a termes positifs, > u, est convergente.

(d) Siz = —1 alors nous ne pouvons pas appliquer le résultat précédent. Autrement nous
-Hr 1 -1 1 -1 1
e CU LI (o (1Y) L E (1),
noyL Y n n n n
n
. . ) (=" . A
avec, par critére des séries alternées convergente, et, par comparaison des séries a
n

1
termes positifs, > O <2) absolument convergente. Donc la série > est convergente.
n

Exercice. On considére la série de fonctions

nx

+oo +oo _
n €
=3

1. Déterminer le domaine de définition A de f.

2. Montrer que f est continue sur A.



Correction.
1. Soit z € R, alors :

(a) Siz < 0 alors (fp(x))nen ne converge pas vers 0 quand n tend vers +oo, d’oit ) fi,(x) est
grossiérement divergente.

(b) Si z > 0 alors f,(z) est le terme général d’une série alternée tel que |f,(z)] " 0 en
n—-+oo
décroissant. Donc, par critére des séries alternées, > f,,(x) est convergente.
Par conséquent A =R.

2. Soit n € N, alors, par critére des séries alternées,

e—(n—l—l)z 1
Vo € Ry, |Ry(x)| < |fugr(z)| =

<
n+2 ~T n+2

D’ou R,, converge uniformément vers 0 sur Ry, ce qui montre que »_ f,, converge uniformément
sur R .

De plus tous les f,, sont continues, done, par théoréme de continuité sous le signe somme, f = > f,
est continue.



Exercice (Exercice n°30).

1. Soit (fn)nen une suite de fonctions continues de [a,b] C R dans R. On suppose que cette suite
converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f : [a,b] — R. Montrer que la fonction f est
continue sur [a, b].

2. On considére la suite de fonctions (g, )nen définie par Vo € [0,1], gn(x) = 2™. Cette suite converge-
t-elle uniformément sur [0, 1] ?

Exercice. On dit qu’un série numérique Y u,, converge au sens de Cesaro si, en notant (S, ),en la suite
des sommes partielles de > u,, la suite (7},),en- converge ot

 Si4..+8S,
- n

VneN*, T,

1. Montrer que si la série est > u,, est convergente alors elle converge au sens de Cesaro.
2. On considére la suite (un)neny = ((—1)™)nen. Montrer que la série Y u,, ne converge pas et qu’elle
converge au sens de Cesaro.
Correction.
1. On suppose que la série ) u,, est convergente de somme S. Soit € € R*.. Alors il existe N € N* tel
que, pour tout n > N,

| ™

De plus nous avons

1 — 1 —
E;Sk - E};S

n

1 1 1 n—N e
SEZ|Sk*S|+E Z |Sk*5|§EZ|Sk*S|+ 3
=1 =1 N

T — S| =
n
k=N+1 =

<1

1N
Or = > |Sr — 9] = 0, donc il existe N’ > N tel que, pour tout n > N’,
n =1 n—+00
e €
T,— S| <-+-=e¢.
T, | < 5 tg=¢
Exercice. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définie par
YneN, VzeC, folz)=14+z+..+2"

1. Soit a € [0, 1[, montrer que la suite (f,)nen converge uniformément vers la fonction f définie par
f(z) =0 =2)"tsur D(0,a) = {z € C,|z| <a}.
2. Montrer que (fn)nen converge simplement mais non uniformément sur le disque unité ouvert
D(0,1) ={z € C,|z| < 1}.
Correction.
1. Soit z € D(0,a). Nous avons

+oo +o00
Vn eN,|fu(z) = f(2) = | 32 M < DD ab o 0
k=n-+1 k=n-+1

car a € [0,1]. Ainsi (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 — 2)~! sur D(0, a).
2. Soit z € D(0, 1), alors, d’aprés ce qui précéde

falz) == f(2)

n—-+4oo
Mais, pour z € | — 1, 1],

+o00 . |x‘n+1
1= fllow 2 1nlw) = @)= 3 ol = 17

k=n-+1

En particulier, pour z,, = 1 — % € D(0,1), nous avons

(-4 N
_ S om0 — -
7 f"”oo>1_(1_7;)_m<1 5t

Ainsi on ne peut pas avoir convergence uniforme.



