Exercice (Exercice n°31). On considére la série de fonctions . u,, avec

vn e N*, Vaze|o,1], un(aj):ln(lJr%),

T
n

On définit alors, pour les x tels que la série soit convergente,

S@ =3 (m(1+2) - 2).

n=1
1. Montrer que la fonction est dérivable sur [0, 1].

2. Calculer S’(1).

Exercice. On considére une suite de fonctions (f,)nen définies sur [a,b] C R a valeurs dans R, k-
lipschitziennes, et convergeant simplement vers f : [a,b] — R. Montrer que la convergence est uniforme.

Correction. Nous avons par hypothése
VneN, Va,y€lab], [fu(r)— fu(y)l <klz—yl

Ainsi, en faisant tendre n vers 400, par convergence simple, on obtient que f est k-lipschizienne. Soit
e €RY et a =ap <ay <...<ay, =>bunesubdivision de [a,b] de pas inférieur ou égal a e. Soit = € [a, ],
il existe i € [1,m] tel que x € [a;, a;41], alors, par inégalité triangulaire,

[fu@) = (@) < [fnl@) = fulas)| + [fa(a:) = fai)| + [ f(a:) = f(=)]-

Puis, par k-lipschiziennité,

[fn(z) = f(@)] < 2kl — aif + [fn(a:) = flai)| < 2ke + | fn(ai) — f(as)]-

Or pour tout i € [1,m], fn(a;) =7 f(a;), donc il existe N € N (indépendant de x) tel que
n—-+0o0

Vie Hlam]]avn >N, ‘fn(al) - f(a’l)‘ <e.

Donc
Vn > N, |fu(x) — f(z)| < 2ke + <.

Par conséquent
Vn > N, |[fn = fllo < (2k+1)e

ce qui montre bien que la convergence est uniforme.

] . Puis,

Exercice. On considérela fonction f : R — R 1-périodique définie par f(x) = z? sur [—%,%

pour z € R, on définit
—+ 00

e@) =Y 2 (5)-

n=-—oo
Le but de l'exercice est de montrer que ¢ = | - |.

1. Montrer que la fonction ¢ est bien définie sur R.
x
2. Déterminer I'expression de ¢ (5) en fonction de ¢(x) pour tout = € R.

3. Montrer que
Ve [0,1], ¢(z+1)—p(x)=1.

4. En déduire que le résultat est vrai pour les nombres diadiques :

: p p
VkeN, Vpe[o,24], <p(27k) - &
5. On admet que les nombres diadiques forment un ensemble dense dans [0, 1] i.e. pour tout = € [0,1

Al
il existe une suite de nombres diadiques (., )men telle que z,, A2 Moutrer alors que p(z) = x
m—r—+00

pour tout z € [0, 1].

6. En déduire le résultat souhaité.



Correction.
1. Soit x € R. Alors

[ V)

Vn € N,

wr(2) <3
.’1,'2

avec | — sommable car 1 < 1, et
n 2
neN

_N*’ 2n“ (7>‘ 2" = e
ne 2m 4 2=1 4

11
avec | —— sommable. Donc ¢(z) est bien défini.
274 ne—N*

2. Soit x € R. Alors, par changement d’indice,

+oo 1

¢(3)= X 7 (gem) = 59

3. Soit « € [0,1]. Alors nous avons

plz+1) —p(z) = io 2" (f (x;) _f<;)>

n=—oo

Or, pour n <0, f (&) = f(27 "z +27") = f(27"z) car 27" € N et la fonction f est 1-périodique,
d’ou
z+1 T
1) on - (—)
e -ot =32 (1 (50) -1 (3)

—zw< (f;)f(;))w((tl)z@f)

- R T

4. On raisonne par récurrence sur k € N. Pour & = 0, nous avons, pour p = 0, ¢ (2%) = (0) =

0 = =-. On suppose le résultat vrai au rang k € N. Alors, pour p € [0,2*], nous avons, d’aprés la

pN_Ll (py_1lp _p
¥ 9k+1 72('0 9k ) T 99k T 9k+1

et pour p € [2F, 281] alors p’ = p — 2% € [1,2*] et, d’aprés la question 3,
p\ 1 (P 1 i C1p 428 p
¢ (z) w*”(w“) —2<%"(2k )T T

5. Soit A € R*.. Alors pour tout n € Z, la fonction x —— 2" f (2%) est continue sur [—A, A] et pour

NENtelque%S%,

questlon 2,

nous avons

Yn >N, Vze[-A Al

T 11
21 (50)| < 54
f 2n /| — 2714
A2 N—-1

1
Or les séries Z — > ——— convergent, on en déduit que la série associée a la fonction ¢ est
n=N 271 n=—oo2” " 4

une série normalement convergente sur [—A, A]. Par conséquent, d’aprés le théoréme de continuité
sous le signe somme, la fonction ¢ est continue sur R. En particulier ¢ est continue sur [0, 1]. Ainsi,
pour = lim,, s 400 Ty € [0, 1] limite de nombres diadiques,

et
Vn < N,

p(r) = ml_lg_loo o(T) = ml_lg_loo LTm = T.



6. Soit x € Ry, alors il existe m € N tel que 577 € [0,1], donc

xr X X
o(z) @( om # \5m gm = &

Puis ¢ est une fonction paire, donc, pour z € R, ¢(z) = |z|.



Exercice (Exercice n°32). On considére, pour = € R ,

. Donner ’ensemble de définition de la fonction S.
. Etudier la continuité de la fonction S.

. Faire de méme avec son caractére C'.

=~ W N

. Déterminer lim, 1o S(z).

Exercice. On considére (z,y) € R? et une suite (u,)nen définie par

n

vneN, wu,= * .
Yy +n

Déterminer la nature de la série Y u, selon la position du point (z,y) dans le plan R?.

Correction.

1. On suppose |y| > 1. Alors

Donc :

n
1
(a) Si|z| > |y| alors la série > u,, est grossiérement divergente : (uy,)neny = ((w) )
neN

ne converge pas vers 0 quand n — +o00.
(b) Si |z| < |y| alors la série ) uy, est absolument convergente car

x x
lun] ~ =, |—|<1
n—+oo Yy Yy
2. On suppose |y| < 1. Alors
In
Unp ~ -
n—+oco N

Donc :
(a) Si|z| <1 alors la série Y u,, est absolument convergente car
|z["
|un| 'n,—;\—;-oo T, |J3‘ < 1.
(b) Si |z| > 1 alors |z| > |y|. Ainsi la série Y u, est grossiérement divergente comme précédem-
ment.
(c) Sia =1 alors, par comparaison des séries & termes positifs, > u, est convergente.

(d) Six = —1 alors nous ne pouvons pas appliquer le résultat précédent. Autrement nous
" 1 " 1 " 1
e S o) e 3)
n 14+ vy n n n n
n
_1)”

avec, par critére des séries alternées > convergente, et, par comparaison des séries a

1
termes positifs, Y O ( 2) absolument convergente. Donc la série ) est convergente.
n

Exercice. On considére la série de fonctions

—nx

+oo +oo
n €
f:;fn:x%;(—l) meE

1. Déterminer le domaine de définition A de f.




2. Montrer que f est continue sur A.

Correction.
1. Soit z € R, alors :

(a) Si x < 0 alors (f(z))nen ne converge pas vers 0 quand n tend vers +oo, d’ou Y f,(x) est
grossiérement divergente.

(b) Si z > 0 alors f,(z) est le terme général d’une série alternée tel que |f,(z)] = 0 en
n—-+oo
décroissant. Donc, par critére des séries alternées, > f,,(x) est convergente.
Par conséquent A =R.

2. Soit n € N, alors, par critére des séries alternées,

e—(n—l—l)z 1

Ve e Ry, |Ry(2)] < )| = <

D’ou R,, converge uniformément vers 0 sur Ry, ce qui montre que »_ f,, converge uniformément
sur Ry .

De plus tous les f,, sont continues, done, par théoréme de continuité sous le signe somme, f = > f,
est continue.



Exercice (Exercice n°33).
+oo
1. Montrer que la fonction f : z — 272 est définie et dérivable sur ]0, +-o00[.
—n + nex

2. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et +oc.
3. Déterminer des équivalents de la fonction f en 0 et +o0.

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définie par
VneN, VzeC, fulz)=1+z2z+..+2"

1. Soit a € [0, 1], montrer que la suite (f,)nen converge uniformément vers la fonction f définie par
f(z)=(00—2)"1 sur D(0,a) ={z € C,|z| < a}.
2. Montrer que (fn)nen converge simplement mais non uniformément sur le disque unité ouvert
D(0,1) ={z€C,|z| < 1}.
Correction.
1. Soit z € D(0,a). Nous avons

+o0 oo
Ve N |fu(x) — f() = | 3 < D aF — 0
k=n-+1 k=n-+1

car a € [0,1]. Ainsi (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 — 2)~! sur D(0, a).
2. Soit z € D(0,1), alors, d’aprés ce qui précéde

fa(z) — [(2)

n—-+oo
Mais, pour z € | — 1, 1],
|x‘n+1

1 — x|

+oo
1o = Fl > @) — f@ = 3 Jal* =

k=n+1
En particulier, pour z,, =1 — % € D(0,1), nous avons
(1 . i)n-ﬁ-l 1 n+1
SN S e 7V A ( — — 400
I/ = Falloc 1-— (1 - %) ( m) m—+00

Ainsi on ne peut pas avoir convergence uniforme.

Exercice. On considére la fonction somme
+o0
1

((z) = ne

n=1
Montrer que ¢ est dérivable sur |1, +oo[ et calculer sa dérivée.
Correction. Appliquons le théoréme de dérivation sous le signe somme :

1
1. Soit n € N*, alors la fonction f, : x — — est dérivable sur |1, +oo[ de dérivée
n

Vo €1, +o0, fi(x)= —ln(n)%.

1
2. Soit € |1, +o00[ et n € N*, alors )} — converge comme somme de Riemann avec z > 1.
n
3. Soit [a,b] C ]1,+o0] et n € N*, alors
Vo € [a,b], [fy(z)] =1In(n)— < In(n)—
1 .
avec Y In(n)— convergente par croissance comparée.
na

Donc la série de fonctions Y f/ converge normalement sur [a,b], donc uniformément.

Par conséquent, d’apreés le théoréme de dérivation sous le sigme somme, la fonction ¢ = Y f,, est dérivable
sur |1, +oo[ de dérivée

+oo
Vo e |l,+o0], C'(z) = —Zln(n)n%.
n=1



