Exercice (Exercice n°11). Soit n € N tel que n > 2, et E = K,,[X] l'espace vectoriel des polynémes a
coefficients dans K de degré inférieur & n. On définit 'application f : F — FE par

VPeE, f(P)=P-"P.

1. Montrer que 'application f est bijective de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de 'application f,
(b) en utilisant une matrice de I'application f.

2. Soit @Q € E. Déterminer P € E tel que f(P) = Q.
Indication : pour P € E, quel est le polynome P(*+1) ?

Exercice. On considére une suite réelle (a,)nen. Etudier dans les deux cas suivants le rayon de conver-
gence de la série entiére :

1. La suite (an)nen converge vers [ € R* quand n — +o0.

2. La suite (a,)nen est périodique non identiquement nulle.

Correction. Dans les deux cas la suite (a,)nen est bornée. En particulier la suite (a,1"),en est bornée.
Donc les rayons de convergence R; et Ry des deux cas vérifient

R, Ry > 1.

1. Comme [ # 0, nous avons, pour tout r € RY,

apr o~ Ir'™.
n—-+oo

Donc si 7 > 1 alors la suite (a,7™)nen est divergente. Par conséquent
Ry =1.

2. Comme la suite (a,)nen est non identiquement nulle et périodique, lim,, 1+, a,, # 0. Donc la série
> a,1™ est grossiérement divergente. Par conséquent

Ry =1

Exercice. On considére la fonction f définie par

arcin(z)
V1—a?

Montrer que la fonction f est solution d’une équation différentielle. En déduire le développement en série
entiére de la fonction f et donner son rayon de convergence.

Vee]|-1,1, f(z)=

Correction. La fonction f est dérivable sur | — 1, 1], comme quotient et composé de telles fonctions, et
pour z € | — 1,1],

() = arcsin’ (x)V1 — 22 — arcsin(x)(—2x)ﬁ _ 1+ %\/%g) _ L+ af(x)

1— 22 1—22 1— 22

i.e. la fonction f est solution de ’équation différentielle
(1—-2?)f'(z) —2f(x) =1=0, f(0)=0

De plus la fonction f est développable en série entiére Z a,z"™ comme quotient de telles fonctions. Or

la fonction f est impaire, donc les termes d’indice pair dans son développement en série entiére sont

2n+1

nuls. Ainsi on peut noter son développement en série entiére E anx . Puis le développement en série



entiére de f’ est 2(271 + l)anx2". Nous reportons ces deux séries entiéres dans 1’équation différentielle

1=(1-2%f"(2) —af(z)

—+oo +oo
=(1- x2)2(2n + 1)anz®™ — xZanxQ”H
n=0 n=0
+oo “+o0
= Z(Qn + a2 — 2(271 + 2)a, 2D
n=0 n=0

+o00 +00
= 2(271 + Da,z®" — Z2nan_1x2”
n=0 n=1

400
=ap+ Z((Zn + 1)an — 2nan_1)z*".

n=1

On obtient par unicité des coefficients d’une série entiére la relation suivante

2n 2n 2(n-—1)
:17 v EN*, n—5_ , 14n-1 = w5 an-2.
a0 " o 1™ T a1 2n 1 2
D’ou ) ( ‘)2
2°M(n!
Vn € N, n=-—"
" = 2+ 1)

Puis, aprés calculs,

An+41
ntl 4
Qp n—-+4oo

Ainsi, par critére de d’Alembert, le rayon de convergence est 1.



Exercice (Exercice n°14). Soient P le plan vectoriel de R3 d’équation z — 2y + 3z = 0
P={(z,y,2) €ER® 1z —2y+32=0},
et D la droite vectorielle de R? engendrée par le vecteur (2,2, 1)

2
D =Vect | 2
1

Montrer que les sous-espaces P et D sont supplémentaires dans R3
R*=P& D,

et déterminer les matrices dans la base canonique de R3 du projecteur sur P parallélement & D et de la
symétrie par rapport a P parallélement a D.

Exercice. On considére la série de fonctions

e—’ﬂ(E

“+o0 “+oo
onEZ:Ofn x’_>nz::o(—].)nn+1

1. Déterminer le domaine de définition A de f.

2. Montrer que f est continue sur A.

Correction.
1. Soit z € R, alors :

(a) Siz < 0 alors (fn(z))nen ne converge pas vers 0 quand n tend vers +oo, d’oit Y fi,(x) est
grossiérement divergente.

(b) Si & > 0 alors f,(z) est le terme général d’une série alternée tel que |f, ()] "y 0 en
n—-+0Q0
décroissant. Donc, par critére des séries alternées, > f,,(x) est convergente.
Par conséquent A = Ry.

2. Soit n € N, alors, par critére des séries alternées,

ef(n+1)az 1

Vo €Ry,  [Bn(@)] S fnpr (@)l = — e <

D’ou R,, converge uniformément vers 0 sur Ry, ce qui montre que »_ f,, converge uniformément
sur Ry .

De plus tous les f,, sont continues, done, par théoréme de continuité sous le signe somme, f = > f,
est continue.

Exercice. On considére une suite de fonctions (f,)nen définies sur [a,b] C R a valeurs dans R, k-

lipschitziennes
VneN, Vx,ye [a7b]7 |fn(x)_fn(y)‘ §k|x—y|,

et convergeant simplement vers f : [a,b] — R. Montrer que la convergence est uniforme.

Correction. Nous avons par hypothése
VneN, Vr,yelab], [fu(@)— faly)l <kl -yl

Ainsi, en faisant tendre n vers 4+o0o, par convergence simple, on obtient que f est k-lipschizienne. Soit
e€RY et a=uap <ay <..<ay,=>0unesubdivision de [a,b] de pas inférieur ou égal a e. Soit = € [a, ],
il existe i € [1,m] tel que = € [a;, a;+1], alors, par inégalité triangulaire,

[fn(x) = f(2)] < [falz) = falai)| + [fnlai) = fas)] + |fai) = f(2)].
Puis, par k-lipschiziennité,

[fo(@) = f(@)] < 2k[x — ai| + | fu(ai) — flas)| < 2ke + [ fu(ai) — f(as).



Or pour tout i € [1,m], fn(a;) =7 f(a;), donc il existe N € N (indépendant de x) tel que
n—-+0oQ

V1 c ﬂl,m]],Vn Z N, ‘fn(ai) - f(al)‘ S €.

Donc
Yn > N, |fu(z) — f(2)] < 2ke +¢.

Par conséquent
vn Z N7 an _fHoo S (2k+1)5

ce qui montre bien que la convergence est uniforme.



Exercice (Exercice n°9). On considére, pour tout x,y € R,
fx,y) = 2® +y° = 3ay.

1. Déterminer les points critiques de la fonction f.
2. Est-ce que la fonction f posséde un extremum global ?

3. Quels sont les extrema locaux de la fonction f?

Exercice. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définie par
VneN, VzeC, folz)=14+2z+..+2"

1. Soit a € [0, 1], montrer que la suite (f,)nen converge uniformément vers la fonction f définie par
f(z) =1 —=2)"1tsur D(0,a) = {z € C,|z| <a}.
2. Montrer que (fn)neny converge simplement mais non uniformément sur le disque unité ouvert
D(0,1)={z€C,|z| < 1}.
Correction.

1. Soit z € D(0,a). Nous avons

+o0 oo
Ve N |fu(z) -~ f() = | 3 < Do dF = 0
k=n-+1 k=n+1

car a € [0,1]. Ainsi (f,)nen converge uniformément vers f(z) = (1 —2)~! sur D(0, a).

2. Soit z € D(0,1), alors, d’aprés ce qui précéde
fu(z) — f(2)
Mais, pour z € | — 1,1],

|x‘n+1

1 — x|

+oo
1o = Fl = @) — f@ = 3 Jal* =

k=n+1

En particulier, pour z,, = 1 — % € D(0,1), nous avons

_1\ntl n+1
1 = ful zwm(ll) e
T 1-(1-5) m Moo

Ainsi on ne peut pas avoir convergence uniforme.

Exercice. On considére la suite (a,,)n,en définie par

ap=1, a1=3, Y¥n>2, a,=30,1—20,_9.

1
1. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére complexe Z an 2" vérifie R > 1

2. Montrer que, pour tout z € C tel que |z| < R,

+oo
" 1
J@)i= D o = o
n=0

3. En déduire la valeur de R ainsi que l’expression de a,, en fonction de n.

Correction.
1
1. On souhaite montrer que la suite (ann> est bornée. Pour les premiers termes nous avons
neN
1 1 3 1 7
aw—==1, a—=-<1, a — <1
040 Y4l Ty ‘42 16



On montre alors par récurrence double sur n € N la propriété

1 . .,
nl| o, = 4 s n| =
la |4n<1 ie. |apl <4

Nous avons l'initialisation d’aprés ce qui précéde. On suppose le résultat vrai aux rangs n — 1 et
n — 2 pour n > 3. Alors

lan| < 3lan_1| 4+ 2lan_o| <3x4" 14 2 x4" 2 <(341) x4 1 =4",

<4
- , . 1 .
Le principe de récurrence permet de conclure que la suite an4—n est bornée par 1. Donc
neN
1
R>-.
— 4
. Soit z € C tel que |z| < R. Alors
“+o00 “+o0
fz)= Zanz" =ag+az+ Zanz"
n=0 n=2
400 —+oo +oo
=aqag+ajz+ Z(San_l —2an,-2)2" =ag+ a1z + SZZanz” — QZQZanz"
n=2 n=1 n=0

=ap+ a1z +32(f(2) —ag) — 222 f(2) = 1+ 32f(2) — 222 f(2).

Donc 1
I =om
. Nous avons donc par décomposition en éléments simples
1 Q@ 8
1) = (z—1)(2z—-1) z-1 + 2z -1’
avec a, B € R tels que
1 z—1 1 2z —1
P s s L e T
) 1
Donc, en évaluant en z =1 et 2z = 2 nous obtenons
1
2
Ainsi N N
1 2 1 2 = =
_ o — _ — _ n ) U
O = w1t ;Z+; =

. . .. .
oll les deux séries entiéres sont de rayon de convergence 1 et 3 Ainsi

1 1
R=min(l,-|=—-.
m1n<,2> 5

De plus nous avons montré que

+oo +o00
Zanz” = 22(2"+1 —1)z"
n=0 n=0

Donc, par unicité d’un développement en série entiére,

VneN, a,=2""_1.



