Exercice (Exercice n°23).
1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués). Pour chaque dé pipé, la probabilité
d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut ok
(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6. Quelle
est la probabilité que ce dé soit pipé?
(b) Soit n € N. On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n
fois le chiffre 6. Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?
(¢) Déterminer lim,,_, 1o pp,. Interpréter ce résultat.

Exercice. Montrer qu’il existe une fonction f : [0, +00] — Ry continue, non bornée et intégrable sur
[0, 400 :

/00 f(z)dz < 4o0.
0

Correction. On considére les suites (ap)n>2 €t (bn)nen- définies par

1
Yn>2, a,=n-— bn:n—&——3
n

n3’

Puis la fonction affine par morceaux et continue f : [0, +00[— Ry définie par :

1. f =0 sur [0, +oo[\ (+Ljo]an,bn[>.

n=1

2. f=idg sur +Ljo {n} =N.

n=1

3. f affine sur les [a,,n] et les [n,b,].

00 400
/0 f(z)dx = 7;2

De plus la fonction f est continue et non bornée.

Ainsi
bn

+oo
1
f(x)de = Zﬁ < 400
n=2

an

Exercice. On considére la suite (a,)nen définie par

ap=1, a1=3, Yn>2, a,=3a,1— 20, 9.

1. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére complexe Z an 2" vérifie R > i
2. Montrer que, pour tout z € C tel que |z| < R,
= 1
f(z) = ;anzn = 22 311
3. En déduire la valeur de R ainsi que ’expression de a,, en fonction de n.
Correction.

1. On souhaite montrer que la suite (an41n> . est bornée. Pour les premiers termes nous avons

aO%:L a1%:§<1, CIQ%:%<1.

On montre alors par récurrence double sur n € N la propriété

<1

|an|4—n_ , le. Jan| <4"

Nous avons l'initialisation d’aprés ce qui précéde. On suppose le résultat vrai aux rangs n — 1 et
n — 2 pour n > 3. Alors

< B ) L < 4n—1 2 4n—2 < 1 4n—1 — 4",
|an| < 3lan—1] + 2|an—2| < 3 x + X <(3+4+1)x
<4



Le principe de récurrence permet de conclure que la suite (an4n> est bornée par 1. Donc

neN
1
R>-.
— 4
2. Soit z € C tel que |z| < R. Alors
+oo too
flz)= Zanz" =ag+a1z+ Zanz"
n=0 n=2
+00 +oo +00
=ag+ a1z + Z(San_1 —2ap_2)2" =ap+ a1z + SzZanz” — QzQZanz”
n=2 n=1 n=0

=ap+ a1z +32(f(2) —ag) — 222 f(2) = 1+ 32f(2) — 222 f(2).
Donc
_ 1
I&)=ga—g 77

3. Nous avons donc par décomposition en éléments simples

1 « 153
IO =cy@m-ny " oitm-1

avec a, B € R tels que

1 +Z_1B 1 2z —1
= =
2z —1 2z — 17

z—1 z—laJrﬂ'

1
Donc, en évaluant en z =1 et z = o nous obtenons

Ainsi
+oo —+oo
1 2 1 2 .
e — e — 2 2'ILTL
G =75 - "1-%2 ;z + nz:% o

. 1
ou les deux séries entiéres sont de rayon de convergence 1 et 5 Ainsi

1 1
R=min(1,- ) ==.
m1n<,2> 5

De plus nous avons montré que

+oo +oo
Zanz” = 22(2"+1 —1)2".
n=0 n=0

Donc, par unicité d’un développement en série entiére,

VneN, a,=2""_-1.



Exercice (Exercice n°4).

1
1. On considére les fonctions g : € R — e*® et h : 2 € R\{-1} — Toa Calculer, pour tout
x
k € N, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h.

2. On consideére la fonction f = g x h. En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n-iéme
d’un produit de fonctions, déterminer, pour tout n € N, la dérivée d’ordre n de la fonction f.

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Exercice. Soit p,k € N* et on considére la fonction f, 5 : @ € ]0,1] — 2P In(z)".

1
1. Montrer que la fonction f, j est intégrable sur ]0,1]. On note alors K, , = / fpi(z)d.
0

2. Exprimer K, j en fonction de K ;1.

1
3. Exprimer J,, := / (xln(x))"dz en fonction de n € N.
0

4. Montrer que
1 +o00
(="
xdr =
f o= S

Correction.

. . . 1
1. La fonction fp ) est continue sur |0,1] et, par croissance comparée, f, () =0 ( avec
Tr—r+00

1
T — 7 intégrable sur ]0, 1]. Donc la fonction f, ;. est intégrable sur |0, 1].
x

2. Nous avons

— 2P n(z)* — 0.
p+1 z—0

Donc, par intégrations par parties,

K p,=———K,_
p.k pr1 p,k—1

3. On montre par récurrence que

(—1)FK! _ (—1)kE!

Kyrp=+—>-K —
PEZ (p+ ETPO T (p 1)kl

Ainsi

(=1)"n!
o= Ky = ~—
) (TL + 1)n+1

4. Soit = € 10, 1], alors

“+o0 n +oo
xw — ea:ln(:u) — Z% = an(x)7
: n=0

n=0
ou

a) Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur |0, 1].

(c) La fonction somme ) f,, : & — =% est continue sur |0, 1].

(a)
(b) La série de fonctions Y f, converge simplement sur |0, 1].
)
(d) Pour tout n € N,

1 1 lm"—nxnx—i—” 1mn_nxnx_|Jn|_ 1
[ 1= 5 [y = L [Cecmeya =

n n! (n+ 1)+’
! 1
/0 [ fo(@)lde | = o (n)

D’ou la série ) fol | fn(2)|dz est convergente.

Donc



Par conséquent, d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, la fonction x — z* est intégrable
sur |0, 1], la série > fol fn(x)dz est convergente et

1 - 1 400 _+oo 1 _+°°Jn_+°° (—1)»
/Oxdx—/o nz_%fn(x)dm—nz_%/o f"(x)dx_;ﬁ_r;m.

Exercice. On considére une suite réelle (a,)nen. Etudier dans les deux cas suivants le rayon de conver-
gence de la série entiére :

1. La suite (ay,)nen converge vers | € R* quand n — +o0.

2. La suite (a,)nen est périodique non identiquement nulle.

Correction. Dans les deux cas la suite (a,)nen est bornée. En particulier la suite (a,1™),en est bornée.
Donc les rayons de convergence R; et Ry des deux cas vérifient

Ri, Ry > 1.

1. Comme [ # 0, nous avons, pour tout r € R,

apr o~ r
n—-+oo

n

Donc si r > 1 alors la suite (a,7™)nen est divergente. Par conséquent
Ry =1

2. Comme la suite (a,)nen est non identiquement nulle et périodique, lim,, s 4o a,, 7 0. Donc la série
> an1™ est grossiérement divergente. Par conséquent

Ry =1.



Exercice (Exercice n°33).
+oo
1. Montrer que la fonction f: z — 272 est définie et dérivable sur ]0, +-00[.
+ n4x

2. Déterminer les limites de la fonction f en 0 et 400 puis des équivalents de la fonction f en 0 et en
+0o0.
Exercice. On considére une fonction f : [0, +00] — R de classe C* et intégrable sur [0, +oo.
1. Soit A € R . Montrer que

lim /A f(t) cos(xt)dt = 0.

r—r+o0 0

2. En déduire que
+o00o
lim f(¢) cos(xt)dt = 0.

r——+00 0

3. Conclure que

: Tt gy
xETwAf(t)e dt =0

ce qu’on appelle le théoréme (ou lemme) de Riemann-Lebesgue.

Correction.

1. Nous avons par intégration par parties pour tout x € R%

X
avec (A)
Sii(x
A 0
f( ) x x—>—+>00 ’
et
1A’t'tdt<1A’ — 0
A fr@)sin(at)dt) < — Al o o.a =72 0
Donc

lim /A f(t) cos(xt)dt = 0.

r—+o0 0

2. Soit € € R%.. La fonction f est intégrable donc

+o00
/ FOldE — 0.

A A—+oo

+o00 e
| s < s,

Puis, d’aprés la question précédente, il existe o € R tel que

Donc il existe A € R tel que

Vo > x, t) cos(zt)dt| <

| ™

Donc, pour tout x > xg,

t) cos(xt)dt

/O+OO f) cos(xt)dt‘ <

oo
+/ |f()|dt < e.
A
3. On en déduit avec le méme raisonnement

lim / f(t)sin(zt)dt = 0.

r—+00 R

Ainsi, comme la fonction f est a valeurs réelles,

lim /f(t)ei”dt: lim /f cos(zt)dt + 4 lim /f sin(zt)dt = 0.

Tr——+00 R Tr—+00 r——+00



Exercice. On considére la fonction f définie par

arcin(z)
V1—2a?

Montrer que la fonction f est solution d’une équation différentielle. En déduire le développement en série
entiére de la fonction f et donner son rayon de convergence.

Vee]|-1,1, f(z)=

Correction. La fonction f est dérivable sur | — 1, 1], comme quotient et composé de telles fonctions, et
pour z € | — 1,1],

arcsin’ (x)V/1 — 22 — arcsin(x)(—Zx)ﬁ 1+ %\/%g) 1+ zf(z)

1— 22 1—22 1— 22

f'(@)

i.e. la fonction f est solution de ’équation différentielle
(1-2?)f'(z) —2f(x) =1=0, f(0)=0

De plus la fonction f est développable en série entiére Z a,z"™ comme quotient de telles fonctions. Or
la fonction f est impaire, donc les termes d’indice pair dans son développement en série entiére sont

l,2n+1

nuls. Ainsi on peut noter son développement en série entiére E an . Puis le développement en série

entiére de f' est 2(271 + 1)anx2”. Nous reportons ces deux séries entiéres dans 1’équation différentielle

1=(1-2%f(2) - af(z)

—+oo —+oo
=(1- xz)Z(Qn + Da,z* — xZan$2"+1
n=0 n=0
+oo —+oo
= Z(?n +1a,z® — Z(2n + 2)a, 2D
n=0 n=0

+o0o too
— 2(271 + l)an:cZ” - Z2nan_1x2"
n=0 n=1

+oo
=ag + Z((Zn + Day, — 2na,_1)2*".

n=1

On obtient par unicité des coefficients d’une série entiére la relation suivante

2n 2n 2(n—1)
=1, VneN* = = A
do=h TRER O T T o 21
D’ou 2012
24" (n!
VneN, a,=-——2
" = e+ 1)

Puis, aprés calculs,
An+1
ntl g

Qp n—-+4oo

Ainsi, par critére de d’Alembert, le rayon de convergence est 1.



