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1 Pivot de Gauss

1.1 Meéthodes de remontée et de descente

Exercice 1. Déterminer les solutions des systémes dont les représentations matricielles sont données
ar

1 2 3 T 6 1 0 0 T 6
0 1 2 z | = 3 |, 2 1 0 s | =1 3

Correction. Pour le premier on applique la méthode de remontée

Tr3 = 1,
puis
. 3-2
To+2x3 =3 ie xo= I =1,
et enfin
6 — 2:132 — 3.%'3
r=——=1
1
Pour le second on applique la méthode de descente
xr1 = 67
puis
3 — 2.231
To = 1 = —9,
et enfin
1-— 3331 — 2.%‘2
a’j3 = 1 =

1.2 Meéthode du pivot de Gauss

Exercice 2. On considére le systéme dont la représentation matricielle est donnée par

) 2 1 1 12
5 —6 2 T2 = 1
—4 2 1 I3 3

1. Déterminer la solution de ce systéme.
2. Calculer le nombre exact d’opérations que vous avez effectuées.
Correction.

1. Nous avons le premier coefficient 5 # 0 donc on peut le choisir comme pivot. On effectue ensuite
les opérations

4
LQ%LQ—Ll, L3<—L3+3L1.



Nous obtenons donc

5 2 1 12
T
0 -8 1 S IO S ¥
SECI N B 63
5 5 ’ 5
On continue avec le pivot —8 # 0. Nous effectuons 'opération
L3 <+— L3+ 8 Lo = L3+ L
3 ST Exg T T T s xa
Nous obtenons donc
5 2 1 12
Ty
0 -8 1 v _ | —11
5 | =
oo 0\ )
4 ° 20

On applique ensuite la méthode de la remontée

153 17
Ty = —— = —
ST 45 T 5
puis
—11—23 55417 72 9
x = = = = -
? -8 40 40 5
et enfin
12—2%2—.%3 60 — 18 — 17
T = = = 1.
5 25
2. Pour la premiére étape de la trigonalisation nous avons effectué :
e 1 division
4
£
e 2 multiplication
4
- x2, —=x12
5 5
e 6 soustractions (additions)
4 18 4 9 4 63
—6—-2=— 2—-1=1, 2—=-x2=—, 14+=-x1=-, 1-12=-11 -x12=—.
0 5 T T T TR TR g 5

Pour la seconde étape de la trigonalisation nous avons effectué :

e 1 division

18
5
-8
e 1 multiplication
8
5x8

e 2 soustractions (additions)

9 18 63 18
0 (—11),
5T5xs 5 Tsxg 1

Pour la méthode de remontée nous avons effectué :

e 1 multiplication
2 x xTg.

e 3 soustractions
71171’3, 1272.%27503.



e 3 divisions

153
TO —11—1‘3 12—2332—332
9 -8 5 '
4

Au total nous avons donc 5 divisions, 4 multiplications et 9 soustractions (additions).

Exercice 3. Déterminer la solution du systéme dont le systéme matricielle est donné par

112 1 1 5
11 4 2 w | | 7
32 2 2 zs |~ | 10
4 2 2 4 T4 13

Correction. On effectue les opérations
LQ(—LQ—Ll, Lg(—L3—3L1, Ly+— Ly — 414

pour obtenir

11 2 1 T 5
0o 0 2 1 | | 2
0 -1 —4 -1 s | | -5
0 -2 —6 0 4 —7

On remarque que le premier coeflicient suivant est nul, on échange donc les lignes 2 et 3

Lo+— L3
pour obtenir
1 1 2 1 1 5
0 -1 —4 -1 z2 | | -5
0 O 2 1 x3 | 2
0 -2 -6 0 Ty -7

On peut donc maintenant effectuer 'opération suivante
Ly<+— Ly—2Lo

pour obtenir

1 1 2 1 1 5
0 -1 —4 -1 z2 | | -5
0 0 2 1 T3 | 2
0 0 2 2 Ty 3
On effectue ensuite 'opération
L4 — L4 — L3
pour obtenir
1 1 2 1 T 5
0 -1 -4 -1 2 | | -5
0 0 2 1 3 | 2
0o 0 0 1 Ty 1
Il ne reste plus qu’a effectuer la méthode de remontée pour obtenir
1

1.3 Choix du pivot

Exercice 4. En optimisant le choix du pivot, redéterminer la solution du systéme dont le systéme
matricielle est donné par

112 1 1 5
11 4 2 wm | |7
32 2 2 zs | | 10
4 2 2 4 T4 13



Correction. On remarque que le premier coefficient n’est pas le plus grand. On effectue donc I'opération

Ll — L4
pour obtenir
4 2 2 4 1 13
1 1 4 2 z2 | 7
3 2 2 2 z3 |~ | 10
11 2 1 T4 5

On effectue les opérations
1 3 1
LQ%LQ*ZLM L3<¥L371L1, L4<¥L471L1
pour obtenir

x
1 1
T2

T4

(an) (e [en YN
NN N~ N
DN QA N | =TI N

I
NN s

On remarque que le pivot suivant 3 est le plus grand. Nous n’avons donc pas besoin d’échanger de lignes.

On effectue ensuite les opérations
L3(—L3*L2, L4<—L4*L2

pour obtenir

13
122 4y (8

- 2 1 -
05 3 2ol=] 4
00 -3 —2 || L
00 -2 -1 Ta 2

On remarque que le pivot suivant —3 est le plus grand (en valeur absolue). Nous n’avons donc pas besoin
d’échanger de lignes. On effectue ensuite 'opération

2
L4<—L4—§L3

pour obenir

4 2 2 13
o LT 1 15
5 3 w|_| &
0 0 -3 —2 3 -3
00 0 1 T4 1
3 3

Il ne reste plus qu’a effectuer la méthode de remontée pour obtenir comme & ’exercice précédent

1
g =1, $3=§, Tro =2, x1=1

1.4 Méthode de Gauss-Jordan

Exercice 5. Déterminer 'inverse des matrices suivantes par la méthode de Gauss-Jordan.

1 5 6
A:(éf), B=|2 8 9
3 15 19



Correction. Pour la matrice A nous avons

(2 DI )

i,Lg(—LQ—QLl

(o 2)1(% 1)

2
J,L1<—L1+§L2

Donc

Pour la matrice B nous avons

1 5 6 1 0 0
2 8 9 ‘ 01 0
3 15 19 0 0 1
\LL2<;L272L17 L3<¥L373L1
1 5 6 1 00
0 -2 -3 ‘ -2 1 0
0 0 1 -3 0 1

5)
¢L1<—L1+§L27 L3 +— L3 —0Lsy

3 5

1 _Z —4 =
0 5 4 5 0
0 -2 -3 -2 1 0
0 O 1 -3 0 1

3
\LL1<—L1+§L3, L2<—L2+3L3

0 -2 0 ‘ —11 1 3
0 0 1 3 0 1
1
¢L2<——§L2
17 5 3
1 00 5 3 3
010 ‘ 1j 13
0 0 1 2 2 2
-3 0 1
Donc

s 3

B! — 1% 21 2§

2 2 2

-3 0 1



2 Factorisation LU

Exercice 6. On considére la matrice
9 6 3
A= 6 3 1
1 0 1
1. Montrer que A admet une décomposition LU et la déterminer.
2. Calculer le déterminant de la matrice A.

3. Résoudre par la méthode LU le systéme Ax = b avecb= | 5

4. Calculer le cotit de cette résolution en terme d’opérations.
Correction.

1. Les sous-matrices diagonales de la matrice A sont

9 6
9 A
o (23)
et sont toutes inversibles car de déterminants non nuls. Par conséquent la matrice A admet une
décomposition LU. Nous avons avec les opérations

6 2 9 6 3
LQ(—LQ—*leLQ—ng 0 -1 -1
) A(l) = EIA = )
L3y +— L3 — =14 0 _g 2
9 3 3
puis
9 6 3
2 1 —
Ly« Ly — Lo, A® —ppAa=| 0 1 41 — U
0 O —
3
Puis
1 0 0
(0) 1 0 0
a1
’ 1 0 2
Sl I TR el E I
az1 Q33 - =1
0y 1 9 3
(1)
Ay Q22

2. Nous avons par propriété du déterminant

det(A) = det(L)det(U) =1 x9 x (—1) x = = —12.

[OUR I

3. Nous avons
Ly = b

Ar=b <+— {U:r —

On cherche d’abord y € R3 tel que Ly = b. Effectuons la méthode de descente

= by —9. o —Loyyr 1y b3 —az1y1 —azzy2 2
1=7— =9, Yo=—F7"""—=-1, ys= ==
Lia Ls 2 Ls s 3
Donc
9
y= _21
3



Puis on cherche 2 € R3 tel que Uz = y. Effectuons la méthode de remontée

. U3 _ 1 x:yz—UQ,sxszl m:y1—U1,2y2—U1,3y3:}
ST Uss 20 7P Us. 2 Ura 2
Par conséquent
1 1
1

est la solution de Az = LUz = Ly = b.
4. Pour la premiére étape de trigonalisation nous avons effectué :

e 2 divisions

6 1
9 9
e 4 multiplications
9 X 6 9 X 3 1 X 6 1 X 3.
9 9 9 9
e 3 soustractions 6 6 !
3—§><6, 1—§><3, 1—§><3.

Pour la seconde étape de trigonalisation nous avons effectué :

e 1 division

2
3 .
-1
e 1 multiplication
2
3
3 % (-1
B ()
e 1 soustraction (addition)
2
2 3
S 3 (-1
3~ —1 <

Pour la méthode de descente nous avons effectué :

e 0 division car les coefficients diagonaux de L sont égaux a 1.

e 3 multiplications

2 1
ngl’ §><y1, gxl&-
e 3 soustractions
2 1 2
y2—§y1, y3—§><y1—§><y2.

Pour la méthode de remontée nous avons effectué :

e 3 multiplications
—1 X x3, 6)(1’2, 3 X x3.

e 3 soustractions
bg—].X(Eg, b1—6X.’E2—3X£E3.

e 3 divisions
b3 bz—].X(Eg b1—6><$2—3><$3

El -1 9
3

Au total nous avons 6 divisions, 11 multiplications et 10 soustractions.



Exercice 7. Déterminer les décompositions LU des matrices suivantes.

-2 1 0 0 0
5 2 1 2 4 4 -4 5 2 0 0
A= 5 -6 2 |, B= 1 3 1), C= 0 -3 -1 -1 0
-4 2 1 1 5 6 0 0o -2 4 1
0 0 0 2 =2
Correction. Nous avons
1 0 0 5 2 1
1 1 0 0 -8 1
A= 4 9 0 9 ’
5 20 4
1 00
1 2 4 4
B= % L0 01 -1 |,
00 7
3 3 1
et
1 0 0 0 O -2 1 0 O 0
2 1 0 0 O 0 3 2 0 0
cC=]10 -1 1 00 0 01 -1 0
0 0 -2 1 0 0 0 0 2 1
0 0 0 1 1 0O 00 0 -3

ou l'on a reconnu une matrice tridiagonale. Nous pouvons alors obtenir la décomposition de Cholesky de
maniére classique par la trigonalisation de I'algorithme du pivot de Gauss mais également par la propriété
des matrices diagonales en considérant les déterminants dg, d1, 2,03, 94,05 des matrices extraites et la
formule associée aux matrices L et U.

Exercice 8. Soit A = (a;j)1<i,j<n définie par :
1 sit=jouj=n
VZ,] € {1,...,TL}, Qij = -1 Sl’L>]
0 sinon
1. Montrer que A admet une décomposition LU.

2. Effectuer la décomposition LU de A pour n € {2,3,4}.

3. Démontrer que pour tout n > 2, les matrices L = ({;;)1<i j<n, U = (Uij)1<i,j<n de la décomposition
LU de A sont données par

1 sii=jy 1 sii=j#n
VZ,j S {1, ...,?’L}, Eij = -1 sit>j5 , Ujj = 201 g j=n
0 sinon 0 sinon
Correction. Nous avons

1 0) 1

1. Pour k € {1,...,n — 1} nous avons

det(Ay,) = - =1#0.
(-1) 1



Puis pour £ = n nous avons en développant par rapport a la premiére ligne

1 0) 1 1
det(A) = _ +(=1)" ! =

(-1) 1 (1)

Donc nous avons par itérations successives

det(A):‘ o ’

~——— e
=(=1)°  =(-1)! =(=Drt =(-1n?

Donc

. Pour n = 2 nous avons

Donc

Pour n = 3 nous avons

1 0 1
0o 1 2
0 -1 2

1 0 1
01 2 ].
0 0 4
Donc
1 0 1 1 0 O
U= 01 2|, L= -1 1 0
0 0 4 -1 -1 1
Pour n = 4 nous avons de méme
1 0 0 1 1 0 0 0
01 0 2 -1 1 0 0
U= 00 1 4 | L= -1 -1 1 0
0 0 0 8 -1 -1 -1 1

n—3
F (DM (CD) 4t (D) (D) =24 ) (—1)F =2
N——" N—— k=0

0) 1
i n—1

1 (—1)"2
2

. On vérifie que nous avons A = LU. Dans ce cas nous pouvons conclure que L et U sont bien les

matrices de la décomposition de A grace a leur unicité. Soit i,5 € {1,...,n}.

e Pour un terme diagonale pas en derniére colonne i = j # n nous avons

Jj—1 n

(LU)j; = > Lijpury = Y L ugy + €55 ujj + O ups =1=A,..
33 Z] 3 ZJ J g Wij Z j Ukj 33

k=1 k=1 k=j+1

=0 =1 =1 =0



e Pour un terme de la derniére colonne 57 = n nous avons

1—2

_ . _
) 1—292—-1
(LU)in = Ui, Uk + L Ui + Z Lik, Upn = *ZQkﬁL?Z*l = *ﬁJrQZ*l =1=A4;,.
k=1 77 1 ] o1 k=il g k=0 -

e Pour un terme en dessous de la diagonale ¢ > j nous avons

7j—1 n
(LU)ij = Z&k Uk + f,;j Uj; + Z bk Ugj = -1 = Aij.
= N NN

=0 car j#i,n =-—1 =1 k=j+1 =0

e Pour un terme au dessus de la diagonale pas en derniére colonne i < j # n nous avons

j—1 n
(LU)” = Z&k Uk + Eij Uj; + Z bik Ugj; = 0= AU
Pt N NN N

=0 car j#n,k#j =0 1 k=j+1 =0

Par conséquent nous avons bien montré A = LU ce qui conclut.

3 Factorisation de Cholesky

A:(fi)

1. Montrer que la matrice A admet une décomposition de Cholesky.

Exercice 9. On considére la matrice

2. La déterminer.

3. Résoudre en utilisant la méthode de Cholesky le systéme Ax = b avec b = < g >

Correction.
1. La matrice A est symétrique et
XA=(X—-2)(X-1)—1=X2-3X+1

de discriminant
A=9—-4=35,

donc les valeurs propres de la muatrice A sont

3+5 3—5
:#ERL Az = 2\[

A1 S ]Rj_

Donc la matrice A est symétrique définie positive donc admet une décomposition de Cholesky.
Autrement dit les déterminants des matrices extraites sont strictement positifs :

det((2)) =2 >0, det(4)=1> 0.

2. On considére une matrice B triangulaire inférieure avec des coefficients diagonaux strictement
positifs telle que
A= BB

Autrement dit on peut écrire

Donc



Ainsi

2
a =2, bzg, c=+1-0b2=

“l%

Autrement dit

.
B=| v2
F)

23] B
w‘%o
2O

3. On commence par résoudre By = b d’inconnue y € R? par la méthode de descente :

by 3 3v2 752—32,1y172_§7 1 V2

T B V2 2 v Byy V2 V22
2

U1

Puis on résout Btz = y par la méthode de descente

Y2
XTo9g = —

_ _ - Byiza 9
By

By V2

= 1, T

4. Pour la décomposition de Cholesky nous avons effectué :

e 1 multiplication
b.

e 1 soustraction

11—
e 2 racines carrées

V2, 1-—02.
Pour la méthode de descente nous avons effectué :

e 1 multiplication

B2,1y1~
e 1 soustraction

by — B2 1y1.

e 2 divisions
by b1 — Ba1y1

b
By Bj o

Pour la méthode de remontée nous avons effectué :

e 0 multiplication car zo = 1.
e 1 soustraction
Y1 — Ba 1.
e 2 divisions
Y2 y1 — B2,
Bys’ Bii

Au total nous 2 multiplications, 3 soustraction, 4 divisions et 2 racines carrées.

Exercice 10. Déterminer les décompositions de Cholesky des matrices suivantes.

121 11 1 ? 18 8

A=|2 54, B=|15 5 |, C=
146 15 14 0.0 21
0011

11



Correction. Nous avons

100 1 2 1

A=12 1 0 01 2|,

1 2 1 00 1

100 11 1

B=[(1 20 02 2 |,

1 2 3 0 0 3

et \/

2
V2.0 0 0 V2 5 0 0

2 V2 2
V2 v2 o, o Y2 4
C:%(%\/io ’ V2
27
00\/5\/5 oof\%
-5 5 2
22 o 0 0

parce que I’'on remarque qu’il s’agit de la matrice, en notant As = By BS les matrices de I'exercice 9,
- Ay 02 \ [ B2BY 0y [ By 0g BY 09
T\ 0 Ay )T 02 BB )\ 02 Bo 0, B -
4 Intégration numérique

Exercice 11. Pour une intégration numérique par la méthode de quadrature, on choisit de mettre les

1 1 3
noeuds ¢; = T Cco = 5 et c3 = 1 avec des poids by, by et b3. On souhaite que la méthode soit d’ordre 3.

1. Trouver les poids b; ou i € {1,2,3}.

2. Donner, donc les expressions approchées par cette méthode, des intégrales :

/01 g(x)dz, /ab f(z)dx.

3. Cette méthode est-elle d’ordre 4 7 Justifier votre réponse.
Correction.

1. Pour avoir une méthode d’ordre 3 il faut et il suffit que

by + by + b3 = 1
1
bici + bacy + bges = %
b1 C% + b2 C% + bgcg = g
i.e.
bp + b + b3 = 1
b1 + 260 + 3b3 = 2

3b1 + 126, + 27b3 = 16
i.e., par les opérations Ly <— Lo — L1, L3 +— 3L,

by + by + b3 = 1
ba + 23 = 1
9, + 24b3 = 13
i.e., par les opérations L3 <— Lg — 9Lo,
b1 + by + b3 =1
be 4+ 2b3 = 1
6bs = 4
i.e., par méthode de remontée,
2 1 2
bs=—, bo=—2, b=
3 3 ) 2 3a 1 3



2. Nous avons alors

/Olg(x)dx =~ big(er) + bag(cz) + bag(cs) = gg (i) _ %g G) N ;g (i) |

Puis en considérant une subdivision a = g < ... < xy = b de [a, b]
b
1 ZT; — X xT; — I; 3 ZT; — X
/a f(z)de ~ 3 ; (Tit1—2:) <2f <$z + +14> —f <$1 + +12> +2f (ﬂﬂz + (Jj)>)

N-1
1 3 1 1 1 1 3
=3 E (Tit1 — ;) (2f (4%‘ + 4$Ci+1) —f (23% + 2$i+1) +2f <4xi + 4xi+1>) .

=0

N-1

3. Nous avons
bics + boch + bycs = 1
Donc la méthode de quadrature est d’ordre 4. Nous pouvons également le justifier en disant qu’il
s’agit d’une méthode symétrique
blzbg, C1 -I—Cg:]..

Exercice 12. Pour une intégration par des formules de quadrature, on considére les noeuds suivants :

12
o (01702703704) - <O7373a1>

113
L4 (01302703704) = <O747274a1>'

1. Déterminer pour chaque cas les poids (b1, ba, b3, by), (b1, ba, b3, bg, bs) des noeuds.

2. Déterminer l'ordre de ces formules de quadrature.

Correction.
1. e Nous avons par résolution du systéme
bp + b + b3 + by = 1
bict 4+ baco + bzcg + bscy = 1
bici 4+ bacs + by + baci = i ’
bicd + bacd 4+ bscd 4+ byt = i
by 112, bg—%, b3_i, b4_é

e Nous avons par résolution du systéme

by + by + by 4+ by + by = 1
bict + baca + bzes + bscy +  bscs 1
bic? + back 4+ b33 + byci + byt = i 7
bicd + bacs + bscy + bici + bscd = i
bict + bacs + bscs + byt + bsci = i
bl:%’ b2:£7 53:1%7 b4=j£, b5=%.

Exercice 13. Déterminer cs, b1, by dans la formule de quadrature suivante afin que son ordre maximal.
1
| ottt = big(0) + bag(ca
0

13



Correction. On suppose que la formule de quadrature soit d’ordre 3. Alors
bi+b =
bQCQ =

2
b2 02 —

Wl | =

L
i.e., par l'opération Lz +— L—?’,
2

bi+by =

bacy =

Co =

W NN | =

ie.

2 3 1
= — b = — b = —,
C2 3a 2 47 1 4

Puis nous avons 1
bic3 4 bocs = bocl # 1
Donc la formule de quadrature n’est pas d’ordre 4 et ’ordre maximal est donc 3.

Exercice 14. Montrer que si les noeuds d’une formule de quadrature satisfont ¢; = 1 — ¢541-4,Vi €
{1,..., s}, et si la formule & un ordre p > s, alors on a nécessairement b; = bs11_;, c’est-a-dire qu’elle est
symétrique.

Correction.

Lemme. Les ¢; sont distincts, done, pour tout ¢ € {1, ..., s}, nous avons

S

1 (E—Cj
mzéemwa tx) =[] € Ry_yx].

o s
j=lg#i

Avec ce lemme nous avons

1
bs+1—i:/ €s+1—i($)d$
0

S

1
Xr — C;
/ = I dx
C —3 — C4
N

S

1
- / H T — Cs41-k de
0

Cg —_; — C —
k=1,k£i s+1—1i s+1—k
r—14ck

Csy1-i — L+ cg

2
1
-1
:/ rooTe +deac
0 . —Cit e

l—z—cg

=
Il
-
=
*

dx
Ci — Ck,

11 ne reste plus qu’a montrer le lemme. Soit g une fonction polynomiale de degré au plus s — 1. Alors la
formule est exacte pour g
1 s
/ g(@)dx = Z big(ci).
0 i=1

14



De plus la fonction g coincide avec son polynéme interpolateur de Lagrange

= Z g(ci)ti(x)

/01 ULEEDY (/z da;) (cs)-

Donc fol 0y (z)dx fo x)dx peuvent étre des poids associés aux noeuds ¢i,...,cs pour avoir une
formule d’ ordre s. Or 1’0rdre de la formule est d’ordre p > s donc les deux s-uplets (by,...,bs) et

Ainsi

1
( fo 01 (x)dx fo x)dx) sont tous deux solutions du méme systéme linéaire
S |
T 1
(&) e Cs
: : 1
s—1 s—1 Ts -
e ..ocl

Donc, comme les cy, ..., cs sont distincts, il y a unicité de la solution
1

vie {5 bi— / (i) da
0

5 Meéthodes d’Euler et méthode de Runge-Kutta

Exercice 15. Trouver une méthode numérique dans ’esprit de celle de Runge, mais basée sur la méthode
des trapézes.

Correction. On considére une équation différentielle

{y’(x) = flz,y(@))

y(0) = o ’
et une subdivision 0 = zg < ... < zy =T de [0, 7] de pas constant h; = z;41 —x; = h = % Donc par
léquation différentielle y'(xz) = f(z,y(z)) et le changement de variable x = z,_1 + ht,dx = hdt nous

avons

Tn

y(#n) = Y(@n1) + / f(,y(@))de = y(za_s) + h / F(tns + b, y(ns + ht))dL.

Tn—1
Puis on approxime 'intégrale par la méthode des trapézes

3 @) + 5 + (o, 4 1))

Y(nsn) = y(en) + h (2

2 () + F 1, y(zaia)):

On approxime ensuite y(z,+1) de droite par la méthode d’Euler

= y(xn) +

h (fm, Y(@a)) + F(@nprsy(@n) + hf . y(xnm).

Y(Tnt1) = y(on) + 9

Nous obtenons la méthode numérique basée sur la méthode des trapézes :

h
VneN, ypp1=yn+ 3 (f(xm Yn) + f(@ng1, Yn + hf (20, yn)))-

2

Exercice 16. Ecrire 'équation différentielle

y'+y' =0, y(0)=1, y'(0)=1
sous forme résolue du premier ordre. Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la méthode

1
de Runge sur [0, 1], avec h = 7

15



Correction. On considére la fonction z = y’. Alors z est solution de I’équation différentielle

{z’(m) = —z(z), z€R,
z(0) = 1

La solution exacte de cette équation différentielle est donnée par
z(z)=e7", zeR.
Donc

y(:r):/ zt)dt+1=—e"+14+1=2—-¢e"° zekR
0

1
Puis pour la méthode de Runge sur [0, 1] avec h = > on considére une subdivision réguliére 0 = xg <

...xy =1 de [0,1] de pas h. Nous avons ici f(z,z) = —z. Donc
h h h 5
Zn+1 = Zn + hf (xn + 5,2’“ + Qf(-rnvzn)> =z, —h <Zn - 22n> = gzn

Puis pour y nous avons y'(z) = f(z,y(z)) = z(z). Donc encore avec la méthode de Runge

h h h
Yn+1 = YUn +hf (In + §7yn + 2f(xn7yn)> =Yn + hz (In + 2> ;

h h
ou 'on approxime z (xn + 2) par la méthode de Runge comme précédemment avec 5 a la place de h

Mo, B h Y%
z | xzn 5 ~ Zn 2 Zn 4zn —32zn.

T N

Donc

1 1
De plus comme h = 5 ici, nous avons seulement trois points xg = 0,21 = > o =1¢et

ot

25 255 637 637 2525 5721

=lba=gn=w, w=bn =l e o= 0 = 515 T 6164~ 1096

8

6 Séries de Fourier

Exercice 17. Soit f la fonction de période 27, valant 1 si0 <z <7met 0sinm <z < 2m.
1. Ecrire la série de Fourier de f. Tracer le graphe de la fonction f.
2. Etudier la convergence de la série de Fourier.

Correction.

1. Nous avons pour tout k € Z

1 (7 , 1 [0 , 1 (7 . 1 (" .
= t _Zktdt:—/ t) e~ *tqt —/ t _’ktdt:—/ —ikt gt
alf) =g | Se o | @Mt o | g0 T
=0 =1
Donc si k = 0 alors 1
Co(f):§7

et si k # 0 alors

1 67ik7r -1 (71)1@ -1 0 sik pair
2t —ik 27k

1 L .
—i— si k impair
wk

16



2. La fonction f est de classe C' par morceaux et 27m-périodique. Donc, d’aprés le théoréme de
Dirichlet, nous avons la convergence de la série de Fourier et

+o00 . .
ke Mg+ f 4 limg -
Vo e R, k;_ cr(f)etks = +f2 f.

Autrement dit ici pour tout x € [0, 27 :

e Six =0 alors

ce qui est bien vrai car
X1 X

+ool_ Ly
DD DI LD Dl

k=—o0 k=1 k=1
k impair k impair k impair
e Six € ]0,n alors
1 i +oo ikx
- = 1.
2 0w

e Six = m alors

1 i <X eibm
- _ =,
2 7 W k 2
k impair
ie.
1 7
R ST
k=—o0
k impair
e Six €, 2n| alors
1 i +oo eik;c
S =0.
2 0w k
k=—o0
k impair

Exercice 18. Soit f la fonction paire de période 27, égale & f(z) = (7 — x)? pour 0 < x < 7.
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

2. Montrer que la série de Fourier de f est convergente de somme f(z). En déduire

3. Par intégrations successives, montrer ’égalité

Vz € [0,7], 4ndz+ (v — )t — 7t f27r212+482 COS(TW)'

n=1

n4

+oo

En déduire Z 1 et Z e

Correction.

17



1. Nous avons pour tout k € Z

alf) = 5 f( e~ ikt dt

L .

f(t)
—/ f(t)e_iktdt—l—— 7rf(—s)eiksals
™ Jo 27 0 N>——

f

=f(s)
_ i/”
0

1 s
7T/0 i(/tlcoskt

(r—t)?

—zktdt+ - f( ) —zktdt
2w

)(efikt + eikt)dt

— | s*cos(k(r —s))d
7Toscos( (m—s))ds

=(—1)% cos(ks)
1)k 7
= (=1) / 52 cos(ks)ds.
T 0
Donc si k = 0 alors

1 (", 2

co(f)=— s%ds = —.
™ 0 3

Et si k # 0 alors, par intégrations par parties successives,

/ 52 cos(ks)ds = {SQSIHS:S)] - %/ ssin(ks)ds
0 0 0
B 2 —cos(ks)]™ 1 /”
=0-0 ? <{s ’ L + k), cos(ks)ds)
2 ( wcos(kn) 1 [sin(ks)]”™
Tk ( Fo 0T [ ko,

_ _% <_7T(_kl)k + 0)

2m(—1)F
e
Donc si k # 0 alors
2
ce(f) = 52
2. Nous avons
+00 " 400 1 w2
Z ek (f)e™ =2 Z ﬁ+§<—|—oo.
k=—o00 k=—00,k#0

Donc, par convergence absolue, nous avons la convergence de la série de Fourier de f en tout z € R.
Or la fonction f est continue, C'' par morceaux et 2m-périodique, donc par théoréme de Dirichlet
nous avons la convergence normale de la série de Fourier vers f

+oo

f@)= 3" elf)et =T "1 Z k veR

k=—o0

En particulier en £ = 0 nous avons

= w2 =@ 2 x? =1
P=f0)= Y al=5+ D =g i) 5
k=—o00 k=—o00,k#0 n=1

Donc



3. Soit € [0,7]. Alors par convergence normale nous avons

/OI f(t)dt = f cr(f) /O"L ettt

k=—o00

Avec d’un coté

/Ozf(t)dtZ/ox(ﬂ—t)zdtz {_(W;t)g}zzf_w.

Et d’un autre c6té pour tout k € Z\{0}

/m iktdt ekt & etkz _ 1
e =|—] = .
A ik |, ik

Donc en combinant ces deux calculs

 (r—2)® 7w n 2 f etkr _ 1
A g I
3 3 3 ) k3
k=—00,k#0
w2 Qioeikz_l 2""00 —ikz _ |
= —X — —
3 i k3 ) k3
k=1 k=1

3" 3
k=1
i.e.
+oo .
sin(kx
7r3—(7r—x)3:7r2x+122 153 )
k=1
<] k
Or la série de fonctions Y 5111153 z) est normalement convergente sur R donc par intégration nous
avons
z T +00 1 T
/0 (7 — (m —t)®)dt = 7r2/0 tdt+12) @/O sin(kt)dt.
k=1

Avec d’un coté

(m—t)4 (r—x)* ot

/Oz(ﬂg—(ﬂ—t))?’)dt:w?’x— {— . ]::ﬁﬁ—.

4 4

Et d’un autre coté

et pour tout k € N*
¥ k 1
/O sin(kt)dt = —COS; @) 4 z

Donc en combinant ces deux calculs

2

4 4 2 too
3 (m —x) ™ mx cos(kx) — 1
AL 12 A T 2
T + 1 1 + ; R 5
i.e.
3 4 4 2,2 — cos(kz) — 1
A+ (r —2)* — 7" =277 +48ZT'
k=1
Nous en déduisons pour x = 7
+o00 k
1—(—1
At — 7t =274 +48Z%7

k=1

19



i.e.
+o00 k +o00
1-— (—1) 2
4
=4 — =4 —_
) Dpas
k=1 n=1
Donc

oL
= (2n—1)1 96
Ensuite nous avons

=mt e (2n)t A~ (2n -1 16 4t 96

Donc
fi_ﬁﬁ_ﬁ
nt 9615 90
7 Transformée de Fourier

Exercice 19. La fonction porte II est définie par :

<t<

DN | =

vt € R, H(t)—{ Lost =

0 sinon

N =

1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction porte.

2. En déduire la transformée de Fourier des fonctions impulsions Il7,T" € R* définies par

L. T<t<T
VteR, Hp(t)={ 7 "2 ='=7%
0 sinon

Que se passe-t-il lorsque 'on fait tendre T" vers 0 7
3. Utiliser le propriétés de la transformée de Fourier pour trouver les transformées des fonctions
t—1 )
fO =T (=), g()=m@), hlt)=£1(), teR.
Correction.

1. Nous avons pour tout £ € R

FI)(e) = /_ :O exp(—iga)Tl(z)dz = /_ exp(—itx)dz
Done si € = 0 alors o) -1
ot siz £ 0
- [ 4 ) ()9

On remarque que nous avons

20



2. Soit T' € R7.. Alors

M7 (z) = %” (%) , z€R
Alors pour tout £ € R, si £ #0
2 T
F(Ilr) () = () (T€) = 7 sin (;) _

etsié =0
F(I7)(0) = F(AD)(0) = 1.

Nous en déduisons la convergence simple

F(IIr)(€) s L.

3. Soit £ € R. Alors

sin(¢)

2F(I(t — 1))(2¢) = 2exp(—i&) F(IT)(26) = 2 exp(—i§) €

hul
=
™~
N—

I

w
/7~
=
A/~
~

1\9‘ |
—_
~
~
™

I

o)) = Ao — 27 g~ 17 (ﬁ) 5 @ (g) € 2sin (g) |

o€ 2 £ &2
n
Et enfin 92F( oF
(e = FEn)© = -5 56 =i 6.

Exercice 20.
1. Calculer la transformée de Fourier de f(x) = e~ 1#l, 2 € R.

2. En déduire les transformées de Fourier de

1 T 1
= —-——-— = — R.
T2 h(z) 05222 k(x) 1 x €

g(.’I}): +(1.7a)2a
Indication : comparer h avec la dérivée de g.

Correction.

1. Nous avons pour tout £ € R

+oo
= / exp(—ix) f(z)dx
- / exp(—itz — |o])dz
0 +oo
/ exp(—i€x + x)dx + exp(—ifx — x)dx

1
?g‘“*“‘_l_zg

=l —if— 144
A1)
_ -2
i1
- 2
T o)+ i)

2

1+¢&2

21



2. Nous avons F(f) intégrable et
F(f) =29

Donc nous avons l'inversion de Fourier : pour tout x € R

fla) = % /R ¢ F(F)(t)dt = % /R it g (1) dt.
Donc
F@)a) = [ (et = mf(=r) = me
Puis remarquons que h = ~¢'. Donc
Fh)(a) = 3F(¢)@) = 3ieFlg)(w) = Zae "
Puis

8 Transformée de Fourier discréte
Exercice 21. Calculer & la main la transformée de Fourier discréte de la suite (0,1,2,3,0, -3, -2, —1).
Correction. Nous avons d’aprés I’énoncé

N=8, y=0, yi=1 wy2=2, ys=3, ya=0, ys=-3, y¢=-2, yr=-1L

Donc la transformée de Fourier discréte est donnée par

7
1 3 T i 2
_g E ij—kj’ w:ezs —e1 :7\2[(14_2').

Donc comme les y; sont particuliers ici nous avons

1

=3 ( k4 9w™2k 4 303k _ 300k 96k o.)_?k)

1

g (w + 2wk 4 3wk — 3Bk — 9%k — wk) car W =1
é P wk 4 2(w —ﬁ)+3(w3’“—ﬂ))

i fwh— wk wk — 2k w3k — 3k
— 3
4 21 + 21

Ainsi
20 = 0,

g () o (5) v () = (F 025 =15

2’22—% (8111(2) + 2sin () + 3sin (‘2”)) — it0-3)= %

4
i 37 37 T i (V2 3v2 1—+2
= —— 1 _— 2 ( ) = —— 7—2 EX) s
23 4<sm(4>+ 51n<2)+3sm 4) 4(2 + 2) ) 5

24 = 7% (sin (7) 4 2sin (27) + 3sin (37)) = 7% (0+0+4+0) =0,

22



7

4

(sin (5 ) +2sm(2> + 3sin (ZT)) = —i (—\f +2 - 3\2@) :i\/ﬁz_ 1;

4
1 1 1
% =7 <sm< > + 25sin (3) +381n(2)> = 71(71+0+3) =3

i (. [(Tr 3 5m i (=2 3v/2 1412
z74(s1n<4)+251n<2)+3sm(4>)4(22 > )z 5

Exercice 22. Soit f la fonction 27-périodique définie par

zZ5 = —

0 si z=m

4x .
o] -, f(ff)={7r szl <

. Montrer que les coefficients de Fourier f(kz) sont :

—_

R 4(_1)k+1

F0)y=0, f(k)= k#£0.

ik

9
2. Calculer la transformée de Fourier discréte pour y;,j € {0,...,N — 1} avec y; = f <]7\rf‘7>
3. Vérifier le résultat obtenu dans ’exercice précédent pour N = 8.

4. Estimer la différence |z, — f(k)|.

Correction.

1. Nous avons

™ —1Tr
Et pour k € Z*
F == [ e
2 J_,
2 g .
== te~"Ftqt
T

—Tr

2 ekt ™ T ikt
= | |t dt
w2 { —ik }_ﬂ + /,7r ik

B 3 e—tkm etk _|_l ikt 7T
e\ ik ik ik | —ik |

= % ( Z];( ek 4 ey 4 12 (G e””))
4
=iz cos(km) + 0
4(71)k+1

itk

2. Nous avons pour tout k € {0,..., N — 1}

1 = R s 27r R e 2mj ,
— —

J= Jj=0 J=

23



Supposons N = 2n pair. Alors

n—1 N

1 2wy ki 2mn 1 2mj ki
wew s (R)er a1 () on 2 1 (F) o
—— ——
=f(m)=0 =f(2FL —2r)
n—1 . N-1
1 21 ki 2n(j — N) ki
) B ()
Nj:l N _] n+1
1 /o _ ol
:Zf() —kJ+ T f< ) KCHN)
Nj:l N é——n+1
n—1,. —1
_NZNW J+N£_Z+1Nw car —7r<W§O, w =1
n—1 n—1
8 o —kj 8 kj
=Nz 2T = g D
N = N =
8 n—1
= qz 2w =)
j=1
8 < <, —kj kj —kn kn —k(n—N) kn
=) jw —wY) car W -w"=w —w" =0
j=1
160 ¢ 27k
N2 N

On procéde de fagon trés similaire avec N impair : N =2n + 1 et

2n
wey i () 2 (7)o
—_——

j=n-+1
—f(%—2n)
n . 2n
(e gy s (B
j=1 j=n+1
n . 2n—N
1 27y ki 1 2l _poanN
~y s (F)eey X o ()
Nj:1 N NZ =n+1—
1 — 2mi\ AN
sz<N>“’ Yy > f( )w )
j=1 l=—n
n . —1
1 , 1 ¢ 27l
zﬁz%w7k3+ﬁ SNLU*M car —7r<%§0, w kN =1
Jj=1 l=—n

Nous pouvons résumer les deux cas précédent en notant n = {QJ :

164 27kj
j: 7’(?‘] j _ ..
k= N2 I N2] 1]3111( N >
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3. Pour N = 8 nous avons

Yo = f(0) =0, y1:f<2g>:1, y2=f<4§)=2, y3=f<6§)=37 ya = f(m)

y5:f(lg7r>:f<—6;>=—3» y(;:f(l?T):f(—Zr):—?, y7=f<y;7r>_

On retrouve bien les y; de I'exercice précédent et comme précédemment

.3
16 2rk 27k
= ZE]sm(ﬂj)— 15381n<7r]).

4. Nous avons également pour k # 0

8w F S~ il 8wk O . 8wF _ 8wk
2k = NZ ZJ(W k)J b NZ Z](wk)J t= N2 ¢ (w k) - W@’(Wk),
j=1

avec, pour tout z € R\{1},

n
) 1 :L.n+1
= J =
pla) =D ol =
7=0
Donc
() —(n+1a"(1-2)+1—2"  1—(n+1)a" +na"*!
xTr) = =
v (1) (1)
Ainsi pour N = 2n pair, en particulier w™ = %" =i = —1, et

8wk 1 — (n+ 1wk + nw=kmo+) gk (n+ 1wk + nwkm+1)

R =

N2 (1 —w k)2 N2 (1 — wk)?
8wl (n4+ DD (Do 8w 1 — (n+ 1) (=1)F + n(=1)kwF
N2 (1 —wFk)2 N2 (1 —wh)?
_8 (w—kl — (4 DD (=D 1= (4 1)(=1)F +n(—1)’“w’“)
N2 (1—wF)2 (1 — wk)2
8 (1—(n+1)(_1)k+n(—1)kw—k - 1_(n+1)(_1)k+n(—1)kwk>
- N2 (w5 —w=5)2 (W% —w?)?
8 n(—1)*
TV W SRS
8 n(—1)"
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Par conséquent

|2k — f(k)| =

3
o+ 0 o (3)

h
hy, + G +o(hiy)

6

3

4h3
Notoo | N 4
3

h
h2 + —* 4+ o(h})
4h2
o 2+ 3" +o(hZ) 4

N—r+oo | Nhy, B2 k
- Lt =+ oh2) i

2 4h? ) h2 ) 4

2 2h2  4h? 4
(2—”+”+o(hi)) —‘

Notoo |km 3 3 Tk
2 2h2 4
= Z (24 2y) -
N—+oo |k ( + 3 +O(hn)) 7k
4 4h? ) 4
N oo | Tor T 3l T OUm) = m‘
_ 4k n 1
Noteo [3N2 T O\ N2
Finalement m
A s
2 — S (k)] N-stoo 3N2°
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