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Introduction

Dans plusieurs domaines d’ingénierie (mécanique, physique, électrotechnique, électronique,
traitement du signal, analyse des données, etc.), des problémes concrets et complexes, nécessitent
pour leur résolution le passage par le «calcul numérique ». Une définition, de cette discipline,
est donnée par Nick Trefethen d’Oxford : «le calcul numérique est une discipline qui traite
de la définition, I’analyse et Iimplémentation d’algorithmes pour la résolution numérique des
problémes mathématiques continus qui proviennent de la modélisation des phénoménes réelsy.

Ce cours, s’inscrivant dans ce cadre, présente quelques méthodes et algorithmes numériques
pour la résolution de problémes, que nous avons traités d’un point de vie analytique en premier
semestre. L’analyse de ces algorithmes permet d’aborder les notions de complexité, de conver-
gence et de stabilité numérique. Ce cours est axé sur les trois problémes centraux suivants :

— Résolution de systémes d’équations linéaires
— Intégration numérique et résolution numérique d’équations différentielles
— Calcul de la transformée de Fourier

Dans une premiére partie de ce document, nous aborderons quelques méthodes de résolution de
systémes d’équations linéaires. Ils seront ainsi présentés 1’algorithme du pivot de Gauss, 1'algo-
rithme de factorisation LU et 'algorithme de factorisation de Cholesky. Dans la seconde partie ,
des méthodes d’intégration et de résolution numérique du probléme de Cauchy seront présentées.
Dans la troisiéme partie, nous revenons sur la transformée de Fourier en présentant des algo-
rithmes de calcul de sa version discréte et ses applications. Ce cours ne vaut pas étre exhaustif
pour recouvrir les différentes thémes d’analyse numérique, mais il permet d’avoir un apercu de
cette discipline. Ce cours est complété par des exercices reportés a la fin du polycopié et trois
TP.



Premiére partie

Résolution numérique de systémes
d’équations linéaires

1 Pivot de Gauss

1.1 Introduction et remarques

On s’intéresse a la résolution numérique de systémes linéaires, i.e. de la forme avec

1,171 -+ a1,2%2 4+ ... -+ a1,nn bl

211 + Q22x2 + ... + Q2T = by
. . ; (1)

+ : + ...+ : =

ap,1T1 + Up, 272 + ...+ apnln = bn

Ol 11, .-y Gppet by, ..., b, sont les parameétres du systéme et x1, ..., x, sont les inconnues que
I'on cherche & déterminer.

Exemple 1.
1 + 229 4+ 3x3 = 8
3I1 — 21‘2 + 3583 = 6 (2)
—-x1 + 31’2 + 5583 = 1.

Remarque 1. Le systéme de [I] peut étre écrit sous forme matricielle :
Ax =1

avec A est une matrice carrée inversible de taille n et x et b deux vecteurs colonnes de taille n :

ai,i ai 2 e ai,n X1 b1
as i a2 .2 PN as n X2 b b2
= T = et =
)
an,1 QAp2 ... Adpn Tn by

Exemple 2. Pour notre exemple [2] on a :

1 2 3 a1 8
A= 3 =2 3|, 2= 22 |, b=|[ 6
-1 3 5 5 1

Remarque 2. En théorie nous avons directement
x=A"1b,

avec A1 la matrice inverse de la matrice A. Cependant le calcul direct de la matrice inverse
est trés coliteux en termes d’opérations arithmétiques. Il existe des méthodes plus optimales en
termes d’opérations.



1.2 Résolution des systémes triangulaires
1.2.1 Systéme triangulaire supérieur
La méthode du pivot de Gauss est basée sur la propriété suivante :

Proposition 1. Si le systéme est triangulaire supérieur i.e. de la forme

1,11 + Q12%2 + . + QA1 nTy = by
22Ty + . + a2 nTy = bo
= 3)
An—1,n—1Tn—1 + An—1nTn = bnfl
An nn = bn
. e . . . by . o
alors, d’aprés la derniére équation on obtient directement x,, = — puis z,,—1 grace a 'avant-
)

ann
derniére ligne, ainsi de suite jusqu’a x;. Cette méthode s’appelle la méthode de remontée :

x bn
" nn
Ty = bn—l — Qp—1,nTn
" n—1n—1
21 _ b1 —a1,2T2 — ... — A1,nTn
ai1

Remarque 3. Il n’y a pas de probléme de division par 0 car le systéme est supposé résoluble
i.e. la matrice triangulaire supérieure A associée est inversible :

det(A) =a11 X ... X Qpn # 0.

Exemple 3. Si on considére le systéme

T + 2.232 + 3333 = 8
— 8ry — bxz3 = -—18
b = I8 (@)
ng = —
alors la solution (x1,x2,x3) est donnée par
9
r3 = _ﬁ
—18 + 623 18 x 17+6x%x9 360 45
[L‘z = —_——— = —_— = —_— = - (5)
-8 8 x 17 136 17
o = 89 3p. — 8X17T—-2x45+3x9 E
b 2o 17 o7

1.2.2 Systéme triangulaire inférieur

Le méme raisonnement peut étre fait pour un systéme triangulaire inférieur i.e. de la forme :

1,11 = b
az 171 +  a2,2T2 = b
- : (6)
p-1171 + ... + Gp1n-1Tp-1 + = by
an, 121 + ce + An,n—1T2 + Gnnln = bn



Dans ce cas on parle de la méthode de descente :

by

X1 = —

a1

(bz - a2,13?1)
Tog = ——

a2 2 , (7)

(bn —an,1T1 — ... — an,n—lxn—l)

X1 =
Up

1.2.3 Complexité de ces méthodes

Ces méthodes nécessitent :
o n divisions,
0 0+14+2+.+(n—-1)= "(”271) additions(soustractions),

0o 0+1+2+.+(n—1) =201

multiplications.

1.3 Meéthode du pivot de Gauss
1.3.1 Principe général

La méthode de Gauss pour résoudre le systéme linéaire :

aar1 + a1pr2 + ...+ a1aT, = b
211 + Q22x2 + + anT, = b ®)
+ L+ : - 7
Qn, 121 + An, 222 + + Unpnln = bn
que ’on note sous forme matricielle
Axr =b. 9)

consiste a :

1. chercher un systéme triangulaire équivalent de la forme
MAx = Mb (10)

ou M est une matrice inversible telle que la matrice M A soit triangulaire supérieure ;
2. résoudre le systéme linéaire [10| par la méthode de la remontée.

Remarque 4. En pratique, on ne calcule pas explicitement la matrice M, mais la matrice M A
et le vecteur Mb. L’introduction de la matrice M est une commodité d’écriture.

1.3.2 Meéthode de triangularisation

On considére le systéme initial :

aH a%% . a%J)L 1 b(f
0 0 0 0
as g as cee agp T bs
= (11)
) _(0) (0) (0) x b9
a ay1a ...oa n n
n,l 2,1%n,2 n,n R ,
A=A0 b=b?



1. On choisit un indice i1 € [1,n] tel que a;, 1 # 0, qu'on appelle le pivot de ’élimination.
Ceci existe car au moins un des éléments a; 1,i € [1,n], n’est pas nul sans quoi la matrice
A ne serait pas inversible.

2. On échange la premiére ligne du systéme|lL1|avec la ligne ¢ du pivot. Cela revient a multiplier
la matrice A & gauche par une matrice T'(1,¢) de transposition de la forme

o ... ... ... 1
1
: 1
T =T(Li)=|: 1
1 0
1
1
1
3. Pour i € [2,n] on remplace la ligne L; par et en remplagant
O
N i1
Li<—Li—€i1XL1, ou,éilz .
s ) a(o)
1,1
On obtient le systéme équivalent
af aly .oalD\ fa bl
(1) (1) 1
a oo Qo ) b
> o =17 (12)
0 aiLl)Q aS},L Tn bn
Al bl

avec
al) =a® — 010 et bV =6 —¢; 100

2% 2] 1.j

En écriture matricielle, cela revient & multiplier la matrice 71 A & gauche par la matrice

E; *ai

|

L
3¢

Cl

(0
)

(o
at")

4. On recommence les étapes précédentes avec les autres lignes pour obtenir, aprés n — 1



étapes, un systéme triangulaire supérieur :

agﬁ)ml + agg)xg + ... + agf?tacn = bgn)
(n) (n (n)
as 42 + ... + ay,rn, = b
2,202 2, 2 7 (13)
+ : = :
hn = B

Matriciellement nous sommes arrivés 4 :

En—lTn—l . E2T2E1T1A$ = En—lTn—l e EQTQElle

M M
MAx = Mb

avec M A est une matrice triangulaire supérieure.
Remarque 5. 1. la matrice qui permet la permutation de deux lignes vérifie
det(T(i,7)) =1 et det(T(i,5))=—-1,i#j.
2. selon que l'on a effectué un nombre pair d’échanges de lignes (+) ou un nombre impair
(—), on obtient, au passage, un procédé rapide du calcul du déterminant.

det(A) = j:agtll)a(zg) ... agfﬁ%flasf,)l



Exemple 4. On considére ’exemple précédent

1 4+ 229 4+ 33 = 8
(S) 31’1 — 21’2 + 3$3 = 6
—x1 + 3z2 + b3 = 1

1. Ttération 1 : le coefficient a1 = 1 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autrement
dit T7 = I3 est la matrice identité. Ensuite on effectue les opérations

LQ — L2 — 3L1
Ly <+«— L3+ L;.

Pour obtenir le systéme

Ty + 229 + 3x3 = 8
(Sl) — 81’2 — 6%3 = —18
drg + 8rz = 9.
Matriciellement on a
1 00 1 2 3 8
Er=| 3 10|, AYV=FA=|0 -8 -6 |, bW =Eb=| -18
-1 0 1 0 5 8 9
et
Az =b+= AWz =p!
2. Itération 2 : le coefficient a%) = —8 est non nul, on peut le prendre comme pivot. Autre-

ment dit 75 = I3 encore. Ensuite on effectue 'opération

5
L3y <— L3+ =Lo.

8
Pour obtenir le systéme
1 + 2z + 3x3 = 8
- SIQ — 61‘3 = —18
(SQ) Ex B _9
4 4
Matriciellement on a
1 0 0 1 2 3
Es=10 1 0|, A% =AY =F,FEA=| 0 -8 —6
0 -2 1 0 o I
8
b = EpM) = ByEib= | —18
-9
4

3. Résolution : on obtient le systéme triangulaire supérieure de I’exemple [ que 'on a résolu
précédemment 5]



1.3.3 Choix du pivot

Parmi les coefficients non nuls de la premiére colonne que l'on considére, il peut y en avoir
plusieurs non nuls. Il faudra faire un choix parmi eux. Cependant & causse des arrondis effectués
par lordinateur pour écrire un nombre, il peut y avoir des erreurs de calcul avec plus ou moins
d’impact. Pour comprendre ce phénoméne, nous donnons tout d’abord un petit apercu sur la
représentation des nombres en virgule flottante, puis un exemple pour illustrer la propagtion des
erreurs d’arrondi et I'impact du choix de pivot sur la précision de la résolution.

Apercgu sur la représentation des nombres en machine

Définition 1. La représentation d’un nombre flottant x en 32 bits est donnée par :
x==4a x 2°=+(1+m)2°%

avec m € [0, 1] est la mantisse, a = 1+ m € [1, 2] et e € Z 'exposant tous deux écrits en systéme
binaire. Pour le coder, 'ordinateur utilise :

— 1 bit pour le signe : 0 pour +, 1 pour —,

— 8 bits pour l'exposant : ce qui correspond & 256 valeurs possibles. Le 0 est réservé au
nombre 0 et 255 pour 'infini, il reste donc 254 valeurs possibles pour ’exposant e. Pour
que e puisse étre négatif, nous avons donc

e € [-126,127].
— 23 bits pour la mantisse.
Exemple 5. Si ’on considére le nombre
x = —118,625.
Alors le bit pour le signe est s = 1. De plus nous avons

118,625 = 118 + 0, 625,

avec
118 =64+54=204+32422=26425416+6=20+2°+2% +2% 2!
et
0,625 =0,5+0,125 =271 + 273,
Ainsi

118,625 =20 +25 424 122 p 21 y 271 1 273 —26(1 4271 272 1 274 1 275 1 277 1 9279),

autrement dit
e=6, m=2"1422424492542°7 4979

Enfin = —118,625 est codé par

1 000000111101101010...0.
~N—————

S € m

Remarque 6. Le plus petit nombre positif est donc 2726(1 + 2723) et le plus grand est

271427+ +27%) =2 (2 - 27,



Exemple illustrant I’impact du choix de pivot sur la précision de la résolution

Exemple 6 (Exemple de Forsythe).
Considérons le systéme linéaire

10_4331 + x5 = 1
T + z2 = 2,

et supposons que la mantisse n’a que trois chiffres significatifs. On peut obtenir facilement la
solution par méthode de substitution

x1 = 1.0001, x9 = 0.9999.
Ainsi, avec seulement les trois chiffres significatifs, pour 'ordinateur la réponse exacte est
r1 = 17 To = 1.

Essayons d’appliquer la méthode du pivot de Gauss avec 10™% comme pivot. Nous arrivons a

10_4{,61 + T2 = 1
—9999z, = —9998,
Ainsi
L. 9998
27 9999

ce qui donne avec les trois chiffres significatifs 2o = 1. On en déduit 21 = 0 ce qui est trés éloigné
de la vraie solution.

Cependant si on échange les deux lignes du systéme linéaire pour considérer ay; = 1 comme le
pivot

X + X2 = 1
1074251 + xp = 2.
Nous obtenons
xr1 + To = 1
0.9992, = 0.999.

Ainsi x5 = 1 puis x1 = 1 ce qui est trés proche de la vraie solution.
Nous aboutissons donc & la méthode suivante pour choisir un bon pivot.
Proposition 2 (Choix du pivot).

Au début de la k-éme étape, on choisit un pivot agf)k tel que

k k
|a(. )k| = max |a(. k)|
205 k<i<n )
Ainsi les erreurs d’arrondis dues a la division par un nombre trés petit sont minimisées.

Proposition 3 (Choix du pivot total).

Au début de la k-éme étape, on choisit un pivot agf,)jo tel que
(k) | _ (k)
‘aio,j0| = kg%én‘ai,j |

Pour se faire il faut non seulement échanger deux lignes de la matrice A mais également deux
colonnes en multipliant & droite la matrice A par la matrice T'(k, jo). On passe donc de AR g =
a

T(k,io) AW (k, jo)a’ = T(k,io)b, ' =T(k,jo) 'w = T(k, jo)x
ou ' est xz avec les lignes k et jo échangées. Dans ce cas les erreurs d’arrondis sont encore
davantage minimisées.



1.3.4 Calcul du nombre d’opérations élémentaires
Soit k € [1,n — 1]. Alors a la k-iéme étape nous effectuons les n — k opérations

(k)

. a;
L — L — L, k+1<i<n
Ak

Ce qui correspond pour le co6té gauche du systéme avec les a;; et les z; a :
o

/L)
(k)’
Ay k

o m — k divisions pour obtenir les termes

o (n — k)? additions (soustractions) car, pour tout i € [k + 1,n], n — k soustractions sont
(k)

effectuées pour la ligne L;",
o (n — k)? multiplications pour la méme raison.

Ainsi on obtient pour n — 1 étapes :

— n(n—1)
o Z(n —k)= — divisions,
k=1
n—1
—1)(2n—-1
o Z(n —k)? = nin )6( n-1) additions,
k=1
n—1
-1)(2n -1
o Z(n — k)= nin=1)@n 1) multiplications.
k=1 6

Quant au coté droit correspondant aux opérations sur les b;, nous avons :

n—1

-1
o Z(n —k)= n(nT) additions (soustractions),
k=1
n—1
-1
o Z(n —k)= % multiplications.
k=1

Il reste encore & compter les opérations effectuées dans la méthode de remontée :

b%nfl)
T = (n—1)
)" (n-1)
n— n—
z _ bn—l - an—l,nl‘n
n—1 - (n—l)
n—1n—1
(n—1) (n—1) (n—1)
. b — Q9 Te—..—aj, Tn
- (n—1)
ayq
Nous avons donc
o n divisions,
nin —1)

c04+1+..4n—-1= additions (soustractions),

10



o 0+4+14+..4n—-1= multiplications.

n(n —1)
2

Par conséquent, en effectuant la somme de toutes ces opérations, pour n tendant vers +oo,
nous obtenons le résultat suivant :

Proposition 4. La méthode de Gauss nécessite de 'ordre de

2 . . .

o % divisions,
3 . . .

o %5 multiplications,
3 .o, .

o % additions.

Remarque 7. Nous n’avons ici pas tenu compte du colit de calcul de la stratégie du pivot
utilisée.

Nous pouvons également comparer ce résultat avec la méthode utilisant les formules de Cra-
mer :

ajy ... -1 b1 @iy ... ain
det(B;) )

~ det(A)’

T

B; =
an,1 .- QAng—1 bn Qpi+1  --- Opn

Nous devons donc calculer n + 1 déterminants et effectuer n divisions. Or le calcul d’un déter-
minant par la formule

det(A) = Y e(@) ][ A0

oES, i=1
nécessite n! additions et n!n multiplications. Ainsi cette méthode requiert de 'ordre de
o n divisions,
o (n+ 1)! additions,
o (n 4+ 2)! multiplications.

Nous obtenons donc beaucoup plus d’opérations a effectuer.

1.4 Meéthode de Gauss-Jordan

Remarquons que nous pouvons obtenir une matrice diagonale M A au lieu de triangulaire
supérieure, en modifiant légérement les matrices Ej. En effet si I'on effectue les opérations sur
les lignes supérieures a la k-iéme lors de la k-iéme étape, on transforme Ej en

af, V)
1 (0) N CESY

A ke

(k—1)
1 %1k
(k—1)
A ke
E = 1
(k—1)
%41k 1
a(kfl)
k.k

a@fn

——ien (0) 1

Ak

11



Ainsi on obtient & la fin un systéme simple & résoudre

o -

(n—1)
an—l,n—lx’ﬂ—l

(=1 _ =D

ann "Tnpn = n 5

i.e., en multpliant les lignes par NCEE

bgn—l)
X1 =
(n—1)
‘11?1
(n-1
T 1 _ bnn—l )
T T (n=1)
a’nnfl,nfl
bgln—l)
€T =
! aiy
correspondant a la multiplication matricielle par
1
(n—1)
a17,11
D =
1
aiy

Remarque 8. La méthode de Gauss-Jordan permet également d’obtenir 'inverse matricielle.

En effet nous avons
DE, 1T, 1..Ei1T'A=1,,

i.e.
A'=DE, \Ty_1..F1T}.

Exemple 7. On considére la matrice

1 2 3
A= 3 -2 3
-1 3 5
Alors T = I3 et
1 00
E = -3 1 0
1 1
On obtient alors
1 2 3
EiTi1 A= 0 -8 —6
0 5 8



Puis T5 = I5 et

2
8
Ex=| 0 1
5
0 - 1
8
On obtient alors
3
03
BT, EfT1A=| 0 -8 —6 .
) T
4
Enfin T3 = I3 et
Lo 8
Es=10 1 o
17
0 0 1
Par conséquent
1 0 0
EsTsEyThE A= O —8 107
0o 0 —
4
Il ne reste plus qu’a multiplier & gauche par
1 0 0
1
p=| 0 —< O
8 4
0o 0 —
17

Finalement nous avons
DE3T3EToE\TVA =15, ie. A™'=DEsT3E,ToFET).

Remarque 9. En pratique on écrit A et la matrice I,, & c6té puis on effectue les opérations sur
A et I,,. En effet nous avons

DE3T3E;ToE\Ti I3 = DEsT3 EyTo BTy = AL

Exemple 8. Les opérations pour la matrice A de I'’exemple précédent sont les suivantes

1 2 3 1 0 0

3 -2 3 ’ 0 1 0

-1 3 5 0 0 1

. . . L2 <— L2 — 3L1
1. Itération 1 : L < L+ Ly
1

1 2 3 1 0 0
0 -8 —6 ‘ -3 1 0
0 5 8 1 01

13



2 1
L1<‘L1778L2:L1+*L2

2. Itération 2 : 5 %
L3<—L3—j8L2:L3+§L2
1
3 1 1
0 -8 —6 -3 1 0
17 7 5
0o — — =1
4 8 8
3
L L 2 L3=1L 6L
1s— b= g7 b3 = T A
3. Itération 3 : 4
—6 24
L2<—L2—ﬁL3:L2+ﬁL3
4
19 1 6
1 0 0 24 24 17
0 -8 0 GhoB# o
1
0 0 l ]77 ]57 17
4 L2y
8 8
1
Lo+— —=1o
4. Ttération 4 : 48
L3<—T7L3
J
v 1 6
1 0 O 34 3 7
01 0 g —é —E
00 1 A L
34 34 17
Par conséquent
v 6
RN I e S |
1
LA
34 34 17

2 Factorisation LU

2.1 Théoréme et remarque

Théoréme 1. Soit A une matrice carrée d’ordre n telle que les n sous-matrices diagonales soient
inversibles

Vk € [1,n], (aij)i<; j<ix € GLi(R).

14



Alors il existe une unique matrice triangulaire inférieure L avec uniquement des 1 sur la diagonale
et une matrice triangulaire supérieure U telles que

A=LU.

Remarque 10. Pour calculer la matrice U on peut utiliser la méthode du pivot de Gauss. En
effet comme les n sous-matrices diagonales sont inversibles, il n’y a pas d’interversion de lignes,

on a alors
U=A,=FE,_1..FiA

triangulaire supérieure. Puis
L= (E,1.B) "

pour avoir LU = A et L triangulaire inférieure avec uniquement des 1 sur la diagonale car

1
(0)

—1
= (k—1)
Ek Bpti1,k 1
(k—1)
kk

a?kk—l) (0) 1

kk

et ainsi

L=E{'.E' =

.O ' n;2
L
0 7 (n—2)

a1 Ap—1,n—1

Remarque 11. L’intérét de la factorisation LU est quand on & résoudre plusieurs systémes
linéaires avec la méme matrice A. On effectue la factorisation LU puis il suffit pour chaque
systeme

Ax=LUx =b

de résoudre par remontée ou descente les deux systémes triangulaires

Ly=b, Ux=y.

2.2 Matrices tridiagonales

Définition 2. On dit qu'une matrice A est tridiagonale si elle est de la forme

b1 C1 (0)
A=| ®
T - Cp—1
(0) an, by
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Proposition 5. On considére A une matrice tridiagonale et la suite  définie par récurrence
do=1, 6 =b1, Vke€|[2,n],0k =brdp—1 — apcCk—10k—2.
Alors, en notant Ay la sous-matrice diagonale de taille k de A, nous avons
0 = det Ay,

et la factorisation A = LU est donnée par

150 u c
a— 1 50 !
01 5
01 2
L = a’357 s U = 61
2
1 fn1
5n72 =
a”ﬂ(s 1 1 5n—1
n—
Démonstration. Les termes diagonaux sont donnés par
01
a1 =1x—==1»
1,1 3 1
et pour tout k € [2,n],
Ok— )
ak,kzakk2xck,1+1>< K = by
Ok—1 Ok—1
Puis pour les termes sur-diagonaux
ak$k+1=1xck:ck, ke [[1,77,—1]],
et pour les termes sous-diagonaux
aj— Of—
Ak k—1 = Qf k2 X kol =ag, k€ [[2,71]]
ak—1  Ok—2
Par conséquent, par unicité de L et U, nous avons bien les formules souhaitées. O

3 Factorisation de Cholesky

3.1 Théoréme et remarque

Théoréme 2. Soit A une matrice symétrique définie positive de taille n x n. Alors il existe une
unique matrice réelle B triangulaire inférieure dont tous les éléments diagonaux sont strictement
positifs telle que

A= BB".

Démonstration. — Existence :

Soit A = (@i;)1<i,j<n une matrice symétrique définie positive. On démontre tout d’abord
que toutes les sous matrices diagonales de A sont symétriques définies positives et par
conséquent elles sont inversibles.

16



Soit

Ay =

a1 - - . Qg

une sous matrice diagonale de A. On va démontrer que la matrice Ay est symétrique définie
positive, i.e. Vw € RF : wT Apw > 0.

w

0

Soit w € R¥ et v = ) €R™. On a:

wl Apw = v Av.

Or A une matrice symétrique définie positive donc
wl Agw =0T Av > 0

Ce qui preuve que la matrice Ay est symétrique définie positive et inversible par conséquent.

La matrice A vérifie, donc, la condition de la factorisation LU. Alors il existe une unique
matrice triangulaire inférieure L (avec les élément diagonaux égaux & 1) et une unique
matrice triangulaire supérieure U(avec des élément strictement positif sur la diagonal a
cause du déterminant > 0) telles que :

A=LU

On considére ensuite la matrice diagonale

U171 0 P 0
0 UQ,Q
A= 0
0
0 0 0 JU..

Nous avons alors

A= (LA).(A'U) = BC.
Comme A est symétrique, on a BC' = CT BT ou encore
O(BT)71 _ B*lcT

et on calcule explicitement ces matrices (& gauche triangulaire supérieur, a droite triangu-
laire inférieure, chacune avec des 1 sur la diagonale). Légalité n’a lieu que si ¢’est I'identité
ou encore C' = BT,

Unicité : On suppose qu’il existe deux matrices réelles triangulaires inférieures B et C
telles que :
A=BBT =ccCT, (14)

17



et on démontre que B = C

L’égalité 14| permet d’écrire : C~'B = CT (BT) T

—1 T

—cm (3" = (B0)".
Le terme C~!' B est une matrice triangulaire inférieure et (B_lC)T est une matrice trian-
gulaire supérieure, 1’égalité n’est possible que ces deux termes sont des matrices diagonales,
c’est-a-dire :

d11 o . . . 0
0
CilB:(Bilc)T:D: . . . . . . ,
0
0 dnn
avec Vi € 1,..,n d;; >0
Donc r .
(B7'C)" =B7'C=(C"'B)"
T \_vl_/
e

et par conséquent
D=D"1'—=Viel,.,ndyc{-1,1}.

Et vuqueViel,..,n d;; >0,donc Vi € 1,..,n d;; = 1, c’est-a-dire que
D=1,

Enfin
D=1, B 'C=1,<= B=C.

Ce qui prouve 'unicité de la décomposition
O

Proposition 6 (Méthode de Cholesky). On considére A une matrice carrée de taille n x n
symétrique définie positive et un vecteur colonne b de taille n. On note

la matrice de la décomposition de Cholesky A = BB!. Alors pour tout i, j € [1,n] tels que i > j,

j
aij = E bi by k-
k=1

Ainsi pour la premiére colonne j = 1 nous avons :

o

o

;o . 12 [N —
pouri=1:a1; = bL1 d’ott by1 = /a1 1,

. N az 1
pour i =2 :as; = by b1 dott by = Do
1,1
. N an,1
pour ¢ =n: an1 = by,1by,1 dot by, 1 = bL
1,1

18



Nous avons donc la premiére colonne de la matrice B. Puis on procéde par récurrence. On
suppose connue les j — 1 premiéres colonnes de la matrice B. Alors pour la j-iéme colonne :

S . _ 12 2 9 N _ 2 2

opouri=j:aj;;= b%1 + ...+ b“- d’ou b; ; = \/aj,j — bj’1 — bjyji17
a; i — b bi1—...—b; _1b; i

s . _ N _ Y%+l j+1,19%5,1 j+1,j—-1Yj,5-1

o pouri? = j+1 Q41,5 = j+1,1b',1+~~+bj+1,jbj,j d’ou bj+1,j = b s
5,3
o :
nj = bnabji — ... —bpj1,bj-1

o pour i=n: Qn,j = bn,lbj,l =+ ...+ bn,jbj,j d’ou b"J =

bj.j
Ce qui détermine la matrice B. Il ne reste plus qu’a résoudre By = b par la méthode de
descente et B'x = y par la méthode de remontée.

Remarque 12. Nous avons
det(A) = (by1...bpn.n)* > 0.

En particulier les b; ; sont non nuls.

Exemple 9. On considére la matrice

2 -1
A= ( 2 ) |
Alors la matrice A est symétrique définie positive car symétrique et
xa=(X-2?-1=(X-3)(X—-1) ie Sp(4)={1,3}CR%.

Par décomposition de Cholesky il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que
A = BB?. Puis, d’aprés la méthode de Cholesky, nous avons

a 1 V3
51,1 =4/a1,1 = \@7 52,1 = ﬁ = _\ﬁ’ 52,2 =14/022 — b%l = ﬁ

Donc la décomposition de Cholesky de A est donnée par

V2 0 VR

e
i vl 5

5,

. 1
On considére un vecteur colonne b = ( 0 ) Alors on résout By = b par la méthode de descente

by +
_i B 2 ﬂyl B 1
Y1 \/Qv Y2 \/g \/§\/§

V2

Enfin on résout Bfz =y par la méthode de remontée

1
Y1 + —=2x2

V2

B _1+1_2
- V2 T2 6 3

Nous avons donc obtenu la solution z = é ( ? ) de Az =b.
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3.2 Calcul du nombre d’opérations élémentaires

Comptons le nombre d’opérations élémentaires rencontrées dans la méthode de Cholesky :

o n racines carrées,

om—14..+1= "("2* divisions,
n®—n o nt—n o ,
o multiplications et additions (soustractions) :

n o on . n ' ' n—1 n—1 n—1 ) 7’L2('fl _ 1) n(n _ 1)(2’/’1, - 1)
>3- = 3G D+1) = k) =0 = ) _n
j=li=j j=1 k=0 k=0 k=0

_nn—1)Bn—02n—-1) n®-n
B 6 -6
o Pour les méthodes de remontée et de descente : 2n divisions, n(n — 1) additions et multi-
plications.
n2 3

Par conséquent nous avons un ordre de n racines carrées, - divisions, — additions et

multiplications ce qui est 1égérement inférieur & ’ordre des opérations dans la méthode de Gauss
si on ne compte pas les racines carrées. On favorisera donc la méthode de Cholesky pour les
matrices symétriques définies positives.
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Deuxiéme partie
Résolution numérique d’équations
différentielles

1 Intégration numérique

Etant donné une fonction f continue sur un segment [a, b], on cherche a calculer numérique-
ment (car on ne connait pas de primitive usuelle) l'intégrale de Riemann

b
/ f(z)dx. (15)

La plupart des algorithmes procédent en subdivisant le segment [a,b] en plusieurs sous-
intervalles
a=x9 <1 <...<$N:b7

e = 5[
/ [z + thy)d

ou h; = x;4+1 — ;. Chacune des intégrales de l’expression précédente doit étre évaluée. On se
concentre, dans la suite, en posant g(t) = f(xg + thp), sur la premiére intégrale

et en remarquant que

||M

A gt (16)

dont on cherche une valeur approchée.

1.1 Formules de quadratures

L’intégrale peut-étre approchée par la formule de quadrature
s
> bigles) (17)
j=1
ou les c1,...,cs sont les nceuds de la formule de quadrature et by, ..., bs, en sont les poids. Une

formule de quadrature est d’ordre p si elle est exacte pour toutes les fonctions polynomiales de
degré p — 1, i.e. pour tout polynéme P de degré inférieur ou égal & p — 1, on a

/ P(t)dt = ibjp(cj).
0

J=0

Proposition 7. Une formule de quadrature est d’ordre p si et seulement si

S
_ 1
ijc‘;- =2 pour ¢g=1,...,p (18)
; q
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1.1.1 Formules des rectangles et du point-milieu, sommes de Riemann

Les formules de quadratures les plus simples consiste a approcher l'intégrale par la
valeur de la fonction g en un point £ de l'intervalle [0,1]. On appelle formule des rectangles
lorsque l'intégrale (16)) est approchée par

9(0) ou g(1)
et formule du point-milieu lorsque cette intégrale est approchée par
1
g 9]

Pour une grille de discrétisation, on obtient pour ’approximation de 'intégrale Pexpres-
sion suivante

N-1
E (g1 — (51) & € [xivxiJrl] .
1=0

qui correspond a la somme de Riemann. On montre que ces sommes convergent vers

/ab f(z)dz

lorsque la finesse max;—g. n—1 (2,41 — x;) tend vers 0.

Démonstration. On a, comme la fonction est continue, on a I’encadrement suivant

N—1 N—1
(ig1 — i) m; < Z (ip1 —x;) f(&) < Z (i1 — ) M;
i=0 =0

ollm; = MiNgely, o) f(2) et M; = max,e(s, 2., f(2). On montre que, lorsque max;—o.. N1 (Tiy1 — ;)
tend vers 0,

P

I
=

i

=2

3 (i1 — xi) (M —my)

Il
<

i
tend vers 0 et que la limite de la somme de Riemann est la valeur de I'intégrale. O

— le théoréme de Heine nous donne : toute fonction continue sur un segment est absolument
continue, i.e.

— ce sont aussi deux fonctions en escaliers définissant l'intégrale de Riemann.

Numériquement, il est plus judicieux d’utiliser la formule du point milieu

/Olg(f)dt ~g (;) .

car elle est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 1 (¢f. Proposition
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1.1.2 Formules de Newton-Cotes

En fixant les nceuds ¢y, ..., cs distincts, s > 2, la condition ([18)) avec p = s représente un
systéme linéaire
1 1 o 1 by 1
1
C1 C2 ‘e Cs bg 3
s—1 s—1 s—1 1
G < bs s

qu’il faut résoudre. La matrice, qui est une matrice de Vandermonde, est inversible et la résolution
du systéme nous donne une formule de quadrature d’ordre p = s.

Démonstration. On calcule le déterminant de la matrice

1 1 1
C1 Co Cs
detV = .
s—1 s—1 s—1
€1 Cy Cs

en effectuant ’opération
Li — Lz — ClLi—l

en partant de la n® ligne et en remontant jusqu’a la seconde. Il vient,

1 1 - 1

0 (ca —c1) (cs —c1)
det(V) = .

0 6372(02 —c1) ... 3 es—cr)

en développant par rapport & la premiére colonne et en factorisant

1 1

CQ Cs

detV = (c2 —c1)(es —c1) ... (es —ca) | . :
03_2 2

Par récurrence, on obtient le résultat
det(V) = H (¢j — )
1<i<j<n
O
Ainsi, en fixant les c; = (Zj), j = 1,2,...,s, on obtient les formules de quadrature de
Newton-Cotes qui sont répertoriées dans le tableau suivant :

On remarque que pour la formule de Simpson, si il est évident que la condition

g 1
> b =
i=1 ¢
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s poids nom ordre
T T N
2 ? 2 ; t.rapeze 2
3 g g g i Simpson | 3 — 4
4 g 3§2 1§2 3§2 - NeWtOn 4
5 90 90 90 90 90 Boole 5—6
6| &2 o o0 30 % I9 _ 6
T T R
7| 840 fa0 w0 sd0  mdo s40  mag | weddle |7 —8

TABLE 1 — Formules de quadrature de Newton-Cotes pour 2 < s < 7.

est satisfaite pour ¢ = 1,2, 3, la méme condition est satisfaite pour ¢ =4 :
1 . 4 (1\* 1 1
.03 4+=. (= Z13==Z
6 + 6 <2> + 6 4

mais plus pour ¢ =5 :

1 4 (1\* 1 5 1
S | S R (e ) L
6 "% (2) MG 247 5

Construite pour étre d’ordre 3, la formule se révéle étre d’ordre 4. Plus généralement,
Proposition 8. Si une formule de quadrature symétrique,i.e. pour tout j =1...s,

C; = 1-— Cs+1—j et bj = b5+1_j 5

est exacte pour les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 2m — 2, m > 1, elle est
automatiquement exacte pour les fonctions polynomiales de degré 2m — 1. Autrement dit, une
formule de quadrature symétrique a toujours un ordre pair.

Démonstration. Un polyndme de degré 2m — 1 peut s’écrire sous la forme

aa=c@—§fW4+mm

avec ¢1(t) un polyndéme de degré < 2m — 2. Il suffit alors de montrer qu’une formule symétrique
est exacte pour (¢t — %)mel

A cause de la symétrie de cette fonction, la valeur exacte vaut

1 2m—1
1
/ (t — ) dt=0.
0 2

L’approximation numérique satisfait

s 1 . s 1 .
ij(cj B 5)2 b= ZbSJrl*j(l — Cs41—5 — 5)2 1
j=1 j=1

s
Z 1iom_

— _ bs+17j(cs+17j _ 5)2m 1
Jj=1

. 1
= — Z bi(c; — 5)2’”_1 (changement d’indice)
j=1
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ou encore

O

Ainsi, la formule du point milieu & méme ordre que la formule du trapéze, précisément 2 ; la
formule de Simpson & méme ordre que la formule de Newton, précisément 4, etc..

1.2 Etude de l’erreur

On cherche dans cette section, un encadrement de l’erreur d’approximation de l'intégrale
initiale par les méthodes par les formules de quadratures

N-1 s

hi Y b f(zi+¢jhi) .

i=0  j=1

b
(1. N) = [ f(a)da -
On se concentre sur I’erreur commise sur la premiére intégrale a évaluer ,
1 s
EQ(f) = ho/ f(l‘o + tho)dt — ho Z bjf(l‘o + tho) .
0 =

Proposition 9. Soit f une fonction £ fois continliment dérivable et p 'ordre de la formule de
quadrature tel quep > k. Alors

1
eo(f) = hgtt | Ni(r) ¥ (wo + Tho)dr (19)
0
ol Ni(7) est le noyau de Peano, défini par

—7)k ° C'—Tk_l
M(T)Zi(1 k!) —iji(j _i+

et hg = 1 — 2o.

Démonstration. On pose g(t) = f(xg+thg). Nous pouvons écrire la formule de Taylor avec reste
intégral,

k=1 4 toy k-1
o) = 3 540 + | S amar
h(t)
N (th) ) k[0 (tho — DR
f(IO —+ tho) = T f J (1’0) —+ h’O / f'f (1170 =+ Tho)dT .
A 0 (k—1)!
h(t)
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La formule de quadrature est d’ordre supérieur a k, le terme polynomial de degré inférieur
ou égal & k — 1 ne contribue pas a ’erreur car la formule de quadrature est exacte, il vient donc :

/ Ch(ydt Z bih(c;)
0 =

eo(f)

Pkt / / f(k)(xo—l—rho drdt — Zb / A%f”“)(xowho)df

j=1 0
s 1 k
_ k+1 _ ) (cj )+ (k)
= ht / / dtf (xo+7h0)d7 jgzlbj/o 7211'—1) ¥ (xo + The)dr

k—1

1 _\k s _
= phtl a-n"_ b-i(cj T FE) (@o + The)dr
0 J 1
0 .

Ainsi, en sommant les erreurs on obtient,

Proposition 10. Soit f une fonction k fois contintiment dérivable et p l'ordre de la formule de
quadrature tel quep > k. Alors

1
le(f, N)| < h*(b—a) max [fF (@) [ |Ni(r)|dr
z€Ja,b] 0

ot h = max;—o,... . n—1hi.

Démonstration. La formule donne
1
ol < B [ IO F W0+ rho| dr
0

£9(z) /0 M) dr

et comme l'erreur est la somme des erreurs sur chacun des sous-intervalles de la division, on
obtient

< hg“ max
z€[xo,x0+ho)

N-1
le(£,N)] < ) leilf)
i=0
N-1 1
< hl,”l max f(k) x ‘/ Ni(7)| dr
- zz—; z€[wi,xi+h;] ( ) 0 ‘ k( )|
N-1
< h*h; max f(k) ‘/ [N (7)| dr
‘=0 z€[a,b]
K ® | [ -
< h | ’/ Ne()dr S by
< 0 e 10| [ M) g ;
qui donne le résultat. O
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Par exemple, pour la formule du point milieu on obtient la majoration de ’erreur suivante

1
N)| < —=h*(b— "(2)];
e(f, N)| < 53h*(b—a) maxc |"(2)];

pour la formule du trapéze

1 2 "
< _ .
e/, N)| < 75 (b = a) xmase ()]

et pour la formule de Simpson
1
le(f, N)| < 5o=h*(b— a) max |f¥(x)].

Toutes les constantes ont été obtenus en utilisant le fait que pour une formule de quadrature
d’ordre p

' N N R I W 0 -
/ONP(T)dT = /0 _ > b D) d

j=1
s -1
_ % ]ﬁ ;bjcf

et la constance du signe de N, (7).
Par exemple pour la méthode de Simpson

1
1/1 5 1
Na(r)dr = —~ (2 -2 ) = -
/0|4(T)|T 4!(5 24) 2880
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2 Meéthodes d’Euler et méthode de Runge-Kutta

Dans cette section nous présentons des méthodes numériques de résolution d’équations diffé-
rentielles "& un pas" ou le calcul ne dépend que des résultats de ’étape précédente.
On cherche & résoudre numériquement 1’équation différentielle du premier ordre

y(0) = wo
ou f : R — R est une fonction connue et de classeC! sur un voisinage de (0,yo), yo fixé. On
admet qu’il existe un réel a > 0 tel que le probléme posséde une unique solution y(x) de
classe C! sur [0, af.
Pour ce faire, on cherche une approximation de la solution en subdivisant 'intervalle [0, 7],
T < a, en sous-intervalles réguliers d’extrémités 0 = z9 < 21 < ... < x; =th < ... <aNy =T
avec h = % : le pas de discrétisation.

2.1 Meéthode d’Euler
En intégrant 1’équation sur [0, h], on a
1
y) = w1 [ g0y (21)
0

avec g(v) = f(vh,y(vh)).

La méthode d’Euler consiste & approcher l'intégrale de 1’équation par la formule de
quadrature des rectangles (a gauche)

1
/ g(v)dv ~ g(0).
0
On obtient le schéma numérique de la premiére étape

y1 =yo + hf(0,y0). (22)

Ici y; est I'approximation de y(x1) = y(h). On montre que y; — y(h) = O(h?).
On note, dans la suite, y,, Papproximation de y(z,) = y(nh). On applique aux étapes 1 <
n < N — 1 suivantes, le méme schéma & un pas

On montre alors que pour h suffisamment petit il existe A > 0 et C' > 0 tel que

C
_ < 2 Axzn—z0) _ )
ly(zn) —yn| < h A (6 1) (24)

et que le schéma converge lorsque h tend vers 0.
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2.2 Meéthode de Runge

La méthode de Runge consiste a approcher 'intégrale par la formule de quadrature du point
milieu
h h
Y(Tns1) 2 yn +hf | 20+ 57:‘/(1'71 + 5)

et de remplacer la valeur y(x,, + %) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de d’Euler

h h
Ynt+1 = Yn + h.f (xn + 57 Yn + 2f<xn7yn)) . (25)

2.3 Méthode de Heun

La méthode de Heun consiste a approcher l'intégrale par une formule de quadrature d’ordre
3

Y(Tnt1) > Yn +Z (f(xn,yn) +3f (xn + %,y (xn n 2;)))

et de remplacer la valeur y(z, + %) inconnue par sa valeur approchée par la méthode de de

3
Runge

h 2h 2h h h
Yn+1 = Yn + 1 (f(xmyn) +3f <xn + gayn + ?f <xn + gayn + 3f($nayn)>>) . (26)

2.4 Euler implicite

La méthode d’Euler implicite consiste & approcher 'intégrale par les rectangle a droite

Yn4+1 = Yn + hf(xn+1; yn+1)

associé a la recherche de la valeur y,,+1 en cherchant la racine de la fonction

h(y) = yn + hf(Xni1,9) =y
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Troisiéme partie
Calcul de la transformée de Fourier et
applications

Dauns le traitement de signaux, ol on est confronté a une immense quantité (plusieurs milliers
ou millions) de valeurs numériques, la transformée de Fourier est un outil inévitable. De plus,
les données ont souvent une certaine périodicité ce qui rend la transformée plus efficace. Elle est,
par exemple, trés utilisée dans le traitement des sons ainsi que pour la compression d’images.

1 Transformée de Fourier (continue).

Une série trigonométrique (ou série de Fourier) est une série de la forme

oo
a
f@) =5+ (a cos kz + by sin kz) (27)
2
k=1
En cas de convergence, elle représente une fonction 27-périodique, c’est-a-dire pour tout x € R,
f(z + 27) = f(x). Les formules deviennent plus simples en passant aux complexes. Grace aux
identités e = cosx + isinz, cos(z) = (e + e '*)/2 et sin(x) = (" — e7*)/(2i), la série
précédente devient simplement

oo
fl@)y= > cpe (28)
k=—o00
La clé fondamentale permettant le calcul des séries trigonométriques a été découverte par Euler
et réside dans la relation d’orthogonalité

" o= il gike g, _ o ilk=Dz g 0 sik#l
0 0 27 si :ZC = l

Cette propriété nous permet de calculer les coefficients. 11 suffit de multiplier par ek et
intégrer terme par terme de 0 & 2m. Tous les termes, sauf un, disparaissent et on obtient

1 o ikx
cp=— z)e "Fdz. 29
=3 ) 1@ (29)
Pour marquer la dépendance de f, nous écrivons souvent pour les coefficients de Fourier f (k) =
Ck.
Proposition 1. Les coefficients f(k:) convergent vers zéro pour k tendant vers +oo, et on a
|f (k)| = O(|k|~P) si le prolongement 2m-périodique de f est p-fois contintiment différentiable.

2 Transformée de Fourier discréte (DFT).

Supposons maintenant que la fonction f 27-périodique soit seulement connue pour les z de
la division équidistante
271y
Tj =
et posons y; = f(x;). Si nécessaire, on peut prolonger (y;) & une suite N-périodique en posant
Yj+N = y; pour tout entier j. Sur la figure suivante, on a NV = 8.

j=0,1,...,N—1
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0 7 2T

Par analogie avec (28)), on cherche & exprimer cette suite par
N N
Y = E Zpetti = E 2w avec w = 2N, (30)

Cette fois la relation d’orthogonalité discréte (noter que w” = 1)

S b Ni oy | ST =0 sik#1(modulo) N
w w - w =
7=0 =0 N si k =1 (modulo) N

nous aide a trouver les z; a partir de . Par parfaite analogie avec la preuve ci-dessus pour
, on multiplie 'équation (30]) par w™"’ et on additionne de j =0 & N. Tous les termes, sauf
un, disparaissent et on obtient la transformée de Fourier discréte (DFT)

1 N-1
—kj
2k = N ZO ij 7, (31)
j=

Si y; = f(z;), nous écrivons aussi J/‘J\V(k) = z;, pour les coefficients de la transformée de
Fourier discréte. Comme yn = o, la valeur z; de (31]) peut étre interprétée comme le résultat
de la régle du rectangle appliquée a U'intégrale dans (29)). En effet pour k fixé :

% = 5 f(x)e™ " de ~ o Zo Tj1 — ;) fw;)e” "
N-1
= > %ij*ki = Zk-
j=0

Toutefois, 2z = fj\v(k) n’est pas une approximation de ¢ = f(k:) pour tout k, car la suite (zj)
est N-périodique (ceci est une conséquence de w™ = 1) alors que f(k) converge vers zéro si k
tend vers oo.

Quelques remarques générales avant de continuer. Notons Py 'espace des suites N-périodiques

Py = {(yr)rezlyr € C, ypin = yr}-

La transformée de Fourier discréte de y = (yx) € Py est la suite z = (zx)rez ou 2z est donné

par (B1).
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Proposition 2. On note z = Fy(y).
1. Pour y € Py, z = Fn(y) € Py.
2. L’application Fu : Py — Py est linéaire et bijective.

3. application inverse de Fy est donnée par
Fy'=NFx.

Etude de ’erreur.
Pour la division équidistante

21y .
szw, ‘7:0,1,,N71
de Vintervalle [0, 27] et pour Yo, y1,...,yn—1 donnés, on cherche un polyndme trigonométrique
(une combinaison linéaire finie de fonctions e?**) passant par (z;,y;) pour j =0,...,N — 1.

Théoréme 1. Pour yo,y1,...,yn—1 donnés, soit (z) sa transformée de Fourier discréte . Si
N est pair, le polyndme trigonométrique

1

pN(l‘) = 9 (ZfN/2e

~iNe/2 4 ZN/2ez'Nm/2) + Z Zethe
|k|<—N/2
satisfait py(x;) = y; pour j =0,1,...,N — 1.

On remarque que si les yi sont réels, alors py est une fonction réelle, c’est-a-dire une combi-
naison réelle de sin kx et cos kx.
Supposons maintenant que y; = f(x;) ou

f@) = S ae® o= fm)
k=—o0

est une série de Fourier qui converge absolument pour tout =x.
Théoréme 2. Alors pour tout z € R,

(N ~( N R

s -t < [F ()| +[F(-5)]+2 X |l
|k|>N/2
De plus si f est p-fois dérivable (avec toutes ses dérivées continues), on a
|f(z) = pv(2)| = O (N7PFT).

Ce théoréme permet une interprétation intéressante. Considérons une fonction 27-périodique
de fréquence maximale M (c’est-a-dire, pour |k| > M, f (k) = 0). Alors le polynéme trigonomé-
trique donne le résultat exact ( pn(z) = f(z) pour tout ) si N > 2M. Ce résultat ( le théoréme
d’échantillonnage ) nous donne une formule pour le nombre d’échantillons nécessaires pour une
représentation exacte d’une telle fonction.
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2.1 Compression des données

Etant donnée une suite N-périodique (y;) et sa transformée de Fourier discréte (zy,), 'idée
est de supprimer dans la représentation pour y; tous les termes dont la valeur absolue de
2y, est en-dessous d’une certain seuil (par exemple, 3% du coefficient maximal).

Le premier dessin de la figure suivante montre la digitalisation d’une son. On a enregistré
22000 impulsions par seconde, dont 1024 sont dessinées (ceci correspond a 1024 /22=46,5millise-
condes). On observe bien une certaine périodicité des données.

Pour les N = 1024 nombres (y;) on a calculé la transformée de Fourier discréte zj. La suite
de leurs valeurs absolues est dessinée dans la deuxiéme image de la figure pour k = 1,...,170
(comme les y; sont réels, on a zy_ = z— = Zj, et il n’est pas nécessaire de dessiner les valeurs
pour k > N/2; pour 170 < k < N/2 les zj, sont inférieurs a 0,072).

La théorie de ce paragraphe est basée sur le fait que f(x) est une fonction périodique. Cepen-
dant, la période du signal n’est visiblement pas égale & N = 1024, mais elle est plutét proche de
N =997. Si l'on calcule 1024 valeurs de f(x) sur une période exacte (par interpolation linéaire)
ainsi que leur transformée de Fourier discréte, on obtient la troisiéme image de la figure. Cette
fois, on peut beaucoup mieux observer la fréquence principale (5 x 22000/997 ~ 110 Hz) ainsi
que les harmoniques (multiples de la fréquence principale).

Maintenant nous supprimons tous les coefficients z; dont la valeur absolue est inférieure a
10% de la valeur maximale. Les 16 coeflicients restant sont dessinés dans le quatriéme dessin de la
figure. Ainsi, la vraie information contenue dans le signal ne contient que 16 nombres complexes
au lieu des 997 valeurs réelles y;.

Pour décoder le signal, nous utilisons la formule avec les zj, restant aprés la compression.
Le résultat (décodage) est dessiné en bas de la figure. On peut constater que le signal original
est trés bien reproduit.

La conclusion de cette expérience est la suivante : au lieu de stocker les 997 valeurs du signal
original, il suffit de stocker quelques coefficients de la transformée de Fourier discréte sans perdre
de l'informatisation visible.
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200F data <aaaa>
% MY A SAaMANY Wy
e : b i i
0F 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
10’=r
i spectre pour 1024 points
i w ‘ w H “ ‘ “ ‘
1 ” H H" m ’ H hl ’ |||h. |’ bt v da b |,.I|||||||III v A I,|I||.||||!LI
Ni 50 100 150
10 E
F ‘ ‘ spectre pour 997 points
10"_{
o bR |||’ |.|| ”" “H “n‘ “h ||||’.|..||||I’||.||.,... Lot Ll ool
r 50 100 150
10'F
i seuil de compression: 10%
100
3 50 100 150
200f décodage
WPV MYV L S Y
. . l : o :

1 | 1 | 1 | 1 1
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Dans le deuxiéme dessin de cette figure on voit que les fréquences dominantes du son sont si-
tuées dans l'intervalle |k| < 60. Comme la longueur de I'intervalle dans la figure est de 1024,/22000
secondes, la valeur maximale M correspond a 60 x 22000/1024 ~ 1390 Hz. Alors, N = 128 échan-
tillons sont suffisants pour représenter correctement le signal. Dans la figure suivante sont dessinés
les polyndmes trigonométriques py(x) (pour N = 64,128 et 256 ) passant par y; pour j = 0
modulo (1024/N). ou y; sont les données de la figure précédente. On voit que la représentation
est bonne & partir de N = 128. 11 suffit alors d’utiliser chaque huitiéme échantillon (une autre
possibilité de compression des données).

N = 256
1 1 1
- 1 20 30 40
N =128
| 1 1 |
) 10 20 30 40
N = 64
1 1 1 |
10 20 30 40
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2.2 Transformée de Fourier rapide

Pour (y;), j = 0,...,N — 1 donnés, un calcul direct de la transformée de Fourier discréte
(zk), k=10,...,N =1 (cf. ) nécessite N2 multiplications et additions. Dans ce paragraphe,
nous présentons un algorithme qui fait le méme travail en N log, (V) opérations. Cet algorithme
est dit & Cooley & Tukey (1965). Nous supprimons le facteur 1/N dans et nous utilisons la
notation

N—1

—kj 2mi /N

z = Fn(y), ZL = E Yiwn S, wWn=e wi/N
j=0

Faites attention a la redéfinition de Fy (par rapport a la proposition .

Lemme 1. Soient u = (ug,u1,...,un—1), v = (vg,v1,...,Un—1) et définissons
y = (uo,v0,U1,01, ..., UN—_1,UN_1).
Alors pour k =0,1,...,N — 1, on a avec wan = e™/N :
(Fon(y)i = (Fa(u)i +wy (Fn(v)k (32)
(Fon(@)ien = (Fn(w))r — won (Fn (0))1e

La formule (32]) nous permet de calculer (avec N multiplications et 2N additions) le vecteur
Fon(y) & partir de Fy(u) et Fy(v). La méme procédure peut étre appliquée récursivement aux
suites u et v si elles ont une longueur paire. Si ’on suppose que N = 2" on obtient l’algorithme
présenté dans le schéma suivant (pour N = 8 = 23)

Fnys¥o = Yo

Yo /
o (2)
Y Fr 2

2 ‘\/2 yA] \ ) yg / -F‘\"/S y2 = y2

Y2 f';\‘/—l \
.F\r Ys Yo Yo E\r/s Yo = Ys

B 7 o

Ys \ fjl / Fn/a (fh> [ Tt =
Yo Fnya : \ Ys/ \ Fnssys =1ys
v y (-113) / FN/sYs =Ys

\

]:N/x Yr = Y7

La programmation de cet algorithme se fait de droite a gauche. D’abord, on met les y; dans
d’ordre exigé par d’algorithme. Aprés, on effectue les opérations de comme indiqué dans le
schéma. Pour passer d’une colonne a une autre on a besoin de N/2 multiplications complexes
et de N additions (ou soustractions). Comme m = log,(IN) passages sont nécessaires, on a le
résultat suivant.

Théoréme 3. Pour N = 2™ | le calcul de Fy(y) peut étre effectué en & log,(N) multiplications
complexes et N log,(N) additions complexes.

Pour mieux illustrer 'importance de cet algorithme, nous comparons dans le tableau suivant
le nombre d’opérations nécessaires pour le calcul de Fiy(y) avec ou sans FFT.
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N N? Nlog, N | quotient
25 =32 ~ 10° 160 ~ 6.4
210 ~ 102 | =~ 106 ~ 10* ~ 100
220 ~ 10 | ~ 102 | = 2-107 | =~ 5-10*

L’inverser de la transformée de Fourier discréte. Pour le décodage il faut calculer les y; a
partir des z; a ’aide de la formule et de la proposition |2l Pour en obtenir un algorithme

rapide, il suffit de remplacer w¥, dans par wh .
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Quatriéme partie

Travaux dirigés

1 Pivot de Gauss

1.1 Meéthodes de remontée et de descentes

Exercice 1. Trouver les solutions des systémes suivants :

1 2 3 1 6
01 2] |z|=13],
0 0 1 T3 1
1 0 0 Iy 1
2 1 0 T2 = 3
3 2 1 I3 6

1.2 La méthode du pivot de Gauss

Exercice 2. On considére le systéme suivant :

5) 2 1 1 12
5 —6 2 xIo = 1
-4 2 1 T3 3

1. Trouver la solution de ce systéme, en utilisant la méthode du pivot de Gauss.
2. Calculer le nombre exact d’opérations que vous avez effectuées.

Exercice 3. Trouvez la solution, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, du systéme suivant :

11 2 1\ [n 5
11 4 2| e |7
32 2 2| |as|” |10
42 2 4) \zy 13

1.3 Choix du pivot

Exercice 4. Reprendre le systéme précédent en essayant d’optimiser le choix du pivot.

11 2 1\ (= 5
11 4 2| || (7
32 2 2| 2] |10
4 2 2 4) \ay 13

1.4 Meéthode de Gauss-Jordan

Exercice 5. Faire I'inversion des matrices suivantes par la méthode de Gauss-Jordan.

1 2
Las(1?)

1 5 6
2. A=12 8 9
3 15 19
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2 Factorisation LU

Exercice 6. On considére la matrice A suivante

A:

= o ©
O W o

3
1
1

1. Effectuez la décomposition LU de la matrice A, en utilisant le pivot de Gauss.
2. Quel est le déterminant de A7

3. Résoudre, en utilisant la décomposition LU, le systéme Ax = b ou :
9
b=1|5
1

4. Calculer le cotit de cette résolution en terme d’opérations.

Exercice 7. Effectuer la factorisation LU des matrices suivantes :

-2 1 0 0 0

5 2 1 2 4 4 -4 5 2 0 0
5 —6 2], 1 3 1 et o -3 -1 -1 0
-4 2 1 1 5 6 0 0o -2 4 1
2 =2

Exercice 8. Soit A = (a;;)1<i,j<n définie par :

1 sit=jouj=n
Q5 = -1 st 1>
0 Sinon
1. Démontrer que A admet une décompostion LU.
2. Effectuer la décomposition LU de A pour n = 2,3, 4.

3. Démontrer que pour tout n > 2, on a pour les matrices L = (I;;)1<i j<n €t U = (uij)1<i j<n
de la décompoistion A = LU vérifient :

1 sii=j
lij = -1 st 7> j
0 Sinon

1 sii=j#n
Uij = 2i_1 St ]:TL

0 Sinon
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3 Factorisation de Cholesky

Exercice 9. On considére la matrice A suivante

()

1. Justifier pourquoi il existe une factorisation de Cholesky pour A.
2. Calculer la matrice B tel que A = BB ot Best une matrice triangulaire inférieure.

3. Résoudre, en utilisant la factorisation de Cholesky, le systéme Ax = b ou :

- ().

4. Calculer le cotit de cette résolution en terme d’opérations.

Exercice 10. Effectuez la décomposition de Cholesky des matrices suivantes :

12 1\ /11 1 2. 100

1100
25 4),(1 5 5|, 0 9 1
1 4 6 1s o) {007

4 Intégration numérique

Exercice 11. Pou une intégration numérique par la méthode de quadrature, on choisit de mettre
les nceuds ¢; = i, Cco = % et c3 = % avec des poids by, bo et bz. On souhaite que la méthode soit
d’ordre 3.

1. Trouver les poids b; on i € {1,2,3}.
2. Donner, donc les expressions, approchées par cette méthode, des intégrales :

/01 g(x)dam/ab f(z)dz.

3. Cette méthode est-elle d’ordre 4 7 Justifier votre réponse.
Exercice 12. Pour une intégration par des formules de quadratures, on considére les nceuds
suivants :

— (c1,¢9,¢3,¢4) = (0,1/3,2/3,1),

— (c1,¢9,c3,¢4,05) = (0,1/4,1/2,3/4,1)

1. Déterminer pour chaque cas les poids (by, ba, b3, by) des noeuds.

2. Déterminer 'ordre de ces formules de quadratures.

Exercice 13. Déterminer ¢y, by, by dans la formule de quadrature suivante afin que son ordre
soit maximal.

/0 g(t) ~ b1g(0) + bag(c)

Exercice 14. Montrer que si les nceuds d’une formule de quadrature satisfont Vi ¢; = 1 —csy1_4,
et si la formule a un ordre p > s, alors on a nécessairement b; = bs1_;, c’est a dire qu’elle est
symeétrique.
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5 Meéthodes d’Euler et méthode de Runge-Kutta

Exercice 15. Trouver une méthode numérique dans l’esprit de celle de Runge, mais basée sur
la méthode des trapézes.

Exercice 16. Ecrire 'équation différentielle
" / /
y' +y' =0 y0)=1, ¢y (0)=1

sous forme résolue du premier ordre. Calculer la solution exacte et la solution numérique avec la
méthode de Runge sur [0,1], avec h = 1.

6 Transformée de Fourier discréte

Exercice 17. Calculer a la main la transformée de Fourier discréte de la suite (0,1,2,3,0, -3, —2, —1).

Exercice 18. Soit f la fonction 27-périodique définie par

0 sixz =m.

fla) = { dr/m szl <

1. Montrer que les coefficients de Fourier f (k) de f sont :

4(71)k+1
ik

fO)y=0,  f(k)= ke # 0.

[\

. Calculer la transformée de Fourier discréte pour y;, j =0,...,N — 1 avec y; = f(27j/N).

w

. Vérifier le résultat obtenu dans l’exercice précédent pour N = 8.
4. Estimer la différence |z, — f(k)|.
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