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Résumé

Le but de ce mémoire est d’introduire les notions importantes du calcul de Malliavin puis d’expli-
quer certaines de ses applications, notamment pour comprendre les solutions d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades.

Dans la section 1, nous commencerons par définir la dérivée et la divergence de Malliavin. Il s’agit
de deux opérateurs opérant sur des espaces de variables aléatoires, servant a généraliser le calcul des
variations des fonctions déterministes aux variables aléatoires. Il y sera également développé les propriétés
essentielles de ces opérateurs, comme par exemple la régle de la chaine pour calculer la dérivée d’une
composée ou la formule d’intégration par parties. Nous donnerons davantage de détails sur ces opérateurs
dans le cadre L2([0,T]). En effet il s’agit du cadre le plus usuel pour étudier la dérivée de Malliavin d’un
processus stochastique. Ces résultats et leurs démonstrations suivent I’approche de David Nualart dans
son livre [6]. Il explique également quelques utilisations du calcul de Malliavin, comme obtenir une
expression simple du générateur du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, ou encore quelques applications
dans un modéle financier. Ces résultats seront détaillés dans la section 2.

Historiquement, Paul Malliavin introduisa sa notion de calcul de Malliavin afin d’obtenir des critéres
de densité pour une variable aléatoire ou une solution d’équation différentielle stochastique. La section 3
expliquera donc qu’il existe des critéres de densité, ou de densité réguliére, d’une variable aléatoire. Nous
obtiendrons également, sous conditions, la dérivabilité de Malliavin d’une solution d’équation différentielle
ainsi qu’une équation différentielle stochastique vérifiée par la dérivée de Malliavin de celle-ci.

Pour continuer avec les équations différentielles stochastiques, nous développerons en section 4 les
équations différentielles stochastiques rétrogrades, ou l'on fixe la condition finale et non la condition
initiale. Ces équations ne peuvent étre résolues par changement de variable t — T — ¢t comme dans le
cadre déterministe car nous cherchons des solutions adaptés a une filtration, qui n’est en particulier pas
stable par ce changement de variable. Pour résoudre ce type d’équation différentielle, nous avons besoin
d’introduire un processus stochastique supplémentaire qui va justement servir & adapter la solution a la
filtration. Le calcul de Malliavin va alors servir & comprendre ce processus comme la dérivée de Malliavin
de la solution. Nous pourrons utiliser ce résultat en mathématiques financiéres, plus précisément dans le
cadre d’une liquidation d’actifs financiers afin d’obtenir une stratégie optimale. Il s’agit d’une situation
ol un investisseur souhaite vendre ses actifs mais il ne doit pas le faire n’importe comment afin de limiter
sa moins-value. Cette utilisation du calcul de Malliavin a été réalisée dans les articles d’Alexandre Popier
[9] et de S. Ankirchner, M. Jeanblanc et T.Kruse [I].
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1 Introduction de la dérivée et de la divergence de Malliavin

Dans cette section, nous allons introduire les notions importantes de ce mémoire que sont la dérivée
et la divergence de Malliavin. Pour se faire nous allons avoir besoin de prérequis concernant la décompo-
sition en chaos de Wiener de variables aléatoires de carré intégrable. Nous considérons donc un espace
probabilisé (2, F,P).

1.1 Processus isonormal et décomposition en chaos de Wiener
1.1.1 Dans le cadre général

Nous nous plagons dans le cadre général avec H un espace de Hilbert séparable et nous allons
considérer un processus stochastique avec de bonnes propriétés pour obtenir la décomposition en chaos
de Wiener sur L?(€,G,P), avec G la tribu canoniquement associé & ce processus.

Définition 1.1.1.1. On dit qu’un processus stochastique W = (W (h))recn est un processus gaussien
isonormal si W est un processus gaussien centré tel que, pour tout h,g € H,

EW(h)W(g)) = (h.g)u-
Une premiére propriété d’un processus gaussien isonormal est la suivante :

Proposition 1.1.1.2. L’application

H — IL2(Q,F,P)
h +— W(h)

est linéaire. De plus il s’agit d’une isométrie linéaire de H sur un sous-espace gaussien W (H).

Démonstration.

1. Linéarité : Soit A\, u € R et h,g € H. Alors, aprés développement du carré et isonormalité de W,

E((W (A + pg) = AW (h) — pW(g))?) = EW (AR + ug)®) + NE(W (h)?) + p*E(W (9)?)

—2XE(W (AR + pg)W (h)) — 2pE(W (AR + ng)W (g))
F2AUE(W (R)W (9))

= |Ab+pglld + M2 (RlE + 12 gl
—2XM(\h + pg, by = 2p{ b + pg, 9) i
+2>\.U<hv 9>H

= |[Ab+ pg|| + M2 (RlE + 12 gl
—202 ||h||3; — 2X\ulhy g) i — 22ulh, g) i — 202 |9l
+2>‘M<ha g>H

= 0.

D’oil, dans L%(Q, F,P),
W (AR + pg) = AW (h) + pW (g).

2. Sous-espace gaussien : Pour tout h € H, W(h) est gaussien centré par hypothése, donc W (H) est
un sous-espace gaussien.

3. Isométrie : Soit h € H. Alors

W (Rl = E(W (1)) = (b, hyir = |[h]7 -
O

Puis, pour obtenir d’autres propriétés sur le processus W, nous allons avoir besoin d’introduire les
polynomes de Hermite.

Définition 1.1.1.3. Le 0-iéme polynome de Hermite est défini par Ho(x) = 1, et, pour n € N*, le n-iéme
polynéme de Hermite est défini par

)= 2 4 (s

n! dxn

Il s’agit bien de polynémes ce que I’on peut montrer par récurrence sur n € N.



Proposition 1.1.1.4. Soit ¢,z € R. Alors

F(x,t) == exp (tx — > Zt”H

Démonstration. Nous avons

t2 2?2 1 9
exp tzfg = exp 5—5@775)

n{ _==t?
22 +0°tn(9 e 2 )
= e2 ) — 0
€ n' 6tn (I7 )
n=0
+oo
= D_t"Ha(a)
n=0

Corollaire 1.1.1.5. Soit n € N* et x € R. Alors

Hy(2) = Hy1(2), (n+1D)Hypa(2) = 2Hy(2) — Hya(2),  Ho(—x) = (—=1)"Hp(2).

Démonstration. Nous avons

= OF =
> t"H)(z) = oo (@) = tF(x,t) = t"Hy, 1(z)

n=0 n=1

D’ou H) (x) = Hp—1(z). De plus

= oF
> (n+ D" Hpya(x) = S (@) = (- tF Zt"xH Zt H,_1(

n=0

Dot (n+1)H,y1(x) = xH,(x) — H,_1(z). Enfin

“+oo
> t"Hy(—z) = F(~a,t) = F(z, ) Zt” )"H
n=0

Dot Hy(—x) = (—1)"H, ().

n

Corollaire 1.1.1.6. Soit n € N. Alors le terme dominant du polynoéme H,(z) est x—| De plus
n!

(="

Hooe1(0) =0, Ha(0) = "5

Démonstration. Nous avons, par développement en série entiére de la fonction exp,

+oo t2 too ) ( 1)71
Zt H,(0) = F(0,t) = exp (—2) = Zt T
n=0 n=0
D’ou, par unicité d’'un développement en série entiére,
="
Hy,11(0) =0, Hs,(0)= .
2n+1(0) 2n(0) ]

Lemme 1.1.1.7. Soit (X,Y) un vecteur gaussien tel que E(X) = E(Y) = 0 et E(X?)
Alors, pour tout n,m € N,

(()()){0 s
E(H,(X)H,,(Y)) = 1 " .
E(IE(XY)) si n=m.

=E({Y?) =1



Démonstration. Soit s,t € R. Alors

t S

E (exp < X — > exp (tY — >) = exp ( % 2) (exp(sX +tY)) = exp (—52 — 2> ©(x,v)(—is, —it).
Donc

st . 1 E(XY) —is
(e (- ) (fY 3)) (-5 2) ( = (s ) (50)
e 5 ﬁ 5 +tE XY) s . s2 + stE(XY) + tsE(XY) + ¢2
TEP T T E(XY) + t 9 ) &P 2 '
D’out

52 12
E(exp|sX— - | exp —5) )= = exp (stE(XY)).

Ainsi, comme F(x,t) = exp ( T — ) Zt” , on a, par théoréme de dérivation d’une intégrale

a paramétre et évaluation en (s,t) = (0, 0) pour tout n,m € N,

O™ exp(stE(XY)) 0,0) { 0 si n#m

E(n!Hy (z)m!H,,(z)) = dsnot™ n! s n=m.

O

Gréace aux propriétés des polynémes de Hermite citées précédemment, nous obtenons un premier lien
avec le processus gaussien isonormal. On considére G la tribu engendrée par les W (h) pour h € H.

Lemme 1.1.1.8. La famille (¢"(*)), . forme une famille totale de L*(5,G,P).
Démonstration. Soit X € L?(Q,G,P) tel que
Vh e H,E(XeV ™) = .

Alors, par linéarité de W, pour tout m € N* t; e R, h; € H,

B <X ex @timhi)» “E <X ex <W (ith») “o

On considére la mesure signée v sur (R™, B(R™)) définie par
VB € BR™),v(B) =E(X1g(W(h1),.... W(hp))).
Alors, d’aprés le calcul précédent, la transformée de Laplace de v est donnée par, pour tout ¢t € R™,

Lu(t) = /m e y(de) = E (X exp <§m:tzw(hz)>> = 0.

i=1

D’ott v = 0. Ainsi E(X 1) = 0 pour tout G € G, d’ou X = 0.
Par conséquent
{eV ™ he H} = {0},

i.e, comme L?(Q,G,P) est un espace de Hilbert,

{eWh) he H} = L*(Q,G,P).

Nous allons donc pouvoir obtenir la décomposition en chaos de Wiener.

Définition 1.1.1.9. Soit n € N*. Alors le chaos de Wiener H,, d’ordre n est défini par
Hy, = Vect (H,(W(h)),h € H,||h||; =1).

De plus on note Hy ’ensemble des constantes.



Exemple 1.1.1.10. H; = {W(h),h € H}.
Proposition 1.1.1.11. Soit n,m € N tels que n # m. Alors H,, et H,, sont orthogonaux.

Démonstration. Soit h,g € H tels que ||k = |lg9]lz = 1. Alors (W (h), W(g)) est un vecteur gaussien
vérifiant , ,
E(W(h)) =E(W(9)) =0, E(W(h)*)=EW(9)*) =Ihl" = llg]" =

Donc, d’aprés le lemme 1.1.7,
E(Hn (W (h))Hm(W(g))) = 0.

Par conséquent les sous-espaces vectoriels engendrés H,, et H,, sont orthogonaux. O

Théoréme 1.1.1.12. Nous avons la décomposition de L?(2, G, P) suivante

(Q,6,P) EBH”

On notera J, la projection sur le n-iéme chaos de Wiener H,,.

Démonstration. Soit X € L?(Q2,G,P) orthogonal & tous les H,, pour n € N. Donc, pour tout h € H tel
que ||h|l; =1, 0n a
E(X H, (W (R))) = 0.

Or les polynomes de Hermite H,, forment une base algébrique de R[z], donc z™ € R[z]| peut étre exprimé
comme une combinaison linéaire (finie) de Hj. Ainsi, par linéarité de 'espérance,

E(XW(h)™) = 0.
Puis, par théoréme d’interversion,

oo p 400
E(X exp(W(h))) = E (mewm)”) - Z%E(XW(th)") _
245 .

n=0

Dott X € {V " h e H}* = {0} d’aprés le lemme 1.1.8. Par conséquent
S
+o0 +oo
0.65) - (D) @ | Dre | - D
n=0 n=0

O

Exemple 1.1.1.13. On counsidére H = R, (2, F,P) = (R, B(R), v) avec v la loi normale centrée réduite,
et
Vh,x € R, W(h)(z) = hx

Alors W est un processus gaussien centré et
Vh,g € H,E,(W(h)W(g)) = hgE,(id3) = hg.
Donc W est un processus gaussien isonormal. De plus
H,, = Vect(H,(W (1)), H,(W(-1))) = Vect(H,,(idr), H,(—idgr)) = Vect(H,).

Ainsi H,, est de dimension 1 et engendré par H,. Par conséquent, d’aprés le théoréme précédent, les
polynomes de Hermite forment une base hilbertienne de L?(R,v).

Corollaire 1.1.1.14. En considérant
PO = Vect (p(W (h1), ..., W (h&)), Py oo hie € H,p € R, [ X1, ..., Xi], k € N¥)

et P, la fermeture de PO dans L?(Q, F,P). Nous avons

D = Pa
i=0



Nous pouvons également nous intéresser aux polynomes de Hermite généralisés afin d’obtenir une
base hilbertienne L2(£2,G,P). Comme I'espace de Hilbert H est supposé séprable, on peut considérer
(ei)ien+ un base hilbertienne de H.

Définition 1.1.1.15. Soit a € N je. ¢ € NN de support fini. Alors le polynéme de Hermite généralisé
H,(x),r € RN est défini par

“+o0
Ho(z) = [ [ Ha, (x:).
i=1
Définition 1.1.1.16. Nous considérons les variables aléatoires, pour a € NV
+oo
¢a = Val [ [Ha, (W (e:)),
i=1

ou le produit est en réalité fini car a € N et

—+oo
al = Hai!.
i=1

Proposition 1.1.1.17. La famille (¢g),enon est une famille orthonormale.

Démonstration. Soit a,b € NV Alors, par indépendance,
+00 400
E(¢ags) = ValVbIE (HHa,:(W(ei))Hb,:(W(ei))> = Val VO [ [E(Ha, (W (e:)) Ho, (W (e,)))-
i=1 i=1

Or, si a # b alors il existe i € N* tel que a; # b;, d’o1, d’aprés le lemme 1.1.1.7,
E(Ha,(W(e:))Hy, (W (ei))) = 0.
Ainsi, en utilisant encore le lemme 1.1.1.7,

oeo=-{1 3 228

O

—+o0
Proposition 1.1.1.18. Soit n € N*. Alors les variables aléatoires ¢,, a € NV tel que |a| := 3 a; = n,
i=1

forment une base hilbertienne de H,,.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent on a I'orthonormalité de la famille. De plus pour tout
hi,....hy € H et p € R,[Xq, ..., Xk], la variable aléatoire p(W (hy), ..., W(h,)) peut étre approché par
une suite de fonctions polynomiales en les W(e;) car les e; forment une base hilbertienne de H. On en
déduit le résultat d’aprés le corollaire 1.1.1.14. O

Corollaire 1.1.1.19. La famille (¢,),cnen est une base hilbertienne de L*(Q,G,P).

Démonstration. 11 suffit de combiner la proposition précédente et le théoréme de décomposition en chaos
de Wiener. O]
1.1.2 Dans le cadre H = L*(T, B, u)

On se place dans le cadre particulier H = L?(T,B, ;1) avec 1 une mesure o-finie sans atomes sur
Iespace mesuré (T, B). Cest ce cas la qui va nous intéresser, le plus souvent (T, B, i) = ([0, 77, B([0, T]), A)
avec T' € R et A la mesure de Lebesgue. La décomposition en chaos de Wiener va alors étre appelé
expansion en chaos de Wiener dont les termes vont étre des intégrales multiples.

Définition 1.1.2.1. Bruit blanc : Le bruit blanc basé sur la mesure u est le processus gaussien W sur
L*(T, B, ;1) que 'on note W(A) = W(1,4) pour tout A € B.

Remarque 1.1.2.2. Pour tout A € B tel que u(A) < +oo, W(A) € L*(Q,F,P) de loi N(0, u(A)). De
plus les variables aléatoires W(A) et W(B) sont indépendantes dés que A, B € B sont disjoints.



Définition 1.1.2.3. On définit &, 'ensemble des fonctions de la forme

Fltr,ntm) = > @iy La, xxa, (B tm),

1<iy,..im<n
avec Ai, ..., A, € B deux & deux disjoints de mesure p finie, et a;, ;. = 0 dés que iy = ;.

Définition 1.1.2.4. Soit f € &, avec les notations précédentes. Alors on définit I'intégrale multiple de
la fonction f par

Lu(f)= > a0 WAy W(4,).
1<iy,...,im<n
Proposition 1.1.2.5. L’application I,,, : &, — L*(Q, F,P) vérifie les propriétés suivantes.
1. Pour tout f € &, I,(f) ne dépend pas de la décomposition de f dans &,,.
2. I, est linéaire.

3. Pour tout f € &,,, en notant son symétrisé

1
f(tla at’m) = ﬁ Z f(ta'(l)v "'7t0'(m))7

"GESm

nous avons I, (f) = I (f)-
4. Pour tout f € &y et g € &,

0 si m#£q
ml(f,g) si m=gq.

E(Ln(f)Iy(9)) = {

Démonstration.

1. Soit f € &, que l'on écrit

f(ti, . tm) = Z Qiy,roim LAs, % x Ay, (B ey tn) = Z biv,osim 1By, 5. x By, (F1, s tm)-

1<t eyim<n 1<t e yim <0/
Raisonnons avec, pour tout s,t € T,
f(s,t) =a121a,xa,(5,t) +as1la,xa,(8,t) =b121p,xB,(5,t) +b211lB,xB, (5, 1),
avec Ay, Ay € B disjoints non vides de mesure p finie, By, By également, et
a1,2,02,1,b1,2,b21 # 0.

Le cas général se traite de la méme maniére avec plus de technicité. Soit (s,t) € Ay x As. Alors
s¢ Ayett ¢ Ay, dou

f(s,t) =a12="0121p,xB,(8,t) +b211lp,xB, (s,1).

De plus B; et By sont disjoints, donc :
(a) soit s € By et t € By et alors s ¢ By et t ¢ By, d’ou

f(s,t) = a2 =b1 2,
(b) soit s € By et t ¢ By et alors s ¢ By, d’ou
f(s,t) =a12=0,
(c) soit s ¢ By et t € By et alors t ¢ By, d’ou
f(s,t) =a12 =0,

(d) soit s ¢ By et t ¢ Bs, d’ou
f(S,t) =a12 = Oa



(e) de méme en inversant les roles de By, By et de by 2,b21.

Par conséquent on a soit (s,t) € By X By et a2 = by 2, soit (s,t) € By x By et a2 = bg1. On
procéde de méme en partant de (s,t) € By X By pour en déduire que

AlXA2231XBQOHA1XA2:BQX31.
Par conséquent
a172W(A1)W(A2) + CL2?1W(A2)W(A1) = b172W(B1)W(B2) + b271W(B2)W(Bl),

ce qui montre bien que I7(f) ne dépend pas de la décomposition de f.

. Par linéarité de la sommation, on en déduit la décomposition de Af+pug, pour A\, u € Ret f,g € E™,
puis que I (Af + pg) = Mo (f) + pln(g)-

. Soit f € &,,. On suppose f = L4;, x...x4,,,, on en déduira le résultat souhaité par linéarité de I,
Alors

1 1
J(t1,ontm) = oo Z La, x..xA;, (o), o tom)) = oo} Z 14, X XA

) t1, e, tm).
! ! e 1(1) 1ofl<m>( 1 tm)
UeSm UESm

D’ou, par linéarité de I,,,

Or, pour tout o € S,,,
WA, )W A = T ) = TTW AL = Tn().

Donc

In(P) = =5 3 Inf) = In(f)

.GESm

. Soit f € &y, et g € &;. Quitte & rajouter des constantes nulles on peut supposer

f(tla"'atm) = Z ail,‘..,im]lAil><H.><Aim(tl7-~-7tm)7
1<iy,...im<n
et
gt s ty) = Z bji...., ]m]]‘A71 XX Aj, (t1, s tq)
1<j1,....J¢<n
Ainsi
In(f) = Z iy ,.i W (Aiy) - W (As,,),
1<iy,.cnyim<n
et

L@ = Y b, W(A). . W(A;,).

1<g1500dq S0

Par conséquent, par linéarité de I'espérance,

E(In(HI(9) = Y Yo b BV (AL W (A, )W (A)). TV (4;,).

1<iy, . im <nl<jy,...,.jg<n

Donc, si ¢ > m alors il existe k € {j1,..., 7¢}\{¢1, ..., %m }, donc Ay est disjoint des A; pour ! dans
{J1, s Jg\{k} U {i1, ..., im }. D'olt

Puis



De méme si ¢ < m. On suppose maintenant m = ¢. Alors, par le méme raisonnement que précé-
demment,

E(ln(NIn(@) = >0 ()i, i bis i EOV(AL) BV (4,)%).
Puis, comme W (Ay) ~ N (0, u(Ag)),
E(Ln (f)Im(9)) = Yo mD3as, by b it(As) (A

1<in<...<im<n

De plus
<f7g>L2(T"") = Z Z ail,...,imbjl,“.,jm<]]-Ail><.H><Aim7]]-Ajlx..‘XA]'m>L2(T"")7
1<in, yim <nl<ji,....jm <n
avec
— @m _ ,Qm
<]1A1‘1><‘..><Aim7]lAjlxu~><Ajm>L2(Tm') = / u (dt) =u (AilﬂAjIX...XAimﬂAjm>
A; NA;, % x Asy, (A,

nul 8’1l existe k € [1,m] tel que ix # ji car les A; sont disjoints. Ainsi

(f,9)L2(rm) = Z Qiyroin i i WO (A XX Ay,

1<iy,im<n
Or p est sans noyau, donc si i = 4; avec k # [ alors
Om (A, A )=0
pEm (A x ox A ) =0.

Donc, aprés réarrangement,

<f, g>L2(Tm) = m' Z ail,m,imbil,m,im,u(Ail)...,u(Aim).

1<i1<...<itm<n

Par conséquent
E(Ln(f)Im(g)) = m!(f, g)L2(Tm).

Lemme 1.1.2.6. L’espace &, est dense dans L*(T™).
Démonstration. Soit Aq,..., A, € B de mesure p finie et
A=A X ...x A,,.

Comme la mesure p est sans atome, pour tout ¢ € [[1,m], pour tout v € |0, u(A;)[, il existe B; € B tel
que
B; C Ai,  u(Bi) = 7.

De méme, pour tout € € RY , il existe By, ..., B,, € B tels que, pour tout i € [1,n],
.u(BZ) <eg

et, pour tout ¢ € [1,m], il existe J C [1,n] tel que

A=JB;.

jeJ
Nous avons alors
1y = E Eityrrsim LBy x...x By, -
1<is, . im<n
€{0,1}

On considére la partition (I, J) de [1,n]™ définie par

I= {(ilv'-'vim) € [[lan]]m7Vk;l € [[Lmﬂak 7£ | =i 7é Z‘l}v

11



et

J =[1,n]"™\I.
On considére également
]]-B = Z €i1 ,,,,, Tm ]]-Bil XB,;m’ .
(i1,-sim )ET
Alors 15 € &, avec B C A, et
2
1A= 15[ 7200m) = > ChinlByxxB, = D e i(Bi) (B
(i1yenyim ) EJ pa(rmy  (neim)€

Ainsi
2
||]1A - ]lBHL?(Tm) < Z ,U(Bil)---,u(Bim)-
(i15eeesim ) EJ

D’ou, par définition de J,

n n m—2
m M\ e
I = Lol < (7 ) B (} jmm) (7 )emam
=1 =1

Par conséquent la fonction 14 peut étre approchée par une fonction de &,,. Or les fonctions de la forme
14 forment un sous-ensemble dense dans L?(T, B, i1), donc &, est dense dans L*(T, B, ). O

IN

Corollaire 1.1.2.7. L’opérateur I,,, peut étre étendu en un opérateur continu de L?(7T™) dans L?(Q, F,P)
qui satisfait les propriétés de la proposition précédente.

Démonstration. En appliquant la propriété 4 de la proposition 1.1.2.5 avec f = g € &,,, on obtient

2

< ! 22 m
La(Tm) = m! | fII7, (T™) s

E(Ln(f)?) =m! | ]

car, par inégalité triangulaire

1
< — Z IfllL2czmy = 1F 1l L2 (my

L2(rm™) — m!
( ) oESm

|1

Ainsi, Papplication est continue de &, dans L(Q, F, P). Puis, d’aprés le lemme précent, par densité, on
peut étendre I, en un opérateur continu sur L?(T™). O

A partir de ces opérateurs, nous pouvons obtenir la décomposition en expansion de Wiener qui est
I'analogue de la décomposition en chaos de Wiener dans le cadre H = L*(T, B, ).

Définition 1.1.2.8. Soit f € L?(T™). Alors I'intégrale multiple I,,,(f) de la fonciton f est notée
I.(f) = S,y )W (dty)... W (dtyy,).
T’"L

Définition 1.1.2.9. Soit f € L?*(T?),g € L?(TY) symétriques et r € [1, min(p, q)]. Alors on définit
f®, g€ L*TP+972") par

(f Qr g)(tl, ey tp+q72r) = f(th oy bppy S)Q(tp+1v ooy bppg—rs s)pr(ds).
T"‘

Proposition 1.1.2.10. Soit f € L*(T?) symétrique et g € L*(T). Alors

I(f)(g9) = L1 (f @ g) +pl1(f @1 9).

Démonstration. Comme I, est linéaire continu et les fonctions élémentaires sont denses dans L?(T7), on
peut supposer que f est le symétrisé d’une fonction 14,x...xa, avec Ay, ..., A, € B de mesures p finies
et disjoints deux a deux :

1
= ol Z LAy x..xa, (to@)s s to())-
‘oes,

f

12



Sig= 14, avec Ay € B disjoints des Ay, ..., A,, alors

f ®ge Sp—O—la
avec

Iy (f®@g) = L,(f)(g),

et, comme Ag est dijsoint des Ay, ..., Ap,

(f®19)(t1,..ntp1) = /Tf(tl,'~~,tp717tp)g(tp)ﬂ’(dtp)

1
o > /T]lAlx---xAp (to(1)s - to(p—1)s tp)La, (tp)p(dty) =0,
‘oES,

d’ou la formule annoncée. Maintenant si g = 14, avec i € [[1, p]. Supposons ¢ = 1. Posons
B =p(A1)..u(Ap) € Ry
Considérons € € R’ , une partition de A; en mesurable de mesures inférieures a ¢ :
Ay =BiU...UB,,u(B;) <e,

et la fonciton élémentaire
he = g ]lBixBijgx...xA,f

1<4,j<p
i#j

Alors, par définition de I, sur les fonctions élémentaires et linéarité du processus W,

L,(f)1(g) = W(A1)* W (A).. W (Ay) = Y W(B)W(B))W (Az).. W(A,)+> W (Bi)*W(Az)..W (A,)
1S =
= > W(B)W(B)W(Ay)..W(Ap) + Y (W(Bi)® = pu(B:))W (As).. W (Ap) + p( A1) W (As)... W (4,),

1<4,j<p i=1
iF# ]

avec

et
(AW (Ag).. W(Ap) = (A1) 1(Layx..xa,) = plp1 (;]’IAQX.‘.XAP,LL(AI)) =plp_1(f ®19).

Donc
L,(H)11(g9) = Ip1(he) + Re + plp—1(f @1 9).

De plus nous avons

2
- ~ ~ ~ 2
‘ hs - (f ®g)‘ L2(Tr+1) = ‘ h5 - ]].A1><A1><..‘><Ap L2(Tr+1) < ||h5 - ]]'A1><A1><"‘><APHL2(TP+1) )
avec
n
hs - ]1A1><A1><A2><...><Ap = g ]lBixBijgx...xAp - E ]lBixBijgx...xAp = E ]lBixBixAlx...xAp»
1<i,5<p 1<4,5<p =1
i#j

13



d’ol

n n

[pe - o9, . ;;L(Bi)u(Bi)u(Az).uu(Ap) < s;mBi)u(Az).nu(Ap) = ¢f.
- —u(Ay)

Par conséquent, par continuité de I,11,

Ip-i-l(he) = p+1(}~la) H—S Ip-H((f(ég)) = p+1(f®g)~

Nous avons également, par indépendance,

E(RZ) = Y E(W(Bi)* = u(B:)*) E(W(A2)*) .. E(W(4,)?)

i=1
=p(A2)

= ST EW (B ~20(B) EOW(B)) +u(B)? ) p(As)..-a(Ap) = 23 (B i(As)...u(Ay),
P —_——— —_———— P
=3u(B:)? =p(B:)
d’out
E(R?) < 2¢8.

Par conséquent

L*(Q
r. Do,
e—0
Ainsi il existe une extractrice ¢ : R} — R tel que

PS
e—0

Ry(e

Donc, en faisant tendre € vers 0 dans

L,(H)11(g9) = Ip1(he) + Re + plp—1(f @1 9).

Nous obtenons
L,(f)11(g) = L1 (f @ g) + plp—1(f ®1 9)-

On en déduit le résultat voulu par densité. O

On en déduit les résultats suivants par récurrence.

Corollaire 1.1.2.11. Soit f € L%(T?) et g € L?(T) symétriques. Alors

T AT () ()0 atr o0

r
r=0

Corollaire 1.1.2.12. Soit h € L*(T) tel que ||h[|, = 1. Alors
m!Hm(W(h)):/ B(t2) ()W (1) W ().

Ainsi Popérateur I, envoie L?(T™) sur le chaos de Wiener H,,.

Une conséquence directe de ce résultat est la décomposition en expansion de Wiener d’une variable
aléatoire de carré intégrable.

Théoréme 1.1.2.13. Expension en chaos de Wiener : Soit F' € L?(Q,G,P). Alors il existe des
fonctions symétriques f,, € L2(T™) uniques telles que

+oo
F=S 1),
n=0

avec fo = E(F) et Iy est I'identité sur ’ensemble des constantes H.

Ce résultat termine 1’étude des prérequis nécessaires a I’approche du calcul de Malliavin.
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1.2 Dérivée de Malliavin

Commengons par définir la dérivée dans le cadre général ou H est un espace de Hilbert séparable.
Nous supposerons (2, F, P) complet et F engendré par W. Pour définir la dérivée d’une variable aléatoire,
nous allons raisonner par densité en la définissant sur un espace particulier puis sur sa fermeture. Nous
étudierons ensuite le cas pratique H = L*(T, B, u).

1.2.1 Dans le cadre général

Définition 1.2.1.1. On note C;°(R") I'ensemble des fonctions infiniment différentiables & croissance
polynomiale et & dérivées partielles & croissance polynomiale, Cp°(R™) celles bornées et C2°(R™) celles &
support compact. Nous définissons alors les espaces de variables aléatoires suivants

S = {f(W(h1), ... W(hp)), f € CZ(R™), ha, s by € Hym € N*},

Sy = {f(W(h1), s W(h)), f € C°(R™), by, .., by € H,m € N},

Se = {f(W(h1), o, W(ho)), f € C(R™), iy, ..o, by € Hym € N7},
P o= {f(W(h1), s W(hn)), f € R[X1, .0, X], ha, oo by € Hym € N7}

(
(

Remarque 1.2.1.2. P C S, S. C S, C S et P et S. sont denses dans L?(Q, F,P).

Définition 1.2.1.3. Soit F' = f(W(h1),..., W(hy,)) € S. Alors la dérivée de F est la variable aléatoire
& valeurs dans H définie par

DF = iaif(W(hl), o W ()i

Exemple 1.2.1.4. DW(h) = h.
Remarque 1.2.1.5. Soit F' = f(W(hy),..., W(hy,)) € S et h € H. Alors

(DF, ) = Ty (2 CFOV(10) £, oW ) £l ) = £V () W10 )

Autrement dit (DF, h) est la dérivée directionnelle de F.

Exemple 1.2.1.6. Soit (B;)c[o,1) un mouvement brownien sur (2, F,P), H = L?([0, 1], A) et, pour tout
heH,

W(h) ::/0 h(s)dB(s).

Alors, par théoréme sur l'intégrale stochastique, W est un processus gaussien. De plus il s’agit d’un
processus gaussien isonormal car, pour tout h,g € H, par identité de polarisation et isométrie d’Ito,

BV (W (o) = { | h()dB(), / Ig<s>dB<s>> -/ h)g(e)ds = (b g

L2()

On considére F' = f(W (1jo4,)) -, W(l[o,])) € S. Alors, pour tout h € H,

(DF, h) :Z&if(B(tl),...,B(tn))/oih(t)dt.

Comme pour la dérivation des fonctions déterministes nous avons la propriété suivante.
Proposition 1.2.1.7. Soit F,G € §. Alors FG € S et
D(FG)=FDG+ GDF.

Démonstration. Nous avons, en utilisant les notations de la définition 1.2.1.1,

FG = f(W(h1), s W(hn))g(W (g1)s s W(gm)) = BW (1), .cos W (B ), W(g1), o0; W (gim)).-

15



Donc
D(FG) = Zaif(W(h1)7 ey W(h))g(W (g1), --~7W(gm>)hi+2f(W(h1)7 s W(hn))0;9(W (g1); -, W(gm))g;-

Donc
D(FG)=GDF + FDG.

Lemme 1.2.1.8. Soit F' = f(W(hy),...., W(h,)) € S et h € H. Alors
E((DF,h)) =E(FW(h)).

Démonstration. Par linéarité, quitte a retirer des vecteurs h; pour que (h, hy, ..., hy,) soit une famille libre,
on peut lui appliquer l'algorithme de Gram-Schmidt pour obtenir une famille orthonormée (eq, ..., €, )
telle que h = ey et
F=fW(e1),.... W(em)).
On note ¢ la densité de (W(ey), ..., W(em)) ~ N (0, I,,). Alors, par théoréme de transfert,
E(DF,h)g) =E(O1f(W(e1),..., W(em))) = O f(z)o(x)dx.
Rm
Puis, par intégration par parties et propriété de la densité ¢,
E((DF,h)y) = ()0 ¢(x)dx = (x)z19(x)d.
R™ R™
Ainsi, de nouveau par théoréme de transfert,
E((DF, h)y) =E(f(W(e1),...; W(em))W (e1)) = E(FW (h)).
O

Grace a ce lemme, nous obtenons le théoréme d’intégration par parties suivant trés utile en pratique
dans les calculs de dérivée de Malliavin de variables aléatoires.

Théoréme 1.2.1.9. Soit F,G € Set h € H. Alors

i.e.

E(FGW (h)) = E(G(DF,h)g) + E(F(DG,h)g).
Démonstration. Nous avons, d’aprés la proposition 1.2.1.7,
D(FG)=GDF + FDG.
Ainsi, en appliquant le lemme précédent, on obtient

E(G(DF,h)) + E(F(DG, h)) = E(FGW (h)).

O

Proposition 1.2.1.10. L’opérateur D est fermable de S C LP(2) dans LP(2, H) pour tout p € N*.

Démonstration. Soit (Fy)nen € S tel que

Fy 25 0, DEy "y e o, H).
N—4o00 N —+o00
Soit h € H et F € Sy. Alors FW (h) € S, d’on, d’aprés le théoréme précédent,
E((n,h)F)= lim E(DFn,h)F)= lim E(—Fy{(DF,h)+ FyFW(h))=0.
N—4+oco N——+oo
Ainsi
n=0.

O
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Par conséquent on peut alors définir le domaine de la dérivée de Malliavin dans LP(€2).

Définition 1.2.1.11. Soit p € N*. Alors D'? est défini comme le domaine de D dans LP(12) i.e. la
fermeture de S pour la norme

171y, = E(FPP) + E(|DF|")?

Remarque 1.2.1.12. Les propriétés précédentes sont alors vraies pour toutes variables aléatoires dans
D'?, non seulement dans S.

Remarque 1.2.1.13. Pour p = 2, nous avons la propriété important que D2 est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire
(F,G) =E(FG)+E(DF, DG)).

On peut définir de méme la dérivée k-iéme de Malliavin et la dérivée de Malliavin selon un vecteur
he H.

Définition 1.2.1.14. Soit k € N* et F' € S. Alors la k-iéme dérivée de F' est définie par

ok f
"F = a. a. ; . ®k
DUF = Z xy...0Ty (W(hl)v"'aw(hn))(hn ®-~-®hzk) € H®".

1<iy,..,ig<n

Définition 1.2.1.15. Soit p,k € N* et I € S. Alors on définit la semi-norme |[|-[|, , par

k p

1l = | EUFI?) + Y _E(|D?F[|)

Jj=1

Proposition 1.2.1.16. La famille de semi-normes (|[-[|, )k pen- vérifie :

1. La monotonicité :

vp S qvk: S l7 ElC = c(pa(Lk?l) € R* ) VF S 87 HFHk;,p S C”F”l,q .

2. La fermabilité : Pour tout k,p € N*, l'opérateur D¥ est fermable de S dans LP(Q, H®*).
3. La compatibilité : Pour tout p,q,k,j € N* et (F),)nen € SV,

1Fally =200 IFa=Full,y = 0= IFull, =2 0.

Démonstration.
1. Soit FF € S,p<qet k<l Alors

k l
IF|I%, = E(F[P) + Y E(|DF|I") <E(FI?) + > _E(||DF||")
j=1

j=1
Or, pour tout j € [0,1], en appliquant U'inégalité de Holder avec p; = % et p% + p% =1,
E(|D7Flly) <E(|D7F™)™ < 1=E(|D/F||) "
Ainsi l
IFI?, <E(F|7)T + > E(|DIF|")s.
j=1
De plus

Qs

l

I1EN7, = [ EE1) + > E([D7F|)

Jj=1

Puis, par concavité de x — x4 sur R% car p < g,
l
p_ P : q\ P
IFIE, >+ 1)t [E(F|Y)s + Y E(|DIF|")*
j=1
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2. Il s’agit du méme raisonnement que pour montrer que D est fermable.
3. Soit (F,)nen € SN tel que

HFnHk,p n_)_+>oo 0, HFn - FmHjﬁq mﬁmw 0.

Alors (F,,)nen est de Cauchy dans D74 complet, donc converge vers F' € D79, en particulier

L(Q)

n—-+4oo

F, F.

Ainsi il existe une extractrice ¢ : N — N telle que

PS

Fomn) n_>—>+oo F.
D*-P L
De plus F;,, — 0, donc en particulier
n——+o0o
LP(Q
£, 9.
n—-+oo
. . s . LP(Q)
Ainsi, par extraction d’une suite convergente, Fw(n) — 0.
n——+00

Donc il existe une extractrice ¢ : N — N telle que

PS
Fopmy — 0.

n—-+oo
Or, par extraction d’une suite convergente, F,(y(n)) 5
n—-+oo
Donc, par unicité de la limite F' = 0 et
LY(Q
£, 9.
n——+00
Puis, par fermabilité de 'opérateur D,
| — 0.

Jq n—+o0o

On définit alors de méme le domaine de D* dans LP(Q, F,P).

Définition 1.2.1.17. Soit p, k € N*. Alors D*? est défini comme le complété de S pour la norme ||-||, o
et pour k =0 on pose |-y, = [I-]|,, et DOP = LP(Q).

Remarque 1.2.1.18. Soit k,p > ¢ € N*. Alors DF+1P c DFa,

Définition 1.2.1.19. Soit h € H. Alors 'opérateur D" sur S est défini par
VF € S,D"F = (DF, ).

Remarque 1.2.1.20. Soit p € N* et h € H. Alors D" est également fermable de LP dans LP. On note
alors son domaine D"P.

Pour obtenir une caractérisation d’appartenance au domaine de D, on peut s’intéresser a la décom-
position en chaos de Wiener de la variable aléatoire.

+oo

Proposition 1.2.1.21. Soit F' € L?*() de décomposition en chaos de Wiener F = ZJnF ou J, est la
n=0

projection de L2(£2) sur le chaos de Wiener d’ordre n. Alors F' € D2 si et seulement si

+oo
> nllJuFll; < +oo.

n=1
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Dans ce cas

E(|DF|3) = ZTLHJ Fli3,

et, pour tout n € N*,
D(J,F) = J,—1(DF),

ot J,,_1 est la projection de L?(§2, H) sur le chaos de Wiener d’ordre n — 1.

Démonstration. On considére

+oo
= Va![[Ha,(W(e
i=1

avec a € N, Alors, d’aprés le corollaire 1.1.1.5 et la propriété D(FG) = GDF + FDG,

+oo+00

fZHHal z aj,l(W(ej))ej.
j=1li=1
i#£j
+oo
Puis si |a| = Zai = n alors, comme les e; forment une base hilbertienne de H,
i=1
2
“+oo [ +oo +oo “+oo
E (IID(¢a)ll}) = E a'Z [T Ha W (e)Hay s (W(e)) || = atd E | | [[Ha (W (er) Ha, 1 (W(e;)
Zz;eJ o i#]

Ainsi, aprés calculs similaires & la démonstration de la proposition 1.1.1.17,

+oo —ﬁoaz' +o0
B (IDu1}) = el g =S =S = fal =
Jj=1 H a;l(a; — 1)1 =1 H a;'(a; — 1)1 5=t

] ]

Or, d’aprés la proposition 1.1.1.18, de tels ¢, forment une base hilbertienne de H,,, et J,F € H,, donc

JnF =" agda,
aeN®m)
lal=n
et on en déduit le résultat souhaité car
2
2 2
E(IDCE)G) =E ||| 3 aaD(@a)|| | =n > af=nllJuFl}.
aeN®) aeN®)
lal=n I lal=n

Remarque 1.2.1.22. De méme, par récurrence, on obtient
D*(J,F) = Jn_x(D*F),
et ainsi

E ([D"F|ljer ) = Zn (n—1)ecc(n— k+1) | JFll3,
n=k

+oo
et F € D" si et seulement si . % ||J, F||3 < +oc.
n=1

Tout comme l'intégration par partie, la régle de la chaine suivante est I'une des plus utiles en pratique
pour calculer la dérivée de Malliavin d’une variable aléatoire.
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Théoréme 1.2.1.23. Soit ¢ : R™ — R contintiment différentiable & dérivées partielles bornées, p € N*
et F = (F,..,F™) e (DY)N. Alors (F) € D'P et

m

D(p(F) = 3 0p(F)DF".

i=1

Démonstration. On se limite au cas m = 1. Le cas général se prouve de la méme maniére avec davantage
de technicité. On considére (¢x)xen une approximation de 1'unité i.e. pour tout x € R,

Y () = ki (k),
avec ¢ € C°(R, R ) tel que
1
Supp(vy) C [-1,1], /1 Y(x)dr = 1.

Alors, par théoréme de dérivation d’une intégrale a paramétre, i := @ * 9y est de classe C'°°, bornée et
de dérivée bornée. De plus, par définition de D7, il existe (Fi)ren = (fe(W(h1), ... W (hny))) ey € SN
tel que

LP(Q)
—

F, F.

k— 400
Ainsi, par caractére fermé de D,

LP(Q,H)
—

DF, DF.

k—+o00

Or
D(pr(Fy)) = i:ai(@kOfk)(W(hlL s W(hn, ) hi = i:%(fk(W(ML ooy W )))0i [ (W (B )y ooy W (B, ) iy

d’ou
D(pk(Fr)) = @i (Fr) DFy.

Pour obtenir la méme égalité avec ¢ et F', on part de l'inégalité triangulaire suivante
|5 (Fi) DFy — W/(F)DF”LP(Q,H)

< ok (F) (DFx = DF)| 1o 0,11y + 104 (Fk) = &' (F)) DF || oo,y + 19" () = &' (F)) DF || 1o 1) -

= A —=:B =:C}

Pour le terme Ag, on a
1Pkllo0 < 1101l -

Donc
A <@l IDFx = DF || 1o 1y — 0-

e—0

Pour le terme By, on a P-presque stirement,

(¢h(Fy) — ' (F)DF % o,

k—+o00

et, comme F € DV'P,

125 (Fi) = €' (F))DF | 1o 11y < 21190 IDF | 1o () < +00-
Donc, par théoréme de convergence dominée,

B, — 0.
k— 400

Pour le terme C}, on a pour la méme raison

Ck — 0.
k—+oco

Par conséquent on a

oL (F)DF, - (R DF.

k—+oco
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De plus
SDk(Fk> — (p(F)

k——40c0
Donc, par caractére fermé de D, o(F) € DYP et
D(4(F)) = ¢/(F)DF.
O

Remarque 1.2.1.24. On peut affaiblir 'hypothése de régularité sur . En effet si ¢ : R™ — R est
K-lipschitzienne et F' = (F',..,F™) € (D%?)™. Alors o(F) € D%? et il existe un vecteur aléatoire
G = (GY,...,G™) borné par K tel que

= iGiDF”.
=1

Exemple 1.2.1.25. Si la loi du vecteur F est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R™ alors G* = 9;¢(F) dans le théoréme précédent.

Comme pour la dérivation déterministe, si la dérivée est nulle alors la fonction & dériver est constante.
Pour le démontrer commengons par le lemme suivant.

Lemme 1.2.1.26. Les variables 1 et W (h)G — D"G, pour G € Sy, et h € H, forment une famille totale
dans L?(Q).

Démonstration. Soit h € H,n, N € N* et

Gn = W(h)"pn (W (h)),
avec Y € C°(R,[0,1]) tel que Y (z) =0si|z| > N+1et pn(z) =1si|z| <N, et

sup [Py (7)| < +o0.
zER,NeN*

Alors
L*(Q)
—

W(h)Gy — D"Gy
N —+o00

W (R)" = [ W (R)"
d’aprés le théoréme de convergence dominée en utilisant

W(h)GN = W(h)n+11/)N(W(h)) N:;f? W(h)n-H x 1,

la régle de la chaine

D"Gy = (DGn, hyu = (W(h)" ¥y (W (h)D(W (h)), )i + (bn (W (h)D(W (R)"), h)

= W(h)" iy (W (R) [All7; + nbw (W ()W ()" 1R |17 Pﬂf 0+ nW (h)" " Al

et les dominations donnée par ¢y bornée par 1 et  sup |z/1 N (x)] < +o00. Par conséquent 'adhérence
z€ER,NeN

de la famille considérée contient tous les W (h)™ pour n € N* et h € H. On en déduit le résultat grace

au théoréme de décomposition en chaos de Wiener. O

Proposition 1.2.1.27. Soit F' € D! tel que DF = 0. Alors F = E(F) i.e. F est constante.

Démonstration. Si F € D'? alors, d’aprés la proposition 1.2.1.21,

E(|DF|) = ZHHJ Flj.

Ainsi, pour tout n € N*,
JoF = 0.
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Donc
+oo

F =) J,F=JF =E(F).
n=0

Par conséquent F' est une variable aléatoire constante.
Maintenant si F' € D!, On considére ¢y € C2°(R) tel que

_f 0 st |z|>N+1
wN(x)_{x si |z| < N.

Par définition de D!, il existe une suite (F},),en de variables aléatoires lisses telle que

1 1
r S E pr, " pr—o.
n—+o00 n—-+oo

Alors, pour tout G € Sy et h € H, par intégration par parties,
E(¥n (Fa) (W (h)G = D"@)) = E(¢n (F)W (h)G) — E(¢n (Fo) (DG, h) i)

=EWn(F)W(h)G) — E(Wn (F,)GW (h)) + E(G(D(Yn(Fn)), h) i),
- E(éw (F,)(W(R)G ~ D'G)) = E(G{D(n (F)). ) ).
Or, par régle de la chaine,

D(n(Fn)) = Wiy (Fa)DE, “ 2487 g

Donc, en faisant tendre n vers +oo dans ’égalité précédente, nous obtenons

n—-+4oo

E(yn (F)(W(h)G — D"G)) = 0.
Ainsi, d’aprés le lemme précédent, ¥y (F) € Vect(1) i.e. ¢ (F) est constant pour tout N € N* i.e.
E(¢n(F)) = ¥n(F).
Puis, en faisant tendre N vers 400, nous obtenons
E(F)=F
ce qui montre que F' est une variable aléatoire constante. O

Corollaire 1.2.1.28. Soit A € F. Alors 14 € D! si et seulement si P(A4) € {0,1}.

Démonstration. On suppose 14 € D¥!. On considére p € C°(R) tel que, pour tout = € [0, 1],

o(x) = 22

Alors, d’apreés la régle de la chaine,
Dl = D(1%) = D(p(14)) = ¢’ (14)D1 s = 214 D1 4.

Ainsi, pour w € A,
(D14)(w) =2(D1a)(w)

et, pour w € A€,
(D1a)(w)=2x%x0x (D1lg)(w)=0.

Donc
D14 =0.

Par conséquent, d’aprés la proposition précédente,
14 =E(14) =P(A),
d’ott P(A) = 0 ou P(A) = 1. Réciproquement si P(A) =0 ou P(A) =1 alors 14 =1 ou 1; = 0. Dans les

deux cas 14 € D1, O
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1.2.2 Dans la cadre H = L?(T, B, ;1)

On se place maintenant dans le cadre usuel en pratique H = L?(T, B, 1) avec p une mesure o-finie
sans atomes sur I’espace mesuré (T, B).

Remarque 1.2.2.1. Dans ce cas, pour F' € S, DF est une variable aléatoire a valeurs dans L*(T\, B, 1)
et sera donc noté
DF = (DiF)ier.

Plus généralement, pour k € N*,
D*F = (Dfl7...,th)t1,4..,tkET-

A partir de la décomposition en chaos de Wiener d’une variable aléatoire, on obtient facilement sa
dérivée de Malliavin.

Proposition 1.2.2.2. Soit F € D'2 de décomposition en expansion de Wiener

“+o0
F =S (),
n=1

avec f, fonctions symétriques de L2(T™). Alors
—+oo
DiF =Y L1 (fa(-,1)),
n=1

ot I,_1(fn(:,t)) est le projeté de la fonction (1, ...,t,—1) — f(+,t) (définie pour p-presque tout ¢t € T')
sur le chaos de Wiener d’ordre n — 1.

Démonstration. On suppose F' = I,,(fy), avec f, € &, symétrique

Falti,otn) = > i dag, xxay, (b tn).
1<i1 ... im<n

Alors, par linéarité de D,

DF=D( Y WA WAL | = a0 D WAL W(A)
1<, im<n STt S
= Z Z Wi oo W (A1) W (A ) DtW(AiJ),W(A”“)"'W(Ai’”)
=1\ 1<iq,..., im<n 1 (t)
=

Ainsi, comme f,, est symétrique on en déduit des relations entres les a;,
D.F =nl,_1(fn(:1)).

On suppose maintenant F' = I,,(f,,) avec f,, € L2(T™). Alors, par densité de &, dans L?(T™) et continuité
de I,,, on obtient la méme relation

et les A;, d’on

----- Tm

DF = nInfl(fn(Ut))'

Pour finir, dans le cas général, par linéarité et continuité de D,

+o0 too
D:F = ZDt(In(fn)) = annfl<fn('7t))'

Lemme 1.2.2.3. Soit F' € L*(Q) et A € B. Alors
“+o0
E(F | Fa) =Y L(fa15").
n=0
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Démonstration. Comme pour la démonstration précédente, il suffit de raisonner avec
F=1,(fn), fn= ]]‘Ail X Aiy s

et A;

i1y - Ai,, € B deux & deux disjoints et de mesures p finies. On a alors

E(F | Fa) = E(W(A;,)..W(A;,) | Fa) = (ﬁ W(A;NA)+W(A; N A ’fA)

i=1

D’ot, par indépendance des W(A;NA), ..., W(A,NA), W(A NA®),..,W(A,NA°), Fa-mesurabilité des
W(A1NA),...,W(A,NA), indépendance entre F4 et W(A;NAS),...,W(A,NA°), et E(W(A4,NA%)) =0

E(F | ]:A) = HW(Az N A) = In(]]-(AlﬂA)x...x(A,,LﬂA)) = In(fn]]-%n)-
i=1
On en déduit le résultat par densité et décomposition en expansion de Wiener. O

Proposition 1.2.2.4. Soit F € D"? et A € B. Alors E(F | F4) € D2 et
Dy(E(F | Fa)) = E(DiF | Fa)la(t).

Démonstration. D’aprés les deux résultats précédents, on obtient

Dy(E(F | Fa)) ZDt (£15™) ann L (£ 01577 V14(0) = E(DF | Fa)La(t).

O
Corollaire 1.2.2.5. Soit A € B et F € D2 F -mesurable. Alors
(DtF)\ACXsl =T,
Démonstration. Comme F' est F4-mesurable, on a, d’aprés la proposition précédente, pour ¢t € A€,
DiF = Dy(E(F | Fa)) = E(D¢F' | Fa)la(t) = 0.
O

Exemple 1.2.2.6. Si T est un segment de la forme [0,7], B le tribu borélienne et u la mesure de
Lebesgue alors, pour tout processus (u¢)¢cjo, 1) adapté et s > t,

Dsut =0

1.3 Divergence de Malliavin
1.3.1 Définition et propriétés

Le second opérateur important en calcul de Malliavin est I'opérateur divergence qui est défini par
dualité par rapport & 'opérateur de dérivée de Malliavin ;

Définition 1.3.1.1. Opérateur divergence : On définit 'opérateur divergence ¢ comme ’adjoint de
l'opérateur D, i.e. § est Popérateur non borné sur L*(Q, H) a valeurs dans L?(Q) tel que :

1. Le domaine Dom(8) de 6 est 'ensemble des u € L?(Q2, H) tel qu'il existe ¢ € R%. tel que pour tout
F e D42,
[E(DF, u)u)| < cl|Fll,.

2. Pour tout u € Dom(d), d(u) est I'élément de L?(f2) caractérisé par

VF € DY E(F§(u)) = E(DF,u)g).

Remarque 1.3.1.2. L’opérateur d est fermé comme ’adjoint de opérateur D non borné et de domaine
dense.
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Pour commencer nous allons définir Du pour u variable aléatoire & valeurs dans H. Pour se faire nous
définissons une catégorie de variables aléatoires vectorielles lisses en un certain sens. Sur cette catégorie,
nous définissons la dérivée de Malliavin de fagon naturelle que nous allons étendre par fermabilité au
domaine de D sur L?(Q, H).

Définition 1.3.1.3. On définit Sy U'espace des éléments u de la forme

u = i:thj’
j=1

avec Fj € Set h; € H.

Remarque 1.3.1.4. Quitte & enlever des vecteurs h; et rajouter des F; = 0, on peut supposer que u

s’écrit N

2_Fie

j=1
avec (e;);en+ une base hilbertienne de H.
Définition 1.3.1.5. Soit u € Sy. Alors la variable Du dans H ® H est défini par

Du=> DF;®h;.

j=1

De plus, pour h € H, la variable aléatoire D" dans H est défini par
hy = ZD”F hj = Z(DFj,mth.
Jj=1

Remarque 1.3.1.6. Par fermabilité de 'opérateur D, on définit D1?(H) comme le domaine de 1'opé-
rateur D sur Sg.

Proposition 1.3.1.7. L’opérateur § a les propriétés suivantes :
1. Soit u € Dom(d). Alors E(§(u)) = 0.
2. L’opérateur 0 est linéaire sur Dom(0).

3. Soit u € Sy de la forme précédente. Alors u € Dom(d) et
ZF W(h;) = > (DF}, h;)
Jj=1
4. Soit u € Sy de la forme précédente, F' € S et h € H. Alors

D"(6(u)) = (D(6(w)), hyg = (u,hyg + 0 i(DFj, hygh; | = (u,h) g + (D).

Jj=1

Démonstration.

1. Pour F=1€D"“2, ona
E(5(w)) = E(F3(u)) = E((DF,uir) = 0.

2. Soit A\, u € R et u,v € Dom(6). Alors, pour tout F € D2,
E((DF, Au+Xv)g) = AE((DF,u) g )+pE((DF,v)g) = ANE(Fd(u))+pE(F§(v)) = E(F (A (u)+pd(v)).

D’ou, par caractérisation,
S(Au+ pv) = Ao(u) + pd(v).
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3. Pour tout F € D2,

[E(DF, )| = |3 E(F,(DF, hy)

Zn: F;(DF, h;)g)|-

Or, par intégration par parties,
E(Fj(DF., hj)u) = E(—F(DFj, h;) + FF;W(h;)).
D’ou

n

|E((DF,u)) Z (|[F(DF;, b)) + E(|FE;W (hy)]) -

Ainsi, par inégalité de Cauchy—Schwarz, il existe ¢, € R tel que
[E(DF,u))| < cu||F]l, -

Donc u € Dom(4). De plus

M:

F(DF;, h;) + FE;W(hy))) .

E((DF,u)) (ZF DF, h;) ) Z (Fj(DF, h;)

D’ou

J:1

E((DF,u)) =E (F (ZF W (h Zn: (DF;, h; ))

Jj=1 j=1

Ainsi, par caractérisation,

ZFW zn:DFh

= ]:1
4. Ainsi, par linéarité de D,
= (D(F;W(h;)) — D((DF};, h;))) = > _(W(h;)DF; + F; D(W (h;)) —D({(DF}, h;))).
i=1 j=1 o

Donc

(D(5(w)), h) = _(W(hj){DF;,h) + Fj{hj, h) = (D((DFj, hy), h)).

j=1

Ainsi, comme (u, h) = ZFj<hja h),
j=1

(D((w)), h) = (u, h) + Z(W(hj)<DFj7h> — (D(DEj, hy)), h)-

De plus, encore d’aprés ce qui précéde,
b (Z(DFj,mhj) =Y (DF;,)W(h;) = Y (D((DF},h)), h;).
j=1 j=1 j=1

Or, pour tout j € [1,n],
(D((DF},h}), hj) = (D((DF}, hy)), h).

En effet, par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de D, il suffit de le montrer pour les vecteurs
de la base hilbertienne. On écrit F; = f;(W(e1),..., W(emn)), alors, pour tout ¢, k € N,

(D(DFj, ei)), ex) = (D (0if;(Wer), .., W(em))) s ex) = Oirf5(W(e1), ..., W(em)),
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d’otu, par lemme de Schwarz,
(D((DFj,e;)). ex) = Ox,if;(W(e1), ..., W(em)) = (D((DF}, ex)), e:).

Par conséquent on a bien

=1

(D(5(u)), h) = (u,h) + & (Z(DFj, h)hj) .

Théoréme 1.3.1.8. Soit u € DV2(H). Alors
1552 = EB(w)?) < [lull? 5 -
Ainsi DV2(H) € Dom(d) et 6 est continu de DV?(H) dans L2().

Démonstration. Soit u € Sy et (e;)ien une base hilbertienne de H. Alors, par définition de ¢,

Puis, comme (e;);en est une base hilbertienne de H,
+oo
E(6(u)?) =E <Z<D(5(U))’ ei)(u, €i>> ~
i=0

Or, d’aprés la propriété 4 de la proposition précédente, pour tout i € N,

Jj=1

Ainsi

E(5(u)?) = (|uH )+1E (Z(s (Z<DFj,ei>hj) (u,ei>> .

Jj=1

Puis, par définition de I'opérateur 6,
) —+o0 n
E(5(u)?) = E (”u” ) +E(Y <D(<u,ei>), <DFj7ei>hj> .
i=0 j
Ainsi, comme (e;);en est une base hilbertienne de H,
+o0 400 n
E(5(u)?) = ( Ju ) +E [ DD (D((u,e4)) <Z<DFj,ei>hj,ek> ,
i=0k=0 j=1
avec, pour tout i, k € N, par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de D,

<Z<DFj,6i>hj,€k> =

j=1

(DFj, e)(h;, ex)

NE

1

<.

3l

|
I ng

((hj7€/c>DF‘ €)

zn: h],ek D >
D({u,ex)). €2).

<
Il

Il
/\/\

Donc

+oo
E(§(u)?) = E(|lul*) + E ( > (D({u,ex))s ea){D((u, €i>),ek>) :

i,k=0
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Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwarz sur 12(N?),

+
E(§(u)?) < E(llul*) + E (D({u,er)), ei)®
0

8

=~
I

i,

On prend a partir de maintenant le choix des h; = e; comme dans la remarque 1.3.1.4. On a, pour tout
i,k € N, par bilinéarité du produit scalaire sur H ® H,

(Du,e; ® e) = <ZDF]- Rej,e® ek> = Z(DFj,eZ)(ej,ek) = (DFy, e;),

j=1 j=1
et
D({u,e)) = D <2Fjej, ek> = D(Fj{ej,ex)) = Y _(ej,ex)DF; = DFy,
j=1 j=1 j=1
d’ol
(D({u,e)),e;) = (DFg,e;) = (Du,e; @ eg).
Finalement
+o00
2 2 2 2
E(6(u)?) <E(ul®) + E | Y (Du,e; @ ex)® | = E(||ull®) + E(||Dul|®) = [|ull; , -
i,k=0

Maintenant si u € DV2(H), alors il existe (uy,)nen € SH tel que

L?*(H
Up, —>) u et Du,,
n—-+oo n—-+oo

2
P

Par conséquent, 5 )
Vn €N, ||5(U7L)H0,2 < ||un||1,2 ]
et
VF € DY2 E(F(u,)) = E(DF,u,)) — E{(DF,u)).

n—-+oo

Donc

Ainsi, par passage a la limite
2 2
||(5(u)||072 < ||UH12

O

Remarque 1.3.1.9. De facon similaire, on peut aussi montrer que 'opérateur d est continu de D**(H)
dans D*~1? pour tout p € [2, +oo] et k € N* : il existe ¢ € R*% tel que

Yu € Dk’p(H)7 ||5(u)||k—17p S Ck,p ||u||k,p :

Ainsi D*?(H) C Dom(9).

Grace a 'opérateur divergence, on obtient une maniére de calculer D*G dont la démonstration utilise
la décomposition en chaos de Wiener.

Proposition 1.3.1.10. Soit h € H et G € L*(Q2) tel qu’il existe Y € L?(2) tel que
VF € DV E(GS(hF)) =E(Y'F).

Alors G € D"? et
DhG =Y.
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Démonstration. On écrit la décomposition en chaos de Wiener de G' € L?(),

+oo
G=> J.(G).
n=0
Ainsi, pour tout F € D2,

+o0 foo I
E(YF) = E(GS(hF)) = > E((Ju(G)§(hF)) = > E(D(Jn(G)),hF)) = E (FZDh(Jn(G))> :

n=0

Donc

“+o0
Y = D"(J.(G)) = D"G.

Corollaire 1.3.1.11. Soit u € D¥2(H) et h € H tels que D"u € Dom(6). Alors §(u) € D2 et
D"(5(u)) = (u, h) + §(D"u).

Comme pour 'intégration par parties avec la dérivée de Malliavin, nous avons une formule similaire
pour calculer la divergence de Malliavin d’un produit.

Théoréme 1.3.1.12. Soit F' € D12 et u € Dom(d) tel que Fu € L*(Q, H) et Fé(u) = (DF,u) € L*(9).
Alors Fu € Dom(9) et
d(Fu) = Fo(u) — (DF,u)g.

Démonstration. Soit G € DY2. Alors
E((DG, Fu)y) = E(FDG,u)y) =E(D(FG) — GDF,u)x)
=E(D(FG),u)g) — G(DF,u)p) = E(6(u)FG — G{(DF,u)g) = E(G(Fdé(u) — (DF,u))).
Donc, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
E((DG, Fu)m)| < c|Gll,
avec ¢ une constante dépendant de F, DF,u et 6(u). D’ott Fu € Dom(d) et
§(Fu) = Fé(u) — (DF,u).

Corollaire 1.3.1.13. Soit h € H et F € D"2. Alors Fh € Dom(J) et
§(Fh) = FW(h) — (DF,h). = FW(h) — D"F.

1.3.2 Dans le cadre H = L*(T, B, i)

On se replace dans le cadre usuel en pratique H = L?(T, B, 1) avec j une mesure o-finie sans atome
sur 'espace mesurable (T, B).

Définition 1.3.2.1. Soit u € Dom(d) C L23(T x Q). Alors la divergence &(u) est appelée I'intégrale
stochastique de Skorohod de u que 'on note

6(u):/Tutth.

Remarque 1.3.2.2. Soit u € L?(T x Q). Alors on rappelle que, pour tout ¢t € T', u; a une expansion en
chaos de Wiener de la forme

+oo
Ut = ZIn(fn(vt))
n=0

avec f, € L?(T"H1) symétrique en les n premiéres variables. De plus
“+o0
2
([ wtd) = St Ul
T n=0
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Définition 1.3.2.3. Soit f € L?(T™*!) symétrique par rapport aux n premiéres variables. Alors on
définit le symétrisé de f par

~ 1
ot t) = ——— | F(t1, oo tn, t o ticts b tint, o tnsti) | -
[t ) n+1<f 1 +Zf 1 1 +1 ))

A partir de la décomposition en chaos de Wiener de wu(t) on obtient une caractérisation de I’apparte-
nance & Dom(d) de u et une expression simple simple de §(u).

Proposition 1.3.2.4. Soit u € L?(T x ) d’expansion en chaos de Wiener u; = ZI (fn(-,1)). Alors

+oo
on a u € Dom(d) si et seulement si la série an-s-l(fn) converge dans L2(Q) et
n=0

I ~
u) = ZInJrl(fn)-

Démonstration.
Sens direct : On suppose u € Dom(§). Alors, pour tout G = I,,(g) avec g € L*(T™) symétrique,

E(5(u)G) = E((DG,u) (/ DtGutdut> = (/Tnln 1 Zlm fn(t )>.

Ainsi, par théoréme de Fubini,

/ ZE w1 (9 0) L i (1)) ().

Puis, par propriété des intégrales multiples I,,, et I,

E((u)G) = / (= D)V (+£), 9 1)) p2grmesy(d)

n.<fnf~17 g>L2(T")
E(Ln(fn-11In(9))
E(I,(fn-1)G).

Ainsi I,(f,_1) coincide avec la projection de §(u) sur le chaos de Wiener d’ordre n. On en déduit donc

que 400 ~ 400 ~
= Zln(fn—l) = Zln-i-l(fn)
n=1 n=0

ott la convergence a lieu dans L?((2).

oo -
Sens indirect : Réciproquement on suppose la convergence dans L?(Q2) de la série > I,+1(fn) que I'on
n=0

N
note V. Alors, pour tout G = > I,,(gn),
n=0

E (Vzln(gn)> =E (/T ug Dy <ZIn(9n)> dﬂt) .

Ainsi, pour tout F € L?(Q) avec une expansion finie en chaose de Wiener, par inégalité de Cauchy-

Schwarz,
E ( / utDthut)\ < VI, IF],.
T

Donc également pour tout F' € DY2 par densité. Ainsi u € Dom(6). O

|E((u, DF) 2(1)| =
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Corollaire 1.3.2.5. Le domaine Dom(4) coincide avec le sous-espace de L?(T x ) formé par les

too +oo -2
u = T;)In(fn('vt)) tels que E(6(u)?) = T;(” +1) ‘ Il paaxry

Nous allons a partir de maintenant considérer un espace dans lequel les processus ont leur dérivée de
Malliavin intégrable par rapport a la mesure produit pu ®@ p ® P.

Définition 1.3.2.6. L’espace 12 est I'ensemble des u € L3(T x Q) tels que u; € DY2 pour u-presque

tout t € T et
E (/ /(Dsut)Qdusdut> < 4o00.
TJT

Remarque 1.3.2.7. On L2 C Dom(4). De plus L}2 est un espace de Hilbert pour la norme

2 2 2
[ully 2,z2¢ry = l[ullz2(rxq) + 1Dz (120 -

Et pour u,v € LY2, nous avons la relation particuliére

E(/Tutth/Tvtth> =E(5(u)o(v)) :/TIE(utvt)dut+/T/TE(DSutDtvs)dusdut.

Exemple 1.3.2.8. SiT = [0,7] avec T' € R, ;1 la mesure de Lebesgue sur [0, 7] et u,v deux processus
adaptés alors, d’aprés 'exemple 1.2.2.6, Dsu; = Dgv; = 0 dés que s > t, ainsi

T T T
E (/ utth / ’Utth> = / E(utvt)dt
0 0 0

ce qui coincide avec la propriété d’isométrie de l'intégrale d’It6. Plus généralement nous allons voir que
Iintégrale de Skohorod coincide avec l'intégrale d’Ito6 dans le cas ou le processus u est adapté.

Avec les notations de l'intégrale de Skohorod, nous avons la formule suivante.

Proposition 1.3.2.9. Soit u € LY? tel que, pour u-presque tout t € T, (Dyus)ser € Dom(d) et
/ DuydW, € L*(T x Q). Alors 6(u) € D%2 et
T

Dt(é(u)) = U¢ +/ DtUSdWS.
T

Démonstration. Soit h € L?(T). Alors D"u € Dom(§) d’aprés les hypothéses de la proposition, d’o,
d’aprés le corollaire 1.3.1.11 et les hypotheéses de la proposition,

(D(0(w)), h)p2(ry = (u, h) L2y + 6({(Du, h) 2 (1)) = (u, h) 2 (1) + / (Dyu, h) p2(7ydW;
T

= <u7h>L2(T) +/ / Dtushsd,udet = (u, h>L2(T) +/ (/ Dtudet> hsdl,l,s.
TJT T T

Donc, dans L?(T),
D((u)) =u +/ DugdWs.
T

Le résultat suivant justifie la notation de I'intégrale de Skohorod.

Théoréme 1.3.2.10. On suppose que W est un movement brownien en dimension d et que 1’espace H
considéré est de la forme L?(T) = L?([0, 7], B([0,T]), \). On considére u € L? i.e. un processus adapté a
valeurs dans L2(2,R?). Alors u € Dom(6) et §(u) coincide avec I'intégrale d’It6 de u contre le mouvement

brownien :
5(@:2/ u;dwgz/ (g, AW,
i=1"0 0
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Démonstration. On suppose u processus adapté élémentaire de la forme

Ut = ZFJ ]]']tj,tj+1] (t)
j=1

avec F; € D2 F; -mesurable. Alors Fj1y, ;.. .1 € Dom(d) d’aprés le théoréme 1.3.1.12, et

j+1]
tjt1 tj+1
6(F ]l]t tJ+1]) = Fjé(]]‘]tj;tj+1]) - <DFja ]l]tj,tj+1]>L2([0,T]) = FJ/ th - / DtF]dt

tj tj

Donc, par mesurabilité,
O(Fjly, 4 Fi(Wi, ., —Wy,) —

Puis, par densité, on obtient le méme résultat avec F; € L?(€2), puis u € Dom(4) et

u) = ZFJ(Wtj+1) - Wtj)'
=1

j+1}) = J+1

Pour conclure on considére une suite de processus adaptés (u"),en de la forme précédente qui converge
vers u € L?([0,T]). Par conséquent, d’aprés 1'égalité précédente, le caractére fermé de § et les propriétés
de l'intégrale stochastique, on en déduit que u € Dom(d) et d(u) est égal a l'intégrale stochastique de u

contre le mouvement brownien W.

On obtient d’autres propriétés dans le cas ou W est un mouvement brownien. Notamment la for-
mule de Clark-Ocone qui permet d’obtenir une décomposition d’une variable aléatoire F' € D'? faisant

intervenir I'intégrale de Skohorod de la dérivée de Malliavin conditionnelle.

Définition 1.3.2.11. On définit LY/ la fermuture de Sy pour la semi-norme définie par

1 1 t
lull} 5 ; =E (/0 ufdt> +E (/O /O (Dsut)stdt> ,

et L¥ la fermeture de Sy pour la semi-norme définie par

1 t t
|u||%—|u||%,2,f+E(/() [ wmsut)?drdsdt).

Remarque 1.3.2.12. Si u € L2 alors u € L et pour tout ¢t < s, Dyu; = 0. De plus si v € L alors

u € Dom(d) et
E(8(u)?) < 2 |Jul3.

Théoréme 1.3.2.13. On suppose H = L?([0,1]) et (W;)o<t<1 un mouvement brownien en dimension

1. On considére F' € D2, Alors nous avons la formule de Clark-Ocone
1
F =E(F) +/ E(D:F | Fi)dWs.
0

Démonstration. On écrit 'expansion en chaos de Wiener de F' :

+oo
F=> I(fa)
n=0

Alors, d’apreés la proposition 1.2.2.2,

“+o0
DtF = Zn-[nfl(fn(vt))

n=1

Donc, d’aprés le lemme 1.2.2.3,

E(D:F | Fy) = ZnE w1 (fa( 1) | Fi) = ann 1 (fn () D, <t vietn—1]})-

n=1

Ainsi, d’aprés la proposition 1.3.2.4,

—+oo
§(B(DyF | Fy)) =Y In(fa) = F = F(F),

ce qui donne le résultat voulu par correspondance entre I'intégrale d’It6 et la divergence de Malliavin.
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1.4 Propriétés locales

Nous allons dans cette sous-section raisonner avec des propriétés vraies seulement sur un événement
et nous allons en déduire des propriétés sur la divergence ou la dérivée de Malliavin sur cet événement.

Lemme 1.4.0.1. On considére f € C°(R"),g € C=(R), hy,....,h, € H, u € L1? et
F = f(W(h), oo, W),

Alors
Fy(|lull?) € D2,
et
D(Fg([[ullF)) = g(|lull3;) DF + 2Fg (lulls){Du, uw) g = DFg(||ull3) + 2Fg'(|Jul3;) D"u.

Démonstration. Nous avons par dérivation de Malliavin d’un produit Fg(|ul|3,) € D2 et

D(Fy(|[ul®) = g(llulz)DF + FD(g(llul 7)),

avec, par régle de la chaine,

D(g([ull7) = ' (lullz) D(lullz) = 29'(lull7)(Du, u)sr.

Proposition 1.4.0.2. Soit u € D"?(H) et A € F tels que uj4 = 0. Alors (6(u))4 = 0.
Démonstration. On se place sur 'événement A. On considére f € C°(R™), hy,...,h, € H et
F=f(W(hi),..., W(hn)).
Nous voulons montrer que
S(u)la = 0.
Or sur A nous avons u = 0 i.e. ||u||; = 0, donc nous voulons montrer que
6(u) oy (lull ) = 6(w)do(flull ) = 0.
On cousideére alors (¢.). une approximation de 'unité dy, i.e.

x
6-(2) =6 (%)
avec ¢ € C*°(R,Ry) de support inclus dans [—1,1] et ¢(0) = 1. Alors, d’aprés le lemme précédent,
2
Foe(||ullz) € D',

et

D(Fo.([ull}y)) = DFo-(lull}) + 2F L (ull3) D"u.
Ainsi, par définition par dualité de 0,
E (8()o(luli) F) =B (u, DES-(ulf)ir ) = E (8=(ulf) (. DF) ) +2E (FoL(lulf ) DUuhir )

Or
O (l[ul) (w, DF) s + 2FL(ull3) (u, D) = So(lull3) s, DF) 1z +0 = 0.

De plus
2
|6e(lull®) (u, DF) | < [|8ll 1l IDF |l € LH(S2),

et

|0 (lullz) (u, D*w)] < L (llull ) llull® 1Dull 5y < Sgglmé(x)l IDull gy 167l 1 Dull gy € LH(92)-

Donc, par théoréme de convergence dominée,
E(d(w)do(l|ull ) F) = 0.
Comme ceci est vrai pour tout F', on en déduit que

5(u)ouf ) = 0.
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Proposition 1.4.0.3. Soit F € DY et A € F tels que Fi4 = 0 presque stirement. Alors (DF)|4 = 0

presque slirement.

Démonstration. Quitte a considérer arctan(F'), on peut supposer F' bornée i.e.
F eD ' nL>(Q).

Montrons que
14DF =0.

Or F =0 sur A, donc il suffit de montrer
00(F)DF = 0.
Considérons la méme approximation de I'unité qu’a la démonstration précédente (¢e)seR1- Posons
Ve = / P (y)dy.
—0o0

Alors, d’aprés la régle de la chaine, 1. (F) € D! et
D¢6(F) = ¢E(F)DF

Considérons Fi, ..., F, € Sp,h1,....,h, € H et

j=1

Alors
|E(¢e(F)(DF, u)p)| = [E(D(We(F)), u) ) | = [E(we(F)5(w))] < [[¢el o E(I0(w)]),

g
/_io d(2)dz

[E(6e(F)(DF,u)a)| < 22 9] o E(|6(u)]) —3 0.

avec, par changement de variable z =

e ()] = ’/m @(y)dy’ —c < / 0(2)|dz < 2¢ 9]

Donc

Ainsi, par théoréme de convergence dominée,
E(do(F){(DF,u)r) = 0.
n
Ceci étant vrai pour tout u = Zthj, on en déduit par densité que
j=1

So(F)DF = 0.

O

Remarque 1.4.0.4. Soit (W});e[o,1] un mouvement brownien en dimension 1, u € L et A € F tels que
u = 0 presque stirement sur [0, 7] X A. Alors de méme, en utilisant des propriétés de U'intégrale d’1to, on

obtient (0(u))4 = 0 presque stirement.

Nous pouvons également définir la dérivée de Malliavin locale & condition de travailler sur de bons

sous-ensemble de notre univers §).

Définition 1.4.0.5. Soit V est un espace de variables aléatoires. Alors on définit V},. comme ’ensemble

des variables I tel qu'il existe (F),)nen € VN et (Qn)nen € F tels que

0, S QetFg, =F,.

n—-+oo
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Exemple 1.4.0.6. Pour V = D'?, la dérivée DF de F € D P est défini, sans ambiguité, par

loc
(DF)q, = DF,.
Proposition 1.4.0.7. Soit (W(t)):c[o,1] un mouvement brownien de dimension 1 et u un processus

1
adapté tel que / ufdt < 400 presque stirement. Alors u € Lﬁc et
0

1
5(“) :/ Utth.
0
Démonstration. On considére, pour tout k € N*, ¢, € C°(R, [—1, 1]) tel que

(1) |[=kk] = 1, (0k)]=00,— (k+1)[UJk+1,4-00[ = O-

t
u,’f = WPk (/ u?ds) ,
0

On considére également

et L
Qk:{/ ufdsgk}.
0
Alors
Qk /‘ Q>
k——+o0

_ .k
UN[0,1]x Qe = U|[0,1]xQy

et ub € L? car le processus u est adapté et

1 1 t 2 1
/ (uy)?dt = / u? o (/ uids) dt < / uldt < +oo.
0 0 0 0

Par conséquent u* € L d’aprés la remarque 1.3.2.12. Puis u € ]Lﬁc. De plus, comme u* € L2,

1
S(uk) = / ukadw,.
0
Donc, en faisant tendre k vers +o0, on obtient le résultat souhaité. O

Terminons cette section par un critére de dérivabilité de Malliavin d’une intégrale d’Ité & partir de
la dérivabilité de Malliavin de I'intégrant.

Proposition 1.4.0.8. Soit (Wt)te[o,l] un mouvement brownien de dimension 1, (Ut)te[o,l] un processus
adapté de carré intégrable et

t
X = / usdW.
0

Alors u € 12 si et seulement si X; € D12, Dans ce cas X € L2 et, pour tout ¢ € [0, 1],

t t t ps

/ E((DsX;)?)ds — / E(u?)ds +/ / E((Dyus)?)drds.

0 0 0o Jo

Démonstration. On suppose v € LY2. Alors le processus (Dyus)o<s<1 est Skorohod-intégrable car est

adapté et de carré intégrable donc son intégrale de Skohorod coincide avec son intégrale d’It6. De plus,
par isométrie d’Ito,

. ( [( /OlDtudes)zdt) = [ By < s

Ainsi, d’aprés la proposition 1.3.2.9, X, € D'2 et

t t
D, X, = us]l{sgt} Jr/ Dsu,dW, = us]l{sgt} +/ Dsu,dW,.
0 s
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Ainsi
2

t t
(Dth)Q = Ui]l{sgt} + QU’S]I{SSt}/ DSUTdWT + (/ DSquWT)

D’ou le résultat en appliquant 'espérance, par isométrie et comme l'intégrale d’It6 est une martingale
issue de 0. O
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2 Premiéres utilisations du calcul de Malliavin

2.1 Semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck

Une premiére utilisation des opérateurs de dérivation et de divergence de Malliavin est une expression
plus simple du générateur du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Commengons par rappeler ce qu’est le
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et ensuite nous verrons comment ’exprimer & partir de la dérivée et
de la divergence de Malliavin.

2.1.1 Le semi-groupe

Définition 2.1.1.1. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est le semi-groupe (7;);er, d’opérateurs
contractifs sur L%() définis par

VE e L*(Q), Ty(F)=)Y e ™ J.(F

Remarque 2.1.1.2. L’opérateur T} peut aussi étre défini sur LP(Q) par, pour tout F' € LP(f2), comme
F engendrée par W, il existe ¥ : R — R mesurable telle que F' = ¢p o W,

Ty(F) =FE (Yp(e "W + /1 — e 2tW"))

avec W' une copie indépendante de W définie sur (Q, ', P').

Proposition 2.1.1.3. Les opérateurs T; vérifient :

1. la positivité
VF € L*(Q),F >0 = T,(F) > 0.

2. la symétrie
VF,G € L*(Q), E(GTi(F))=E(FT(G Ze*muz Jn(@)).
n=0

Démonstration.
1. Soit F =¢p oW € L?*(Q) positive. Alors

T,(F) = E (¥p(e + /1 — 2e=2W")) > 0

>0

2. Soit F,G € L%(Q). Alors
E(GT,(F Ze*“tE (GJn(F)),

avec, comme les chaos de Wiener sont en domme directe orthogonale,

+oo
E(GJn(F)) = (G, Jn(F)) = <ZJn(G)7 Jn(F)> = (Ja(G), Jn(F)) = E(Jn(G) Jn(F)),
m=0

et par symétrie des roles de F' et G,
E(GJn(F)) = E(Jn(G)Jn(F)) = E(FJn(G)).
D’ou

E(GT,(F Ze*"tE In(G)) = E(FT(G)).

O

Remarque 2.1.1.4. Le semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck est trés lié au processus gaussien centré
(X;)ier de fonction de covariance K(s,t) = e~1*7! appelé processus d’Orstein-Uhlenbeck. En effet,
pour tout t E Ry, s ER et F=v¢proW € L?(Q), on a

(TtF)(XS) = thF © Xs = E(’lpF(Xs-&-t) ‘ Fs) = E(F(Xs+t) | ‘/_'.9)
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2.1.2 Le générateur

Définition 2.1.2.1. On définit I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L par

+oo
L(F) ==Y nJu(F)
n=0

sur

+oo
Dom(L) = {F € L*(Q), > n* | Ju(F)|f5 < +oo} .
n=1

Définition 2.1.2.2. On définit le générateur infinitésimal A du semi-groupe (7});cr, par

A(F) = hmw
t—0
sur T(F P
Dom(A) = {F € L*(N),3G ¢ LQ(Q),PII(IJ L =-F o o} :
—
2

Proposition 2.1.2.3. L’opérateur L coincide avec A :
(L,Dom(L)) = (A,Dom(A)).
Démonstration. Soit F € L?(€2). On suppose F € Dom(L). Alors, par définitions de T, F et de L(F),

2 +o0 2
) = Z <1(ent -1 +n> E(|Jn(F)|2)7

n=0

1
E (‘t(TtF —F)—L(F)
avec par développement limité de ’exponentielle,

242

1 t—0 1 n 9 _nt
z(e —1)+n = t( nt—&-T-i-o(t ))+n—2+0(t)g)>0,

et

(e =0+ n) EAI(F)P) < 20E (PP

terme d’une série convergente. Donc, par théoréme de convergence dominée,

2
> — 0.
t—0
D’ou F € Dom(A) et A(F) = L(F).
Réciproquement on suppose F' € Dom(A) et on note G = %ir%%(TtF — F) = A(F) € L*(Q). Alors, par
—

E (’1(:@1? ~F)— L(F)

continuité et linéarité de J,,
o1

avec
+oo
Tn(TF) =Y e ™ I (Jn(F)) = e " T (F).
m=0
Donc
) efnt -1
JnG =lim—— J, (F) = —nJ,(F)
t—0 t

Ainsi F' € Dom(L) et

L(F) = iojn(c) =G = A(F).
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Proposition 2.1.2.4. Soit F' € L?(Q). Alors F € Dom(L) si et seulement si F' € Dom(6D) i.e. F' € D2
et DF € Dom(d). Dans ce cas

Démonstration. On suppose F' € Dom(dD). Soit G € H,,. Alors, par polarisation de la formule obtenue
a la proposition 1.2.1.21,

E(G6(D(F))) = E(DG,DF)y) = nE(GJ,(F)).
En effet, on a
E((DG, DF) ZmE I (F)) = nE(Jo(G)Jn(F)) = nE(GJ,(F)).
Donc

Ainsi F' € Dom(L) et
0(D(F)) = —L(F).

Réciproquement on suppose F' € Dom(L). Alors on a directement F' € DV2, et pour tout G € D2,

+o0
E((DG,DF)y ZIE Tn(F)) =Y E(GJn(F)) = ~E(GL(F)).
Ainsi DF € Dom(9) et

O

A partir de cette formulation du générateur L, nous pouvons en déduire des expressions intéressantes
de L(F) et de L(p(F)).

Proposition 2.1.2.5. Si § C Dom(L) alors, pour tout F = f(W(hq),..., W(h,)) € S,
F) =Y 0:0; f(W(h1), ..., W (hn)) (i, 1) Za fw W (h))W (hs).
ij=1
Démonstration. On a directement par définition de D2,
F e DY2,

et
DF =Y 0, f(W(h1), ..., W (hn)) i

Ainsi, d’aprés la propriété 4 de la proposition 1.3.1.7,
=Y 0 W (ha), s W))W (hi) = > 005 fF(W (1), o0, W (h))(hiy )
i=1 1<i,j<n
On en déduit le résultat d’aprés la proposition précédente. O
Proposition 2.1.2.6. Soit F = (F!,...,F™) € (D>*)™ et ¢ € C%(R™) avec des dérivées partielles

premiéres et secondes bornées. Alors ¢(F') € Dom(L) et

= f: 0:0;¢(F){DF', DF’) + iaiw(F)L(Fi).

4,j=1 Jj=1
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Démonstration. On se limite au cas m = 1, le cas général se traite de la méme maniére. On suppose que
F = f(W(h),.... W(hn)) € S et o € C°(R). Alors po f € C°(R) et, d’aprés la proposition précédente,

S 0050 0 FYW (), oo, W) i by Za 00 ) (W(h)s oo W (ha )W (hy),
Isijsn *Lp of><a f

avec
0i0i(po f)=¢" o f x0;if x 0;f +¢' o f x0;i0;f.

Dong, en réutilisant la proposition précédente avec L(F'),

Lip(F) = ¢"(F) Y (@if x 05 )W (h), s W (hn)) (his hy) iy

1<ij<n

Z 905 f(W(h1), wcos W (hn)) (his hj) 1

Za fw W (hn))W (hi)
_ (F)(DF,DF) + ' (F)LF.

On en déduit le résultat général par densité et continuité de L comme composé de telles applications. [

2.2 Introduction d’un modéle financier

On considére un marché composé d’un actif risqué et d’un actif non risqué. Le prix de actif risqué
est supposé de la forme
S, = Spet, te 0,77,

t 2 t
ht:/ (MSJ;) ds+/ osdWs, t€]0,T],
0 0

ou p est son taux d’intérét et o sa volatilité. On considére également un actif non risqué dont le prix est

supposé de la forme
t
By = exp (/ rtdt) ,t € 10,7,
0

Proposition 2.2.0.1. Le processus du prix (St ).e[o,] vérifie 'équation différentielle stochastique linéaire

avec

ol r est son taux d’intérét.

dSt = ,utStdt + UtStth.

Démonstration. D’aprés la formule d’It6, nous avons
t o2 t 1 [t t t
Sy = So +/ (us — 23> Ssds—i—/ 0sS.dW, + 5/ UiSSdS =5 —|—/ /,LSSSdS—i-/ oS dWs.
0 0 0 0

On considére un investisseur qui commence avec une richesse © € R, et investit dans les actifs risqué
et non risqué. On note «; le nombre d’actifs non risqués et 5; celui de risqués. Le couple ¢ = (v, Bt)
est appelé la stratégie financiére de I'investisseur. On suppose que les processus « et § soient mesurables
adaptés et, P-presque stirement,

O

T T
/ oy |dt < +oo,/ (Be)?dt < +oo.
0 0

En particulier nous avons la relation
z = apBoy + BoSo = ao + BoSo,
et la richesse totale de l'investisseur & l'instant ¢ est donnée par

Vi(¢) = au By + B1.S:.
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On suppose que la stratégie est auto-financée, i.e. qu’il n’y a ni apports ni dépenses, i.e.

t t
v;(¢)=x+/ asst+/ B.dS,.
0 0

On introduit le prix réduit associés aux actifs

R t 2 t
St_Bt_ISt_SOeXp</ <,us7’5025>ds+/ USWS),
0 0

et la valeur réduite du portefeuille
Vi(¢) = By 'Vi(¢) = s + BiSy.
Proposition 2.2.0.2. Nous avons la relation

t t
V;f((b) =T +/0 (MS - rs)ﬂsgsds + U/O ﬁsgdes-

Démonstration. Par intégration par parties stochastique, nous avons

t t
Vi(6) = Vo(o) + / A / Vi(@)d(B;Y) + (B~ V().
avec 5 B
Vo(é) = o + BoSo = o + SoSo = z,
d‘/s((b) = asst + ﬁsdss = rsasBst + ,U/sﬁsssds + Usﬂssdesa
d(B;') = —r.B; 'ds,

et, comme B est déterministe,
<B_17 V(¢)>t =0.

Donc
~ t t t t
Vvt((b) :$+7’/ asd5+/ /ufsﬁs B;155d5+/ Usﬂs Bglss dWs*/ Ts %(¢)B;1 ds.
0 0 N—— 0 S—— 0 S———
=S, =S, =a,+B:5s
Ainsi

t t
Vt(¢) =T+ / (Ts - ﬂs)/@sgsds + U/ 5sgdes~
0 0

Corollaire 2.2.0.3. La quantité oy d’actifs non risqués vérifie la relation

t
oy = f/t(d)) - 5tgt =z +/ 5sdgs - ﬁtgt-
0

Corollaire 2.2.0.4. Si = r alors

t ~
V(o) =+ / 02 BuSad WV,
0

est une martingale locale.

Proposition 2.2.0.5. Soit h une variable aléatoire positive Fp mesurable telle que

E(B;'Z2h?) < +o0,

t 1 rt _
Zy=exp | — oW, — = 0%ds ), 6= ad r.
2 S
0 0 g

Alors il existe une stratégie ¢ auto-financée telle que

Vr(¢) = h.

avec
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Démonstration. Comme E(B;lZ%l"ﬂ) < 400, d’apreés le théoréme de représentation, il existe un proces-
sus mesurable adapté (us)¢cjo,7] tel que

T
E (/ uids) < +00,
0

t
B Zrh =E(By' Zrh) +/ usdW.
0

et

On pose
t
M, = E(B;'Zrh | F;) = B(B3' Zrh) +/ usdWs,
0

et on considére la stratégie ¢ = (a, 3) définie par

Zt_l(ut + Mtﬂt)

0¢St

B =

)

Qp = MtZt_l - 5t§t-

On aura alors ¢ auto-financée et
Vr(¢) = H.

Corollaire 2.2.0.6. Dans ce cas nous avons la relation
V(@) = Z7'E (Zre™ # 7 h | )
Corollaire 2.2.0.7. Si E(Z7) =1 alors on peut considérer la probabilité Q sur (€2, F) définie par
dQ = ZpdP.

Ainsi

Vi(9) =Eq (= h | 7).
En particulier

%(¢) = EQ (e_ foT Tsdsh)

Exemple 2.2.0.8. Dans le modéle de Black-Scholes, on suppose que les fonctions u, o et r sont constantes.
On considére également une option européenne i.e.

h = ®(ST).
Alors la stratégie ¢ = (o, ) atteignant h = ®(St) vérifie
OF
6t - %t(ta St)
oy = e " (F(t, St) — ,BtSt),

avec

F(t,z) = e—r(Tft)EQ (<I) (xer(Tft)eo(WTfVVt)f%(Tft))) ’

et Wy = W, + 6t mouvement brownien sous la probabilité Q.

2.3 Calcul de Greeks par intégration par parties

Dans cette section nous nous intéresserons a des quantités retranscrivant la stabilité d’une option
financiére par rapport a des paramétres du probléme, par exemple & la valeur initiale d’une action ou a
sa volatilité. Pour se faire nous allons avoir besoin d’une formule d’intégration par parties.
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2.3.1 Formule d’intégration par parties

On considére H un espace de Hilbert, (W (h))nen un processus isonormal et F la tribu engendrée
par W.

Théoréme 2.3.1.1. Soit F' € D2, G une variable aléatoire réelle et u une variable aléatoire & valeurs
dans H telle que

PS
D“F := (DF,u) # 0,

et
G(D"F)™'u € Dom(s).

Alors, pour tout f € C*(R) de fonction dérivée bornée,
E(f'(F)G) = E(f(F)H(F,G)),

avec

H(F,G) =6 (G(D"F) 'u).

Démonstration. Soit f € C1(R) de fonction dérivée bornée. Alors, d’aprés la régle de la chaine, on a
f(F) e DY et
D"(f(F)) = (D(f(F)),u) = (f'(F)DF,u) = f'(F)D"F.

Donc, comme D'F % 0,
E(f'(F)G) = E(D"(f(F))(D"F)™'G) = E(D(f(F)), G(D"F)"u)).
Ainsi, d’aprés la définition par dualité de §, comme G(D“F)~'u € Dom(s),
E(f'(F)G) = E(f(F)3(G(D"F)~ u)).
m

Définition 2.3.1.2. Un Greek est la sensibilité d’un produit dérivée d’une quantité financiére en fonction
des paramétres du modéle.

Remarque 2.3.1.3. Un Greek est utile pour mesurer la stabilité de la quantité financiére quand les
paramétres varient.

Corollaire 2.3.1.4. Sion considére le modéle de Black-Scholes avec une option de profit h € L?(Q, F, Q)
ol Q est la mesure martingale i.e. la probabilité équivalente a P telle que le processus de prix réduit soit
une martingale. Alors la valeur du portefeuille au temps ¢ = 0 est donné par

Vo = e "TEq(h),

avec T le temps final et r le taux d’intérét de Pactif non risqué. On suppose alors que h s’écrit h = f(Fy,)
avec o un des paramétres du probléme, comme par exemple Sy le prix de I'actif risqué a 'instant initial,
o la volatilité de cet actif ou r le taux d’intérét.

Alors
oVy dF,

B e TRy (f’(Fa) o ) =e"TEg (f(Fa)H (Fa, ‘iﬁ‘)) .

2.3.2 Calcul de Greeks pour des options européennes

On considére H = L*([0,T7).

Définition 2.3.2.1. Le Delta est la dérivée de V| par rapport au paramétre o« = Sy le prix initial de

l’action
_0Vy OV

~ da 0SSy’
Définition 2.3.2.2. Une option européenne dérivée est une option dont le profit » ne dépend que de la
valeur de ’action & linstant final T’

h = ¢(ST).
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Remarque 2.3.2.3. A coincide avec la composition en actifs risqués a I'instant initial
_OF

9(aoBo + BoSo) — By = 2X(0,5).

A —
050 ox

Proposition 2.3.2.4. Si ¢ € C'(R) de dérivée bornée et Sy € D'? alors

efrT
A = o Eo($(Sr)W (D).
Démonstration. On a
Ve 0 . 0 . —rr 0
= 8752 = 35, (Eg(e™""h)) = 95, (Eq(e™™"'¢(S1))) = Tafso (Eq(¢(ST))) -

Puis, comme ¢ est de dérivée bornée, on peut appliquer le théoréme de dérivation d’une intégrale a
paramétre pour obtenir

_ St
A=e""Eq (¢ (Sr)5a |-
T (o5m) G )
Or, par hypothése du probléme,
Sy = Soe™™,
avec
o2
Donc
aS’I‘ _ hT _ &
2SSy
et
—rT

(&

A =
So

Eq (¢'(ST)ST) -
Or, pour u =1, on a
T
DuST = <DST,U>H = / DtSTdt,
0
avec, par régle de la chaine et 'expression de hr,
DSt = SoDy(e"T) = Spel Dyhp = Sro.

Ainsi

PS

DUST = O'TST 7é 0.
De plus, avec F = G = S,
G(D“F)'u = Sp(oTSr) ' =0 'T~! € R C Dom(6).
On peut donc appliquer le théoréme précédent pour obtenir
Eq(¢'(St)St) = E(¢(ST)H (ST, ST)),

avec

T
H(Sp,Sr) =6 (o7 'T ) = 'T7'5(1) =0~ 'T7! / 1dW; = o ' T~ 'W(T).
0

Par conséquent on a bien

e—rT

- S()O'T

A Eq(a(ST)W(T)).
Définition 2.3.2.5. Le Gamma est la dérivée seconde de Vy par rapport au parameétre o = Sy

_ P
~ sz

r
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e T w(T)®> 1
I'= SS?]EQ <¢(5T) ( i W(T))> :
a parameétre

Démonstration. Comme dans la démonstration précédente, par théoréme de dérivation d’une intégrale

Proposition 2.3.2.6. Si ¢ € C?(R) de dérivée et de dérivée seconde bornées et Sy € D12 alors

2
1ﬂ:f)VO

_ —rT 0 6ST =T 7 BST
55t =8 s (#1505 )) =7 (s

Or, comme S;

2
%St
/
— St)— | -
= S()eh”,
oSt _ ot 57T7 925t -
0S50 So S8
et .
e” " 2
D= S Eq (¢"(51)83).
0
De plus
T g
SZ(D'Sy) "t = S2 (/ DtSTdt> = 2L ep'?
0 UT
d’o
S%(DlsT)illL%[(),T]) € Dom(d).
Par conséquent, d’aprés le théoréme 2.3.1.1
E(¢"(S7)S7) = E(¢'(ST)H (ST, 57)),

avec, en utilisant une propriété de la divergence de Malliavin
_ S S
(5r.5%) = S(SHD'Sr) 1uaoy) =8 (25 ) = 2

T
St _ StWr
ol 70‘T5() /0 De <0T>dt o

(¢"(Sr)S2) = <¢ (Sr)Sr (WT _ 1>)

T
On utilise encore le théoréme 2.3.1.1 avec G = St (

Ainsi

We —1),F=SreD'? u=1et

- (o)) o3

1 1

ol
1 Wr W2 1 W
= Wrd(1 D Wrpdt =L
o272 ( T / e ) oT ~ o2T2 2T oT
Par conséquent on obtient le résultat souhaité

Définition 2.3.2.7. Le Vega est la dérivée de V| par rapport & a = o la volatilité

WV
¥ =—.
do
Proposition 2.3.2.8. Si ¢ de classe C' de dérivée bornée et S € D2 alors

2
9= e TRy (¢(ST) (VUV; _ % _ WT>> .
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Démonstration. Comme précédemment,
0 = e " Eq(¢'(S7)Sr(Wr — oT)).

Puis il suffit d’appliquer le théoréme 2.3.1.1 avec G = St (Wp — oT), F = St et u = 1 sachant que

T -1 9
1
t g

car

Remarque 2.3.2.9. Par exemple s’il s’agit d’une option européenne d’achat alors
¢=(-— K)" =max(- — K,0),

avec K le prix d’exercice fixé sur le contrat, n’est pas de classe C' mais il est possible de raisonner en
approchant ¢ de fagon uniforme par des fonctions réguliéres.

2.3.3 Calcul de Greeks pour des options exotiques

On considére ici une option dont le profit est de la forme
1 T
h= = Sydt | .
o7 ] s
Exemple 2.3.3.1. Un option d’achat asiatique de prix d’exercice K a un profit

I !

Remarque 2.3.3.2. Dans ce cas il n’y a pas de formule explicite pour la densité de la variable aléatoire

1 T
— dt.
T /0 Si

Remarque 2.3.3.3. Le prix de 'option a 'instant t = 0 est donné par

T
Vo =e"TEq <¢ <;/0 Stdt>> .

Proposition 2.3.3.4. Si ¢ est de classe C! de dérivée bornée et

° 1 r 1.2
St 1= — S;dt € DV~
r T/o vt e

2e~T St — Sy o?
A_SOQEQ(¢(S)< TST —7“+2)>.

Démonstration. Premiérement, comme précédement, on a

aST) efrT L . efrT

Alors

o

A =
0S5

— T (/(Bn) Gt ) = g Bale/Br)S1) -

De plus
— 1 [T o (T
D,F =D = — DS, dr = = d
t tST T/O tS r T/t S T

car, par régle de la chaine,
DS, = SoD(e"") = Spe Dyh,. = S,0.
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Donc

5 as _2,( S
Iy SiDyFdt) o\ [ Sidt)’

car
a2
Iy SeDFdt o [ Sidt’
ie.
T 1 T T T o T T
(o / Stdt ? / Stdt =0 / Stdt G = 2/ StDtht = T2/ St/ STdT,
0 0 0 0 0 t
ie.

T 2 T T
/ Syt =2 / s, / S,dr.
0 0 ¢

t
En effet, en posant M; = / S,dr, on a
0

T T T r T T
M2 =2 / M,dM, =2 / M,.S,dr =2 / S, / Sydtdr = 2 / S, / S,.drdt.
0 0 0 0 0 t

Puis, par propriété de la divergence de Malliavin,

(e Se) -2 o)) - e
fOT Sy D Fdt g fOT Sidt 0 fOT Sydt o fOT Sydt 0 (fOT Stdt>2

D’ou, en utilisant un calcul précédent,

o\ [T St

fOT S D Fdt " foT Stdt)Q o foT S, dt

T T T
5( Gs >: 2 [ [, SidW, —/TS (fT oSt | _ 2 SdWe
0

Or, par formule d’Ité appliquée a S; = Spe"t = f(hy),

1
S, = So+ / Soelrdh, + = / Soeld(h, ),

0
t
So+/S-( >dr+/SadW—|- /So

= So—i—r/Sdr—f—a/SdW

Donc
GS 2(S7 — S, 2
0 T = ( TT O) - 772‘ +1
.[O StDtht 0'2 fO Stdt g
On en déduit le résultat grace au théoréme 2.3.1.1. O

2.4 Application de la formule de Clark-Ocone

Dans cette section nous allons obtenir une expression de la quantité d’actifs risqués au cours du temps
dans le modéle de Black-Scholes. Pour se faire nous aurons besoin de la formule de Clark-Ocone, d’une
généralisation pour étre plus précis.

2.4.1 Une généralisation de la formule

On considére (Wt)te[o,l] un mouvement brownien en dimension 1. Commencons par rappeler cette
formule initiale.
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Théoréme 2.4.1.1. Soit F € D2, Alors
1
F=E(F) +/ E(D.F | F;)dW;.
0

Remarque 2.4.1.2. On considére :
) r ., Ps
1. (0¢)te[o,r) un processus adapté mesurable tel que 0;dt < +oo.
0

2. (Zt)tejo, 1) le processus donné par

t 1 t
Zy = exp (—/ 0,dW, — 7/ Hfds>
0 2 0
tel que E(Zp) = 1.

3. (Wt)tE[O,T] le processus donné par

t
Wt:Wt+/ 0.ds.
0

Alors, par le théoreme de Girsanov, W est un mouvement brownien sous la probabilité Q sur Fr donnée
par
aQ
dP
Lemme 2.4.1.3. Soit F' € DY2 Fr-mesurable et 6 € L2 tels que :

T
1. E(ZAF*) +E (Z%/ (DtF)2dt> < 400,
0

T T T 2
2. E Z%FQ/ <9t+/ Dtedeer/ HsDt95d3> < +00.
0 t t

Alors ZpF € DY2 et

Zr.

T T
Dt(ZTF) = ZTDtF — ZTF (915 +/ DtﬁdeS +/ HsDt93d8> .
t t
Démonstration. On a
T
1ZrF|?, = E(Z7F?) + E Z%/ (DyF)%dt | < +oc.
0

Donc ZpF € D12 et
D(ZrF) = ZrD,F + FD:Zr,

avec, par régle de la chaine,

T 1 T T 1 T T 1 T
D Z = exp —/ OdeS—f/ 62ds | D, —/ edes—f/ 02ds | = —Zr D, / GdeS+f/ 62ds
0 2 0 0 2 0 0 2 0

T 1 T T T
= —ZT Ht + / DtedeS + 5 / Dt(9§)d3 = —ZT et + / DtedeS + / HSDtGSds 5
t t t t

ce qui donne bien le résultat souhaité. O

Lemme 2.4.1.4. Soit Q << P, nn = %, £ une variable aléatoire positive, ou Q-intégrable, et G une
sous-tribu de F. Alors
E(én | 9)

Eq(¢]9) = En|G)
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Démonstration. Soit Z € L*(£2,G,Q). Alors, par définition de 7,
Eq(ZE(¢n | 9)) = E(ZE(&n | G)n)-
Or ZE(¢n | G) est G-mesurable, donc
E(ZE(&n | G)n) = E(ZE(Sn | 9)E(n | G)).
Puis, comme E(7 | G) est G-mesurable,
E(ZE(¢n | G)E(n | G)) = E(ZE(¢nE(n | §) | 9)) = E(Z&nE(n | §)) = E(Z€E(n | G)).

Par conséquent
Eq(ZE(¢n | 9)) = Eq(Z€E(n | 9)) = Eq(ZEq(EE(n | 9) | 9)).
D’ou
E(¢n [ 9) = Eo(€E(n | §) | 9),

i.e.,, comme E(n | G) est G-mesurable,

E(¢n [ 9) =E(n | 9)Eq(& | 9)-

Théoréme 2.4.1.5. On considére les mémes hypothéses qu’au lemme 2.3.1. Alors

T T
F =Eq(F) +/ Eg (DtF ~ F/ D0, dW, ]—'t> AW;.
0 t

Démonstration. On pose
Yy =Eq(F | 7).

Alors, d’aprés le lemme précédent,

v _ EFZr | F)
YT UE(Zr | F)

t 1 [t
Z7 ' =exp (/ 0, dWs + 7/ 9§ds> .
0 2 Jo

Or, d’aprés la formule de Clark-Ocone et 'hypothése 1,

= Z7'E(FZr | F),

avec

t t
E(ZrF | Fy) = E(E(ZrF | Fy)) +/ Dy (E(ZpF | Fy)) dW, = E(Zr F) +/ E(Ds(ZrF) | Fs)dWs,
0 0
avec, par changement de probabilité,
E(ZrF) = Eq(F).
Donc on obtient la premiére égalité suivante

t
Y; = Z, 'Eq(F) + Z;l/ E(Dy(Z7F) | Fs)dWs.
0

De plus, d’aprés le lemme 2.3.1.3,

E(Dy(ZrF) | F;) =E (ZT (DtF - F <9t + /T Dté)SdVVS>>

Puis on obtient la seconde égalité suivante

ft> |

]:t> = Zt'(/)t — ZY,0y,

T
E(Dy(ZrF) | Fi) = ZEq (DtF ~-F <9t +/ Dtedes>
t
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avec

T
P = Eg (DtF — F/ D,0,dW,
t

ft> |

T
Q=D F—-F (et +/ DtGSdWS> ,
t

En effet, en notant

on a, pour tout Z € L?(2, F;, P),

B(ZE(2rQ | F:)) = 5(22rQ) = Eo(2Q) = Ba(ZBa(Q | ) ~E (2 7Eo(Q| ) ) = E(Z12Eq(Q| i)

JFi—mesurable

d’ou
E(ZrQ | Fi) = ZEq(Q | Fy).

Par conséquent, en combinant les deux égalités précédentes, on obtient,
t t
Y, = Zt—lEQ(F) + Zt‘l/ ZpgdWy — Z{l/ ZY0,dW,,
0 0

ce qui peut s’écrire
t
Yi=f (Z{l,/ 2.6 - Yses)dws) ,
0

f(z,y) =z (Eo(F) +y).

Or, d’aprés 'expression de Z[l,
d(Z;7Y) = Z7H (0. dW, + 02dt).

Dong, la formule d’Itd6 donne

t t
d}/t = (EQ(F) +/ Zs(djs - Yeos)dwe> Zf_l(atde+01§2dt)+Z;1Zf(1/}f*}/faf)dwt“i’d <Zt_17/ Zs(q;zjs - Yeee)dW9> 9
0 0

avec

t t t t t
<Z;1, / Zs(wsysos)dws> _ < / Z-10,aW, + / 62ds, / Zs(qpsyses)dws> - / 0. (10s—Y20,)ds
0 0 0 0 0

Par conséquent
AY; = Yy (0:dW; + 07dt) + (1 — Yi0p)dW; + 04 (Y — Yi0p)dt = 1pedWy + Oaprdt = ppdWr,
ce qui donne
T ~
F:YTZYO‘F/ P dWy
0

et le résultat souhaité. O

2.4.2 Application au modéle financier précédent

Remarque 2.4.2.1. On considére une option avec le modéle financier introduit en section 2.2 de profit
h tel que IE(B;QZ%W) < +00. Alors on rappelle que la valeur réduite du portefeuille vérifie

t
wwz%w;m+4%&mm@

Proposition 2.4.2.2. On suppose B 'h € D2 Fp-mesurable et les hypothéses du théoréme précédent
avec F' = B, L et 0. Alors le nombre 8, d’actifs risqués a l'intant ¢ est donné par

ft) |

T
B, = B Eg (Dt(BTlh) - B;lh/ D, 0,dW
t

oSy
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Démonstration. D’aprés le théoréme précédent

T T
Bpth = Eg(Br'h) +/O Eg (Dt(Bglh) - B;lh/t D,0,dW ]-"t> AL

Or, par propriété sur le modéle financier,
T ~ ~
Br'h = Eg(Br'h) +/ 1Bt SedWy.
0
Alors, par unicité dans le théoréme de représentation,

T
018:S; = Eg (Dt(Bglh) — B;lh/ Dif,dW,
t

ft) |
ft> ,

Ainsi, par définition de S,

By

0S¢

B

T
Eg (Dt(BTlh) — Br'h / D;0,dW,
t

Corollaire 2.4.2.3. Si on considére le modéle de Black-Scholes alors

e—r(T—t)

Exemple 2.4.2.4. Dans le cadre d’une option européenne de profit h = ¢(St), nous avons

Be=e " TDEq (¢ (S:ST—4)ST+) -

Exemple 2.4.2.5. Dans le cadre d’une option asiatique de profit ¢(St), nous avons

—r(T—t) <Q AN AN
Be = CTEQ (d’/ (t? + St(z;t)STt> <St(TTt)STt)> .
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3 Critéres de densité

Une seconde utilisation importante du calcul de Malliavin est 'obtention de critéres de régularité de
variables aléatoires. Nous allons étudier si une variable aléatoire admet une densité (par rapport a la
mesure de Lebesgue) et si oui quelle va étre la régularité de la dite densité, a partir de condtions sur la
dérivée de Malliavin de la variable aléatoire.

3.1 D’une variable aléatoire
3.1.1 Premier critére simple et majoration de la densité

On considére un processus isonormal (W (h))nen sur (2, F,P) avec H un espace de Hilbert séparable
et F engendré par W.

Proposition 3.1.1.1. Soit F' € D'? tel que

DF

————— & Dom(9).
|DF|7; ©)

Alors la loi de F' admet une densité continue bornée donnée par

DF
=E(Lliposd|—o|].zeRr
p(e) (“’” <||DF||2>> !

Démonstration. Soit ¢ € CP(R,R4) et p(y) := /y 1 (2)dz pour tout y € R. Alors ¢ est contintiment
dérivable de dérivée bornée, d’oti, d’apreés la régle &SO la chaine,

4(F) € D' ot D(¢(F)) = ¢/ (F)DF = y(F)DF.
Ainsi

(D(¢(F)), DF)y = (F) | DF |3 .

Puis, comme € Dom(9),

2
IDF ||

DF DF
E(W(F)) =E | { D(o(F)), —— =E(pF)s | —7 |-
iy =z (ot 28 ) ) =2 (e (o))

On considére [a,b] C R. Alors il existe une suite (¢, )nen € (C°(R, R4 )N tel que

CVUSTC
—

n—-+oo

n Liap)-

Ainsi, par théoréme de convergence dominée,

Pla < F<b)= lim E(¢n(F)).

n—-+o0o

Puis, d’aprés ce qui précéde,

Pla<F<b)= lim E (son(F)é (HI?IfIIQ» :

De plus, on peut choisir (¢, )nen telle que les supports des 1, soient tous inclus dans [a — 1,0 + 1], et,
comme (¢p,)nen converge uniformément, (¢p,)nen est borné. Donc, par convergence dominée, on a la
convergence simple

cvs

On = /;OO Y (x)dx = /ail Up(x)de — /;OO Ligp)(z)d.

n—-+4oo

. , cvUSTC .
Puis, comme ¢;, =, ~ — = 1,3, on a la convergence uniforme sur tout compact

n—-+4oo
cvustc |°
P e /_ L (@)dz.
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Ainsi, par théoréme de convergence dominée,

F b
Pla< F<b)—E ( [ e (w)dys <”£2>> —E ( / 1y oo (y)dyd <”§;'2>> .

Puis, par théoréme de Fubini,

b
DF

D’ou F' est de densité donnée par

DF
D) =E|1ipopd| —— ]|, zer
1= (100t (25

DF
De plus p est bornée par E (5 <|DF||2>> et continue car continue & droite et a gauche par théoréme
de continuité des intégrales a parametres sachant que 1(p~,) £s LiF>ay- O

Remarque 3.1.1.2. Le résultat précédent reste vrai si I’on suppose F' € DMP et HDDFF\‘|2 e DY (H) pour
H
p,p’ € ]1,+o0].

Corollaire 3.1.1.3. Soit F' € D?* tel que E (||DFHI_{8) < 4o00. Alors F' vérifie les hyppothéses de la
proposition précédente. Donc F' admet une densité p et, pour tout z € R,

pio) < @1 > o)t (B0DFI) +9 (2 (107 ,)) ' (2 (10717)) )

Démonstration. D’aprés la proposition précédente et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout = € R,
DF
| DF[|

)) =0, on a, avec la proposition précédente,

DF
z)=E| -1ipcnd | —— .
(=) ( ey (DFII?{>>
(o)
|DF[3,

P(F < z) = P(F < z < 0) < P(|F| > |z])

o 2
|DFIE,

’ DF

p |DF|

pla) < (P(F > z))%

2

DF
De plus, comme E ((5 <2
IDF|[g

Donc, de méme,

W=

p(x) < (P(F <))

2
Or si z < 0 alors

Ainsi, quelque soit le signe de z,

pla) < (B(|F| > |z])*

2
Or, par propriété de 9,

2
DF
IDF ||

2

— E(|DF||})+E HD (DF)

2

2
H IDF|[
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avec, par régle de la chaine,

( DF ) D2F (D2F,DF @ DF)
- - 4
IDF|I3, IDF|% | DF |

Ainsi, par inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz,

HD< DF ) _ 3Pl e n
IDFI% ) e~ IPFI%
Donc
2
DF ) |D? ||H®H
6| ———= <E(|DF| %)+ 9E
H (llDFHi) ) " IDFI
Or, par inégalité de Cauchy-Schwarz,
D2F 2 1 1
e ) < el o1, = (2 122 rn)) (2 00015))

IDF 5

Par conséquent

[N
W=

pla) < (B(F| > |a]))* <1E(|IDFIIH2) 2o (B (102F ) (2 (10F15))

)

Ce résultat permet d’obtenir un critére de densité concernant les martingales s’écrivant comme une
intégrale stochastique. Pour se faire nous allons nous placer dans l’espace de Wiener.

O

Proposition 3.1.1.4. Soit (W}),c[o,r] un mouvement brownien et (ut)iec[o,r) un processus adapté tel

que :
T
E (/ ufdt) < +o0.
0

U € D2’2.

2. Pour tout t € [0,7],

3. Il existe p € [3, +o0] tel que
p
T 2
A:= sup E(|Dsu?)+ sup E / |D2 jug|Pdt < +o00.
5,t€[0,T] r,s€[0,T] 0 '

4. 1l existe p € R% tel que, pour tout ¢ € 0,77,
lue| = p.

Alors, pour tout t € [0, T],
t
Mt = / UdeS
0

admet une densité que I'on note p;. De plus il existe ¢ > g ete= c(A, p,p) € RY tel que, pour tout

te0,T] et z € R,
c

pe(w) < P (M| > |a])e .

S
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Démonstration. Soit t € 10,T] et s € ]0,¢[. Alors

¢ ¢
DM, = D, ( / u,.dw,) — DL(5(u)y) = us + / DyundiW,.
0 s
¢
De plus (Dsuy)rejo,r) est adapté et appartient a L. Donc / Dgu,dW, € DY? et

t t
Dy (/ DsurdW,n> = Dsuyg —|—/ DyDgu,.dW,,0 € }O,t[.
s sV

Ainsi .
DoD M; = Dous + Dsug + / DoDgu,.dW,.
sV

Puis, par convexité de idfh et id§+, il existe ¢ = ¢(p) € Ry tel que

t ot 5
E(||D2Mt||’;{®H):1E<</ / |D9D3Mt2dsd0> )
0 0
t ot 5 t ot 5 t ot
<¢p E((//|D9us|2dsd9> >+E<(//|Dsu92dsd9> >—HE (//
0 0 0 0 0 0

1
Or, par inégalité de Holder avec g et g = = —

t t t t " % t t % 2 92 o1 5 4, 20p—2) R
//Dgus|2dsd9§(/ / |Dgus|22dsd9> <//1qud9> <Avt?et?a = \ote T T m = Apt?
0 JO 0 JO 0 JO
Donc
t ot 5
E (//|Dgus|2dsd9> < AP,
0 JO
t ot 5
E ( / / |Dsu@|2d5d0> < AP,
0 JO

Puis, par inégalité de Burkholder, il existe ¢, € R tel que

P 2 z
E // dsdf =E
0 0
t t t % %
<k // </ |D9Dsur|2dr> dsdf ,
0 0 sVo

puis, comme précédemment avec l'inégalité de Holder, on obtient qu’il existe ¢, € R% tel que

2 g
ds@)

t
/ DQDS UTdWT
sV

De méme

t t
/ DyDgu,.dW, / Do Dsu,dW,
sV sV

p
LQ([O,t]z,]R)>

E (DM ) < coht?.

On considére également

t t 2
o(t) == ||DMtH§I:/ (us—i—/ DsurdWT> ds.
0 s

Alors, par positivité de I'intégrant, pour tout h € ]0, 1],

t t 2
o(t) > / <u5+ / DSquWT) ds.
t(1—h) s
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Or, par convexité,
(a—i—b)2 < 2(a2+b2).

Donc, en appliquant cette inégalité avec ug et f; Dgu,.dW,, on obtient

t 1 t t 2
o(t) 2/ fuidsf/ </ Dsurdwr> ds.
2
t(1—h) t(1—h) \Js

Ainsi, en utilisant I’hypotheése 4 et en notant

on obtient )
th
() = == — L(1
En particulier pour h = ﬁ avec y > t’% =:a,
2
o(t) > = — In(t).
Y

Donc, en utilisant I'inégalité de Markov,

P (U(t) < ;) <P (Ih(t) > ;) <P <|1h(t)|3 >

avec, par inégalité de Holder avec ¢ tel que % + % =1,

2

t t P P t % t t p P .
()] < < / ( / DSquWT) ds> ( / ds> _ ( / ( DsurdWT> ds> (th)+.
t(1—h) s t(1—h) t(1—h) s

. P _p
Ainsi, comme 1 + 57 = 5

E(|I,(t)|?) < (th)%E (/t;_h) (/t DsurdWT>pds> = (th)*'E (/t;_h) ( :DsurdWT)pds> :

Donc, par inégalité de Burkholder,

E (\Ih(t)ﬁ) < ¢y(th)2! /t:h_l) E <</:(Dsur)2dr) g) ds,

et, par inégalité de Holder avec § et ¢ tels que % + % =1,

t t 2 t 2
/ (Dgu,)?dr < (/ |Dsur|pdr> (t—s)i = </ |Dsurpdr> (t—s) 5.

t
]E (|Ih(t)|§) S Cp(th)%71 sup ]E(leur‘p) (t _ S)(t . 5)%71d5,
s,r€[0,t] t(h—1)

Donc

avec

[ ase-stas= [ <t—s>’z’ds—[_<t—8>g“];h1)_(p+1)<m>g+1.

(h-1) t(h—1) E+1 2
D’ou

E(1m®)) <<, sup B(|Du, P)(th)
s,r€|0,
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Ainsi, pour tout v € |0, 2[,

E(o(t)™7) = /Oﬂo YW TP (o(t) Tt > y) dy < /Oa vy "y + v/oo y P <0(t) < ;) dy,

a

avec
a ) N 4 v
Ty =a¥ = [ —
[oraee- ()
et
= y—1 1 i £\, —1+% % i P y—1+%
v (ot < Jdys [ () Ry < o gy,
a W2 tp2 4P
S
Donc

+oo
E(o(t)™) <c (t_" +/ y”‘l‘gdy> <d (t‘7 + t%—v) .
4
On applique la propositon précédente avec a = p et 3 tel que  + ; + 5 = 1. Premiérement pour o = g,

e E(HDMtH;) :E(a(t)*%) < (f

Deuxiémement on a montré précédemment

[N
o~
vl
|
[N
—

1
1D* M sy = (B (10280l )) < ()3

Troisiément pour v = 3, on a

[1pasi?], = (£ (I03002))” = ® (o) < (¢ (7 +2579)) " < (4 e87).

Finalement on obtient le résultat souhaité en réinjectant les inégalité précédentes dans la proposition
précédente. O

Corollaire 3.1.1.5. Dans ce cas, si de plus il existe M € R tel que, pour tout ¢t € [0, 77,
‘Ut‘ S M.

Alors, pour tout t € [0,T] et € R,

() < c |r|2
T —exp | — .
3.1.2 Matrice de Malliavin et critére d’absolue continuité

Définition 3.1.2.1. Soit F = (F*,...,F™) € (]D)ll(;i)m. Alors la matrice de Malliavin associé a F est
définie par

TF = (<DFZ’ DF]>H) 1<i,j<m ’

A partir de l'inversibilité de cette matrice, nous allons pouvoir en déduire ’absolue continuité de la
variable aléatoire. Nous allons prouver ce théoréme de deux facons différentes. Une basée sur la formule
d’intégration par parties et le lemme suivant. Une autre basée sur ’approche de Bouleau et Hirsch avec
I'utilisation de dérivée approximative.

Lemme 3.1.2.2. Soit 4 une mesure finie sur R™ telle que, pour tout i € [1,m], il existe ¢; € R tel
que, pour tout ¢ € Cp(R™),

/ aisodu\ <e ol

Alors p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.
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Démonstration. On suppose m = 1. Soit a,b € R tels que a < b. On considére la fonction ¢ définie par,
pou tout z € R,

0 si x<a
T —a
= i <x<b

o(x) g o a<?

1 si x>b.
1l existe (¢n)nen € (C5°(R,R4))N tel que
CVUSTC o o OVUSTC 1 1
©n n——+o0o L ¥n n—-+oo ¥ b—a Ja,b[:

Or, pour tout n € N,
<caenlls -

[ uwrint - \ [ it

Ainsi, par théoréme de convergence dominée car p est finie,

b b b
p([a, b)) = / du(z) = (b—a) / ¢'(@)dp(z) = (b—a) lim [ ¢, (2)du(z) < (b—a)er lim onl -
a a a
=lell =1
Dot u([a,b]) < (b —a)e; = e1A([a,b]), ce qui montre que p est abolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue. O

Théoréme 3.1.2.3. Soit F' = (F!,..., F™) un vecteur aléatoire tel que :

1. Il existe p € |1, +oo] tel que, pour tout i € [1,m],

F'eD;?

loc*

2. La matrice yr est inversible presque stirement.

Alors la loi de F' est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur R™.

Démonstration. On suppose F; € D?? pour tout i € [1,m]. Soit ¢ € Cg°(R™). En particulier F; € D'?,
donc, par théoréme de la régle de la chaine, o(F) € DYP et

m

D(p(F)) = 3 0ip(F)DF.

i=1
Ainsi, pour tout j € [1,m],

(D(p(F)), DF?) = 3 0ip(F)7g = (01p(F), ooy Oap(F)) 1), -

i=1

Done, comme g est presque siirement inversible, on a, pour tout ¢ € [1,m],
0ip(F) = (D(p(F)), DF) (vg')"” .
j=1
On cousidére, pour N € N*| le compact Ky de GL,,(R) défini par

Ky — {0 € M (R),Vi,j € [1,m], |o%9] < N, | det(c)| >

b

2|~

et la fonction ¥y € CX(R™ @ R™,R,.) telle que

(wN)|KN =1 (wN)\KN-H =

Ainsi, par linéarité de I’espérance,

n

E(yn (vr)0ip(F)) = Y _E ((D(@(F)), ¥n (vr) (75 )  DF7))

Jj=1
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Or, pour tout i,j € [1,m], F/ € D?P, donc
YN (vp) (v ' DF? € DYP(H).

Donc, par définition par dualité de § et linéarité de § et de ’espérance,

E(¢Yn (vr)0ip(F)) = ZE (p(F)8 (vn(vr)(vp)'DF7)) = E SD(F)Z5 (Y5 (vr)(vp )" DF7)
Par conséquent
[ 0o(F)0m (e)P| = Bl (00 P < ol (|35 (0 (o)D)

Donc, d’aprés le lemme précédent, (¢ (vr) - P) o F~1 est absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue. Ainsi, pour tout A € B(R™) de mesure de Lebesgue nulle,

/ Y (yr)dP = 0.
Fo1(4)

Or yy — 1, donc, par théoréme de convergence dominée,
N—+oco

P(F~(A)) = 0.

Par conséquent la loi Po F~! de F est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.
On procéde localement si F* € ID)ZQ(;’C’ pour tout ¢ € [[1,m]. O

Passons maintenant a ’approche de Bouleau et Hirsch.

Définition 3.1.2.4. Soit ¢ : R — R mesurable et ¢ € R. Alors on dit que ¢ est approximativement
dérivable en a s’il existe b € R tel que, pour tout € € R,

%m € la—na-+ 1l [p(@) - pla) = (@ = ) > clr —al) — 0.

Dans ce cas on note b = apy’(a) la dérivée approximative de ¢ en a.

Lemme 3.1.2.5. Soit ¢, : R — R mesurables telles que ¢ dérivable A-presque partout et ¢ = @
A-preque partout. Alors ¢ est A-presque partout approximativement dérivable et A-presque partout

/

ap(¢') = ¢'.
Démonstration. On considére N; € B(R) de mesure de Lebesgue nulle tel que
Vz € R\N1, p(z) = ¢(z).

Comme ¢ est A-presque partout dérivable, il existe No € B(R) de mesure de Lebesgue nulle tel que ¢
soit dérivable en tout a € R\Ns.
On considére N = N1 UN; de mesure de Lebesgue nulle. Soit a € R\N et ¢ € R* . Alors, par dérivabilité,
il existe ng € R tel que

Va € la—mo,a+ o], [(z) — p(a) — (z — a)¢(a)] < elz —al.
Ainsi, pour tout 7 € 10,70/,

Vo € [a—n,a+n] Cla—mno,a+mnl |o(x) - p(a) — (z —a)¢(a)| < elz —al.

Donc 1

%/\(x €la—n,a+n],|¢(x) - ¢la) — (z — a)¢'(a)] > elz —al)

—_

< Az € la—na+n N (R\N),| ¢(z) - $(a) —(z —a)¢'(a)] > e[z —al) + 1/\(N) <0.
)=~

{
{

=p(z) =¢(a) =0
On a donc montré

%Nx € la—n.a+n).[6() ~¢(a) - (=~ a)¢'(@)] > el ~al) 0.

ce qui montre que ¢ est A-presque partout approximativement dérivable. O
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Définition 3.1.2.6. Soit ¢ : R — R. Alors on dit que ¢ est approximativement différentiable si, pour
tout ¢ € [1,n], ¢ admet des des dérivées partielles approximatives. On note apd;¢ la dérivée partielle
approximative de ¢ par rapport a la i-iéme coordonnée et la gradient approximatif de ¢

apVep = (apd1, ..., apdnep).
Nous utiliserons le lemme suivant de théorie de la mesure.

Lemme 3.1.2.7. Soit ¢ : R® — R™ mesurable telle que m < n et pour tout ¢ € [1,m] et j € [1,n],
les dérivées partielles approximatives 0;¢; existent A-presque partout. Alors, pour tout B € B(R™) tel
que A(B) =0,

/80_1(3) det (({apV;, apv@k>))1gj,kgm dA =0,

- (det ((@pVe05, a0V 08)) ;) A) 097 < A,

Définition 3.1.2.8. Soit g € H. Alors le processus gaussien translaté W9 est défini par
WI(h) =W(h)+ (h,g),h € H.

Lemme 3.1.2.9. Soit ¢ € H. Alors le processus W9 a la méme loi que W, i.e. les mémes lois finies
dimensionnelles, sous une probabilité Q équivalente & P donnée par

1
00 = exp (-1W(o) - 3 lol*) a7

Démonstration. Par linéarité de W, on peut montrer que, pour tout famille orthonormale (eq, ..., e,)
de H, le vecteur (W9(eq),..., W9(ey)) a la méme loi que (W(ey),..., W(e,)) sous la probabilité Q. Soit
f:R™ — R borélienne bornée. Alors

B (SO () W e xp (<W(0) = g ol ) ) = E(FOVe). o W)

n n +o00 400
com (3o < 3wl o (- 3% tcnawien -} 3 ) ).
1=1 1=1 1=n+1 1=n+1

avec W (e;) indépendant de W(e;) si i # j par gaussiennité et car E(W (e;)W (e;)) = (ei,ej)m = 0. Donc

(SO0 W) exp (W) = 5 1017) ) = ECFOV (1), W)

n n +00 +o0
X exp (—Z<ei,g>W(ei> - ;Z<ei,g>2>> B (exp (— > leog)Wie) 5 <ei,g>2>) ,

=1 =1 i=n+1 i=n+1
avec
+oo 1 +o0o 1 +oo
Elexp|— Z <€i79>W(€z‘)—§ Z (i, 9)° =P ((ent1,9), ) exp | —5 Z (eig)* | = 1.
. ) > Wi(es) 2.
1=n—+1 1=n—+1 i=1 1=n—+1
Donc

B (£OV2(er) . W(e) e (W (o) = 5 o))

=E|f( Wer) ,...,W9(en)))exp <Z<6¢,9>HW(€0 - ;Z<€i79>2>
=W (ex)+(g.e1) = =

Ainsi, par théoréme de transfert,

E (f(Wg(el), oy WI(e,)) exp (W(g) _ % ”g”2>)
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]R'n.

n

J@+{g,e0) 11, a9, en) ) €5 (—Z ((esghas - §<ei,g>%})> o (—; w?) da.

i=1
Wig)- ||g||2))

> @i+ (g,e:) )2> \/;?n dz.

Donc

E (f(W%el), W (en)

l\D\H

Rn

exp(
f(x1+<gael>H7'“axn+<gaen exp (
i=1

Puis, par changement de variable affine y; = z; + (g, ¢e;)

B (F0VI e, W) exp (<) - 51017 )

1 n
ARLOENT exp( 32 W) ) dy.

i=1

D’ou, encore par lemme de transfert,

B (SVI ), W) exp (<) = 5 017 ) = BUOV (). W e,

ce qui démontre le résultat voulu. O

Lemme 3.1.2.10. Soit F € D'P et h,g € H. Alors il existe une version de ((DF, h>5h+9)seR telle que,
pour tout a,b € R tels que a < b,

[Phtg _ pahtg 2L /<DF h)sh*9ds.

a

Ainsi il existe une version de (F'™"*9) _ & chemins absolument continus par rapport & la mesure de

Lebesgue et, pour tout t € R,

teR

dFth+tg
dt
Démonstration. Elle se fait en trois étapes :

Etape 1 : Montrons que F*"*9 € L4()) pour tout ¢ € [1,p[ avec une norme L4 bornée uniformément sur
tout segment en ¢t. On a, d’aprés le lemme précédent,

(t) = (DF, h)th+9,

(010 =& (1717 e (Wtho+9) — 5 e+ ol ) ) =B (P exp (W -+ )exp (5 lin ol )

Donc, par inégalité de Holder appliquée avec E et -5 q,

B4 < E(FP)? (B (e (pfq(mmg)))))lg e (~ leh-+?)

> E (eXP (pfq(W(th - g)))) = OW (th+g) <ppiq) = exp (—; [th + g||* @ fzq)2> :
Donc
BP0 < @OFP) exp (3 (2 1) I+ gl ) = @0FP)? exo (5L leh ol )

Ce qui montre le résultat de I'étape 1.
Etape 2 : On suppose que F = f(W(hy),...,W(hg)) € S.
Dans ce cas, t — F'"19 est continiment dérivable et, par régle de la chaine,

dFtHg Zaf (h1) + t{h, h1) + (g, h1),...)(h, h;) = (DF, h)th+9.
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Etape 3 : Soit F' € DVP. Alors, par densité, il existe (Fi)ren € S™ tel que

29 g

k— 400

Ainsi, par continuité de D,

pr, D pp

k—+oco

Donc, il existe une extractrice ¢ : N — N tel que

PS PS
Fg,(k) k—>—+>oo F, DFgo(k) k—>—+>oo DF.

Or, d’aprés ’étape 2, pour tout k € N, h,g € H et a < b € R,

b
bh+ h+ sh
Foiy' = Fom’ :/ (DFyky, h)*"*9ds.

De plus, pour tout ¢t € R,
pihte PS - pihtg
e(k) k——+oco ’
Donc
th+g o Fah+g P_S> thJrg o Fah+g
w(k) o(k)  kotoo :

Et d’un autre coté

“

Ainsi, par Fubini-Tonelli,

“

Donc, d’aprés ’étape 1 avec la variable aléatoire |DhF¥,(k) — DhF|, petqg=1,

“

D’ou

“

avec

b b
/ (DF (3, h)*"9ds — / (DF, h)*"*9s

b
) <E ( / [(DF ), h)*"*9 — (DF, h)Sh'+9ds> :

b b
/ (DFE 3y, h)*"9ds — / (DF, h)*"*9ds

b
> - / E (I{DFyy, )9 — (DF, h)+9|ds)

b b
/ (DF (3, h)*"9ds — / (DF, h)*h*9ds
a

a

b A 1
) = / (E (|D"F ) — D"FIP))? elzmmlshtol®) gg.
a

b b
| DBt ods — [ (DT

a s€la,b

>< (b—a) (E (D" F,q — D"FI?))* sup (e(m\lshwl?)),
]

E (|D"Foy = D"FI) < ||h|" E(| DFy) — DF|") — 0.

k—+4oco

D’ou, par passage a la limite dans I'égalité avec les F, 1), on obtient

b
phita _ pahtg B8 / (DF, h)*"*9ds.

a

Ainsi il existe une version de (F th“‘g) ter & chemins absolument continus par rapport a la mesure de
Lebesgue et, pour tout ¢t € R,
dFth+g

dt

() = (DF, hy"+s.

Corollaire 3.1.2.11. Soit F € D''P et h € H. Alors

Lipeh — py %55 (pp 1),

g e—0
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Démonstration. D’aprés le lemme précédent, pour P x A-presque tout (w,x) € Q x R,

(1<F<w+€>h<w> - th<w>>> L (DF(w), By,

£ e—0
On en déduit le résultat par changement de probabilité grace au lemme 3.1.2.9. O
Lemme 3.1.2.12. Soit F' € DY? tel que E(|F|~2) < +o00. Alors P(F > 0) € {0, 1}.

Démonstration. Soit ¢ la fonction signe. On considére u € Dom(d) borné et (¢. )¢ 10,1] une approxima-
tion uniforme de ¢.
Alors

E(pe(F)d(u)) = E((D(pe(F)), w)) — E(D(p(F)), ),

e—0

CVUSTC . .
car @, —5 p et D est un opérateur fermé.
E—

Or, par régle de la chaine,
D(pe(F)) = ¢.(F)DF.
De plus F' ne charge pas 0. En effet, par inégalité de Markov,

IP(|F|<5):IP( ! 1) gs]E(|F|_2)H—>OO

T
|F|2 g2

Donc, comme ¢’ = 0 sur R*,
E(pe(F)o(u)) — 0.

e—0
D’ou
E((D(p(F)),u)) = 0.
Ainsi
D(p(F)) = 0.
Donc ¢(F) est presque siirement constant, i.e. P(F' > 0) € {0,1}. O

Théoréme 3.1.2.13. Soit F' = (Fy, ..., F},) un vecteur aléatoire tel que :
1. Il existe p € |1, +oo] tel que pour tout i € [1,m],

F'eD?

loc*

2. La matrice v est inversible presque stirement.
Alors la loi de F' est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.

Démonstration. On suppose F* € ]D)ll(;f:’, pour tout i € [1,m]. Soit (e;)ien+ une base hilbertienne de H.

On cousideére, pour tout n € N*, k € [1,m] et ty,....t, € R,

(Pn’k(th " tn) _ (Fk)tlel+...+tnen.
Soit i € [1,n]. Alors, d’aprés un lemme précédent, le processus @™ (t1,...,t; 1, tit1, ..., t,) admet une
version & chemins absolument continus par rapport a la mesure de Lebesgue, donc ¢™* admet des dérivées
partielles approximatives et, pour tout t € R",

apaispn,k&) _ <DFk,ei>tlel+'”+t”e".

Donc, pour tout k,j € [1,m],
i=1 i=1

n n tier+...+tnen
(apV™ ", apVp™7) = Zap&ig)"*kapaitp”’j = <Z<DFk,ei><DFj,ei>> :

Soit B € B(R™) de mesure de Lebesgue nulle. Alors, d’aprés un lemme précédent pour ¢ = @™ :=
(™ s @™™),

det ( ((apV™", apVp™) o JdA=0.
/<w>1<B> (( isksen)
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On considére
G = {t c Rn’}:‘t1€1+...+tnen e B} — ((pn)_l.

Alors, en prenant l’espérance,

0 = E (/G det (((apVgo”7k7achp"7j>)1Sk7j§m) dA

tier+...+tpen

E / det <Z<DFk,ei><DFj,ei>> dt
G 1<k,j<m

=1

Puis, par théoréme de Fubini,

tier+...+tnen

0:/]E det (Z(DFk,ei><DFj7€i>> dt.
G 1<k,j<m

i=1
n

Alinsi, par égalité en loi avec g = > t;e;,
i=1

0= \/HE det <Z<DFk76i><DFJ,€i>> ]].F—l(B)(t) exp (Z <t2W(61) - 2t12>> dt.
i=1 1<k, j<m i=1
Or, d’aprés le lemme précédent,
" . PS - ; pPS
det (Z(DF’“,@)(DF%@Z'}) > 0 ou det <Z(DFk,ei><DFJ,ei>> <0
=1 1<k,j<m i=1 1<k,j<m

Ainsi A x P-presque partout, par stricte positivité de la fonction exponentielle,

Lp-1(p) det <Z<DF’2 ei)(DFY, ei>> =0.

=1 1<k,j<m

D’ou, en faisant tendre n vers 4+oo, par continuité du déterminant, on obtient

+oo
0 = 11 det <Z<DFk,ei><DFj,ei>> = Tpo1(p) det (((DFk,DFj>)1<kj<m> .
i=1 1<k,j<m S
Or
PS
YF € GLm(R).
Donc
P(F~Y(B)) = 0.
Par conséquent la loi de F' est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. O

Théoréme 3.1.2.14. Soit F € D! tel que |DF|, > 0 presque sirement. Alors la loi de F est

absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Démonstration. On suppose F € D! et |F| < 1. Soit g: | —1,1] — [0, 1] mesurable tel que

AMye]-1,1}gy) =0)=1.

Montrons que
P(g(F)=0)=1.
Ainsi on aura montré que la loi de F' est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue.
Il existe (gn)nen : ] — 1,1[ — [0,1] de classe C! & dérivée bornée telle que, pour P o F~1 4+ \-presque
tout y € | — 1,1],
gn(y) — g(y).

n——+oo
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On pose, pour tout n € Net y € | — 1,1,

et

Par la régle de la chaine, 1" (F) € D% et
D™ (F)) = (™) (F)DF = g"(F)DF.

Or, pour tout € € R,

F
o (F) — p(F)| < / 197 (2) — g(a)|dz

< / 19" (@) — g(2)|dz + / 19" (@) — g(2)|de.
[0,F]{lg"(z)—g(z)|>e} [0,FIN{lg"(z)—g(x)|<e}
Donc
W™ (F) — 9(F)] < Aa € ] — 1,11, |9 (@) — g(a)] > €) + Fe.
Or
A e]=11L1g" @) —g(@)| > ) — 0
Donc .
UalF) T8 p(p),

De plus, & partir d’'un certain rang, P-presque stirement,
[n(F)] < 20(F) € L'(9).

Donc, par convergence dominée,
Ll

n—-+oo
D’un autre coté, comme g™ converge P o F~!-presque partout vers g,

D(y"(F)) = g"(F)DF > g(F)DF.

n—-+o0o
De plus, & partir d’'un certain rang, P-presque stirement,
D" (F))| < 1D(%(F))| € L'(Q, H).

Donc, par convergence dominée,
LY(Q,H)
—

D" (F))

D’ou, par caractére fermé de 'opérateur D et hypothése sur g,

g(F)DF.

n—-+o0o

P

F S
o(FIDF = 0(F) = [ g(w)iz 0.

PS
De plus, comme ||[DF|| > 0, on obtient
g(F) = 0.
O

Remarque 3.1.2.15. Soit F' € ]D)ll(;i. Alors la mesure (||DF|| - P) o F~! est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue.
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3.1.3 Reégularité infinie des densités

Maintenant que nous avons un critére de densité, nous pouvons nous demander si une régularité
supérieure au sens de Malliavin de la variable aléatoire implique une régularité supérieure de la densité.

Définition 3.1.3.1. Soit F' = (Fi,..., F,) € (D*°)™. Alors on dit que F' est non dégénéré si yp est
inversible presque stirement et

(detyp) ™' € m L>.
p€E[l,4o0[

Définition 3.1.3.2. Soit F = (Fy,...,F,,) € (D"?)™. Alors on dit que F est localement non dégénéré

sur un ouvert A de R™ s’il existe

(uy) € @=(H)™ et (v])ijeqnm) € (D)™

2

tel que, pour tout p € [1,4o00],
|det(ya)| "t € LP

et, pour tout 4,5 € [1,m], sur {F € A},

(DF',uy) = 7.
Remarque 3.1.3.3. Un vecteur aléatoire non dégénéré F est locallement non dégénéré sur R avec
uﬁ{m = DFJ et ygm = vF.

Lemme 3.1.3.4. Soit 7y une matrice carrée de taille m aléatoire presque stirement inversible & coefficients
dans D> telle que, pour tout p € [1,+00],

|det(y)|~* € LP.
Alors, pour tout i,5 € [1,m], N
() e D=
et

m
Dy H7 ==Y (v )* (") Dy

k=1

Démonstration. Or, d’apreés le lemme précédent, P(det(y) > 0) € {0,1}. On peut donc supposer, quitte
a prendre 'opposé, det(y) > 0 P-presque stirement.

On définit, pour € € R,

_ det(y) _ 1 ¢
1 1
Te det(vy) + ! det(y) +¢ om(y)
Or )
dot(y) 7~ Jeedettr),
avec
= ——1Ip- 1 °(R).
e idgs +¢ vy + el € G(R)

Ainsi, comme les coefficients de v sont dans D>, ceux de 7= ! le sont également.
De plus, pour tout 4, j € [1,m],

—1yij LY ) —1yij

(=) o ()Y,

car, par théoréme de convergence dominée,

p

det(v)
det(y) +¢

e—0

(6 - 07 =&

(<7—1>w‘)p) 0

On a également, pour tout p € [1,+oo] et k € N, d’aprés la régle de Leibniz,

—1\ij __ 1 ji\ _ r 1 _ ij
Dk(% )Y = D" (Wcomﬁ) ) = ZDZ (dct()+s> DM (Com(v) ),

=0 v
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avec
() - - 2Lkt
det(y)+¢e/)  (det(y) +¢)2
de norme ||-||,, bornée indépendamment de & car € > 0. Puis

D2 < 1 ) _(det(y) +¢)*D?(det(y)) — 2(det(y) 4 &) D(det(y)) ® D(det(y))
det() + ¢ (det(y) +¢e)*

D?(det(y)  ,D(det(y)) @ D(det(y))

=- +
(det(y) +¢)? (det(vy) +¢)*
de norme |[|-[|,, également bornée indépendamment de e. On en déduit de méme pour les dérivées succes-
sives. Ainsi les dérivées de (771)¥ admettent une norme ||- ||, bornée indépendamment de ¢, i.e. (7 1yij

admet une norme |||, , bornée indépendamment de e. Par conséquent les coefficients de la limite 1

sont, également dans D°°. Puis, d’un c6té nous avons

iy det () _ det(y) _( D(det(y))  D(det(y)) ® D(det(v))
D”f”‘Dﬁmwwe“>‘Dmews>%‘(mmw+a‘ (det(7) 1 o2 )L”

et d’un autre coté

D(v'y) =y x D(v.') + D) x 72

Donc, en faisant tendre ¢ vers 0, on obtient
0=9x Dy )+ D) xv 7,

i.e.

i.e, pour tout 4, j € [1,m],

O

Proposition 3.1.3.5. Soit F' = (F!, ..., F™) un vecteur aléatoire localement non dégénéré sur un ouvert
AdeR™, o € C°(R™) et G € D™ tel que G = 0 sur {F ¢ A}. Alors, pour tout k € N* et o € [1,m]",
il existe H, € D> tel que

E(@a<p(F)G) = E(‘)O(F)Hoc)'

De plus les H, sont donnés par
H, = HakH(aly--~7ak—l)’

avec

Huy = Za( JLyi J).

De plus, pour tout p,q,r € [1,400[ tels que p < ¢ ct = + =, il existe ¢ = ¢(p, q) € R} tel que

77
I Hall, < ¢ vz uly g, 1G g -

Démonstration. D’apreés la régle de la chaine et la bilinéarité du produit scalaire, sur {F' € A},

m

(D(@(F),uly) = D 0ip(F){DF' ) Z&sﬂ

i=1

Ainsi, par inversion,

=D (D(p(F)),ul)(v3 )"

j=1
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Or G est nulle sur {F ¢ A}. Alors

Gowp(F) =Y G(D(p(F)),wy)(v5")”*
j=1
Donc, par linéarité de I'espérance,
E(GOip(F)) = ZE«D(@(F% WGy )-

Puis, d’aprés la définition par dualité de § et sa linéarité,

E(GOip(F ZE( )6 (WAGORY)) =E | e(F)3 | YwhGOa'Y' | | = E(e(F) H).
Jj=1

On en déduit, par récurrence,
[Hall, = Hay Hay,....on_1)-
Puis, par continuité de 4,
m
H, <¢p Z O"“JuJH(O(1 k1)

Lp
Puis, par inégalité de Holder,

-1
1Hall, < e [[Hion,.an -l o 03 0],
On en déduit la formule souhaitée par récurrence. O

Remarque 3.1.3.6. Si F' est non dégénérée alors la proposition précédente est vraie pour tout G € D>
et H, dépend uniquement de F' et G, d’oti 'équation, pour tout ¢ € Cp°(R™) et o € 1, m]*,

E(0ap(F)G) = E(p(F)Ho(F, G)),

avec

H, = HakH(aly--~7ak—l)’
et

H) = Z(s ' )9DF7).

Théoréme 3.1.3.7. Soit F = (F!,..., F™) un vecteur aléatoire localement non dégénéré sur un ouvert
A de R™. Alors F' admet une densité infiniment dérivable sur 'ouvert A.

Démonstration. Soit zg € A,§ € ]0, 2d(zq, A°)[, 8 € ]6,d(zq, A°)[ et ¥ € C(R™) tel que

0 <Y < 1L,YBzo,5) = 1, ¥|B(20,67)c = 0.

Alors, d’aprés la proposition précédente avec o = (1,...,m) et G = ¥(F'), on obtient, pour tout ¢ €
Cr(R™),
E(W(F)0a¢(F)) = E(p(F)Ha),

Fl M
= / / Oatp(z)dx

E(y(F) / Oap(2)B(1ipisyi vieqr,m)} Ha)d

avec

Donc, par théoréme de Fubini,

Ainsi, pour tout h € C*(R™),

E((F)h(F)) = / B()E(L (st i1y Ho)da
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Or ¢ =1 sur B(xo,d), done, sur cette boule, F' admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
donnée par

P(@) = E(Lipiset vieptm]y Ha)-
De méme, pour tout § € N

E(Y(F)080ap(F)) = E(Y(F)0a0sp(F)) = E(9sp(F)Ha)

= E(@(F)H,@(Ha)) = /Rm 804‘P(x)E(]l{Fi>m’i,Vi€[[1,]]}HB(Ha))d'r'

Donc, par théoréme de transfert, pour tout h € C2°(B(xo,0)),

Oph(x)p(z)dx =/ P(@)0ph(x)p(x)dz = E()(F)sh(F)) =/ h@)E(L{pisoi viep,m)y HaHa)dx.

R™ B(z0,0) m

Ainsi p est infiniment différentiable sur B(zo,d) et

8@])(33) = (-1)‘B‘E(H{lpi>xi7vi€ﬂ17m]]}HﬁHa>.
En particulier F' admet une densité infiniment différentiable sur A. O

Corollaire 3.1.3.8. Soit F = (F,...,F™) un vecteur aléatoire non dégénéré. Alors la densité de F
appartient & S(R™) et
p(x) =E (]I{F>a:}H(1,,m) (Fa 1)) ;T €R.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, avec G = 1, on obtient que F posséde une densité p
infiniment différentiable et

p(z) = E(L{pisei vien,m)y Ha)-
De plus, pour montrer que p € S(R™), montrons que pour tout 3 € NN keN*etje [1,m],
sup (22%|9p(2)]) = sup (22 |B(L{pisas viepmp He(H,....m) (F, 1)))]) < +00.
En effet, si z; > 0 alors _
3 L pisary < (F9)%F,

d’oul '

2 E(L{pisor vieqm)y Hs (H,.my (F, D) S E (|[F ¥ Hg(H 1. m) (F, 1)]) < +o00.
Et si z; < 0 alors on procéde de méme car

p() =B (Lipisei viept,mp (i1 Moris—oitHa,.om) (F, 1))

et on en déduit le résultat. O

3.2 De la solution d’une équation différentielle stochastique

On considére (W (t));c[0,7] un mouvement brownien en dimension d, Q = C,([0,T],R?), P la mesure
de Wiener en dimension d, F = o(W(t),t € [0,T]) et H = L?([0,T],R?%). Nous allons nous intéresser &
la régularité de solutions d’équations différentielles stochastiques a partir de leurs dérivées de Malliavin.

Définition 3.2.0.1. Soit A;, B : [0,7] x R™ — R™,1 < j < d, mesurables. Alors on dit qu’elles
satisfassent les conditions usuelles si :

1. Elles sont de classe C.

2. Elles sont globalement lipschiztiennes en espace uniformément en temps : il existe K € R tel que,
pour tout x,y € R™, ¢ € [0, 7],

d
Z 14;(t,2) — A; (¢, 2)| + | B(t, 2) — B(t,y)|| < K [l —y]-

Remarque 3.2.0.2. Dans ce cas, pour zo € R, il existe un unique processus (X ()).cp0,r tel que, pour
tout t € [0, 7],

d t t
X(t):onrZ/O Aj(s,X(s))de+/O B(s, X (s))ds.
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3.2.1 Majoration préliminaire

Commengons par obtenir une majoration de la solution.

Théoréme 3.2.1.1. Soit (V/(t))e[o,r] un processus continu adapté en dimension M tel que, pour tout
p € [2, 409,
Bp = sup E(||[V(#)|]") < +oo.
0<t<T

On considére
o:REXR™ — My, 4(R),b: RM x R™ — R™

mesurables tels qu’il existe K € R tel que :
1. Pour tout z € RM y,9' € R™,

lo(z,y) —o(z,y")| + bz, y) = bz, y" )| < K |ly - ']
2. 1l existe v € N* tel que, pour tout z € RM,
llo(z,0)]| + [[b(z, 0)|| < K(1 + [[z[").

On considére de plus (a(t)):epo,77 un processus continu adapté en dimension m tel que, pour tout p €
[27 Jroo[?

d,:=FE ( sup ||a(t)||p> < 4o00.
0<t<T

Alors il existe un unique processus (Y'(f))iep0,r7 continu adapté en dimension m tel que, pour tout
te€[0,7],

d ot ‘ t
V() =at)+ Y [ o (Vs venaws + [ e, ves)s

De plus, pour tout p € [2,4o00], il existe Cy = C1(p, T, K, By, m, dp) € R% tel que

B ( sw YOI) <

0<t<T

Démonstration. On considére Yy = « et, pour tout n € N et ¢ € [0, 7],

d t ) t
Vaa() = o)+ 3 [ (V) ValsDawy + [ b(v(s). ()i

On montre par récurrence sur n € N que Y,, est un processus continu et adapté tel que, pour tout
p € [2,400],

E( sup ||Yn(t)||p> < +00.
0<t<T

L’initialisation vient des hypothéses sur a. Pour ’hérédité, on suppose le résultat vrai pour Y,,.
On a, par convexité de la fonction id§+, il existe ¢, € R% tel que

E( sup |Yn+1<t>||p)
0<t<T

<o E( sup IIa(t)Ip) + iE (021% /Ot j(V(3), Yu(s))dW] /Ot b(V(s), Yn(s))ds

0<t<T

p
> +E ( sup
0<t<T

avec, pour tout j € [1,d] et t € [0,T], comme W/ est un mouvement brownien,

3

B (( [ wvevienan:) ) - ( t (VYIS ) < 8 (s oy (VLTI

0
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et, par convexité de idfh, pour tout s € [0, ¢],

o (V). Ya (DI < 2 (Nl (V(s), 0)* + 17 (V(5), Ya(s)) = 05(V(5),0)[*)
puis, par hypothése sur o},
o (V(s), V()P < 262 (L4 VI 4+ [Yal)IP) < 4K2 (14 V() [* + [Ya(s)]?)

ainsi, par hypothése sur V' et ’hypothése de récurrence,

B (s oV V)P <482 (14 sup [V + sup [Va(o)]?) < +ox.

0<s<t 0<s<t

Donc [ 0;(V(s),Y,(s))dW? est une martingale (de carré intégrable). Ainsi, par inégalité maximale de

Doob, " 9
=G5 )
) TR (( / (v (s), Yals)) d))

Puis, par inégalité de Burkholder, il existe ¢}, € R% tel que, pour tout j € [1,d],

E (‘ ) <qE << / 'aj<V<s>,Yn<s>>sz>j> = ( [ aj<v<s>,Yn<s>>||2ds>

Par conséquent

[ v Yal)aw; JACRACITIE
0 0

E|( sup
0<t<T

Par conséquent il existe ¢, € R tel que

d
E ( sup Yn+1(t)llp> <e|dy+D E (‘
0<t<T

Jj=1

T .
| v

p
2

T .
/0 05 (V(s), Yo (s))dW3

2 (s Waes) <o (> 8 (s Ios(VOTa0)) + 77 (s 100760 Voo P

o \o<esT 0<t<T

Or, pour tout j € [1,d] et ¢t € [0,T7,
o (V (), Ya )" < 2071 (o (V (1), )1 + [l (V(2), Ya (1)) — a5 (V (), 0)]") .
donc, par hypothése sur o,
los (V (), YaO)P < 227 (KP(L+ [V @)Y + K2 [ Ya(0)]7) < 22D (L [V + [[Ya (D)) -

De méme

16(V (), Ya())IIP < 22F=VEP (L4 V@) + [ Ya(@)I7) -

Dong, il existe ¢, € R tel que

B sup 1Y) < (d (148 (s IV@17) 48 ( s 017) )) <+
0<t<T 0<t<T 0<t<T

Ce qui termine la récurrence. De fagon similaire on obtient I'existence de ¢, € R’ tel que

]E( sup [|Yn41(s) — Yn(S)II’”) =< Cptpfl/o E (|[Yn(s) = Ya-1(s)[") ds.

0<s<t

Donc, par récurrence sur n € N, on obtient

¢ i
E ( sup [[Yn41(s) —Yn(S)Ilp) < (eI E( sup |[|Yi(r) —Yo(r)llp)-
0<s<t n! 0<r<T
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En effet, si on suppose le résultat vrai au rang n, alors, d’aprés 'inégalité précédente,

E(smanxwu@—»zwnp)Scwwﬂle(sm>nxxw—dzl wI?) ds

0<s<t 0<u<s
t Sn—l
< cptp_l/ (e, TP"H" R ( sup ||Yi(r) — Yo(r)|p> ds.
o (n—=1) 0<r<T

Donc

tpfl t
(s V() = ) < pmggpep @) (s i) =Yl ) [ ot
0<s<t (n—1)! 0<r<T 0

tpiltn n/mp—1lyn—1 p
= (TP)"E{ sup [[Yi(r) = Yo(r)]|

n! 0<r<T
avec, t < T, donc tP~1 < TP~ et

tn e
(s V() = Vo) < Sepr e (swp Vi) = Yol
0<s<t n: o<r<T

ce qui achéve la récurrence. En particulier
Al “1\n 1
B ( s ¥ = V") < Teep e (swp 1) - Tl ) =

0<s<T 0<r<T 0<r<T

Par conséquent, par inégalité de Markov,
p 1 n_— 1 P p
P sup Ynt1(t) = Ya@I" > o5 ) <27, TE sup Y1(t) = Yo()[" ) -
0<t< 0<t<

Ainsi, comme le membre de droite est le terme d’une série convergente, par lemme de Borel-Cantelli,

P (limsup{ s Y00~ Va0 > 5 |) =0

n—-+oo o<t<T

D’ou, par passage au complémentaire,

P (hminf{ sup [[Vasa (t) = Ya(0)|JF < ;n }) ~ 1

n——+o0o 0<t<T

Donc, P-presque stirement, il existe N € N tel que pour tout n > N,

1
sup[Yiea(8) = Va0 < 55
0<t<L

Ainsi, pour tout n > m > N, en utilisant une constante ¢, de convexiteé,

n—1 P n—1 n—1

1
sup ||Ya, Y,.@®)|?P = su Yii1(t) — Yil(t <c sup ||Y; Y|P <e —.
(200, o0 = Ym0 = sup |3, (Yiera)) = Ve <3 sup Wiers(®) =Vl S 5 D

D’ot, P-presque stirement, (Y,),ecn est uniformément de Cauchy sur [0, 7], donc converge uniformément
vers un processus aléatoire Y continue. Par conséquent, par passage a la limite dans la définition de
Y41, on obtient que Y vérifie I'équation différentielle stochastique considérée. De plus

B ( sw IYOI) <0 (B ( s V6~ Yoa @) +£ ( su 101)) <+
0<t<T 0<t<T 0<t<T

O

Corollaire 3.2.1.2. On suppose que A;,1 < j < d, B vérifie les conditions usuelles. Alors, pour tout
€ [2,+00], il existe C; = Ci(p, T, K,v,x9) € RY tel que I'unique solution (X (t))o<i<7 de I'équation
différentielle stochastique de la remarque 3.2.0.2 vérifie

E<$m|X@W)SOL

0<t<T

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent avec V' = idjo 1) et M = 1. O

72

chT”’IE( sup ||Yi(r) —

ol



3.2.2 Dérivabilité de Malliavin des solutions

Remarque 3.2.2.1. Soit F € DY et H = L%([0,7],R?). Alors DF est une variable aléatoire dans
L2([0,T], R?) que 'on note

DF = (D¢F)scpo,r) = (D{F, ..., D{F))ejo,1)-

Théoréme 3.2.2.2. On suppose que Aj;,1 < j < d, B vérifient les conditions usuelles. Soit (X (t)).c[0,7]
la solution de I’équation différentielle. Alors, pour tout i € [1,m] et t € [0,T],

X(t) e Db,

De plus, pour tout p € N* et j € [1,d],

sup E( sup HDJXZ )Hp> < 400,

0<r<t r<s<T

et les dérivées DJ X(t) satisfassent ’équation différentielle stochastique linéaire

i, X (r +ZZ/ oA (s, X (s))DI(X"(s))dW! + Z 8kBsX ) DIX"*(s)ds

; k=11=1 k=1YT"
DiXx(t) = sir<t

0 sir>t,

avec O, Ai(s, X(s)) et Oy B(s, X (s)) processus uniformément bornés et adaptés en dimension m.

Démonstration. On considére, pour t € [0,T], Xo(t) = ¢ et, pour n € N,

d t 4 t
Xusalt) =0+ /0 Ay (s, Xon(s))dWI + /0 B(s, X (s))ds

On montre par récurrence sur n € N la propriété P(n) définie par :

1. Pour tout ¢ € [1,m] et t € [0,T], _
X5 (t) e Db,

2. Pour tout p € ]1,+o0[ et t € [0,T],

PP (t) ;== sup E < sup DTXn(s)Hp) < +o0.

0<r<t r<s<t

3. Pour tout p € |1, +o0, il existe c1,cz € R, tel que, pout tout ¢ € [0,77,

t
Lot <eten [ U
0
Pour n = 0, on a bien X! (¢) = z{) constant donc dans D> et ¢f(¢) = 0 < +o00. De plus

w0 = sw (&( s IDxEI)).

0<r<t r<s<t

avec
d t ] t
:Z/ Aj(s,())dwg+/ B(s,0)ds.
=i 0
Puis, comme A;(s,0), B(s,0) sont déterministes bornés,
DiXy(s ZAZ (r,0 1{r<f}+2/ DL(Ai(s,0))dW?I + / D! (Bi(s,0))

Donc

PP(t) <
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On suppose le résultat vrai pour n € N. Alors, d’aprés la régle de la chaine, pour tout i € [1,m] et
Jj €14,
i i 1,2
A5(s, Xn(s)), B'(s, Xn(s)) € D7,
et de plus
Dy (Aj(s, X ( ZakAz 8, X () Dr (X35 ()L <y

et
D, (B (s, X,( ZakBl 8, X (8)) Dy (X (5)) Lir<sy-
Ainsi, comme 8;@14; et O B' sont bornés et d’aprés la propriété 2 de I’hypothése de récurrence,
i i 1,00
A5 (s, Xn(s)), B'(s, Xn(s)) € D>,

Les processus A;-(s, X, (s)) sont adaptés et sont de carrés intégrables d’apreés les égalités précédentes et
la propriété 2 de I’hypothése de récurrence. Donc, par propriété,

t
/ Al(s, Xn(s))dW/] € D"?,
0

et
D!, </0t A;(S,Xn(s))dng) = Al(r, X0 (r) <y + /Tt Di«(Aﬁ(S,Xn(s)))dWSJ
De plus
/t B'(s, Xy (s))ds € D2,
et ’

D! (/ Bi(s, Xn( ) / DL(B(s, X,,(s) )ds:/TtDlT(Bi(s,Xn(s)))ds.

Par conséquent _
X':L—‘rl(t) € ]D)l,oo’

et
Xl ZAl (X0 Ly + 3 [ DECAS s X)W + [ DB X, ).
i—1Jr r
Ainsi il existe ¢, € R tel que

t
E ( sup |D£X,L+1(s)|p) <ep (yp + Tp’le/ E (|D!X,(s)|?) ds> ,
r<s<t r

avec, comme les A; vérifient les conditions usuelles,

= s (B (s 1450 x,001) ) < .

neN,1<;j<d 0<t<T

On obtient bien les propriétés 2 et 3 de pour X,,;1 ce qui conclut la récurrence.
Or nous avons

B( s 1.0 - X0 ) 20

0<t< n—-+4oo

De plus
t
Y1 () < e + 2 / n(5)ds
0

Donc

sup (Y () = sup (Yny1(t)) < 1+ /O sup (¢ (s)) ds.

neN neN neN
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Donc, par lemme de Gronwall,

sug (Vn(t)) < c1exp(eat) < ¢1 exp(caT).
ne

Ainsi les dérivées des X/ (t) sont bornées dans LP({), H) uniformément en n pour tout p > 2. Par
conséquent la limite vérifie

X(t) e Dbe°,
Et on obtient les équations différentielles stochastiques linéaires souhaitées. O

De fagon similaire a la démonstration du théoréme précédent, on peut démontrer le lemme suivant,
cas particulier du théoréme 3.2.1.1, avec les coefficients o; et b linéaires.

Lemme 3.2.2.3. Soit (a(r,t))o<r<i<7 €t (V;(t))1<j<d,0<t<T deux processus continus adaptés tels que
a soit & valeurs dans R™, les V; soient uniformément bornés et a valeurs dans M, (R). On suppose de
plus que

o/'(r7 t), ijl(t) e Db,

et que les quantités suivantes sont finis

sup <E< sup ||a(r,t)|p>>, sup (E( sup ||D5Vj(t)||p>>, sup <E< sup ||Dsa(r,t)||p>>.
0<r<T r<t<T 0<s<T s<t<T 0<s,r<T rVe<t<T

On considére (Y (t))r<¢<7 la solution de I’équation différentielle stochastique

Y (t) = a(r,t) —|—/ Vj(s)Y(s)dWSj +/ Vo(s)Y (s)ds.

Alors Y(t) € D pour tout i € [1,m] et D,Y*(t) vérifie 'équation linéaire, pour tout s € [0, ],

d t
DIY (t) = Dia(r,t) + Vi(s)Y (s)Lir<ocny + Z/ (DIVi(w)Y (u) + Vi(u) DLY (u)) dWy,
=177

+ [ (DY () + Vi) D2 )

Remarque 3.2.2.4. Dans ce cas, la solution Y vérifie

]E( sup ||Y(t)|p> < 400, sup IE( sup ||D5Y(t)||p> < 400.
0<t<T 0<s<t \r<t<T

Gréace a ce lemme et au théoréme précédent, on obtient le résultat suivant. Sa démonstration, faisant
intervenir les dérivées successives de Malliavin dans L?([0,7T7]), est technique et se trouve dans le livre de
David Nualart [6].

Théoréme 3.2.2.5. Soit X la solution de I’équation différentielle stochastique. On suppose que A;, B
sont infiniment différentiables selon = avec des dérivées partielles a tout ordre plus grandes ou égales &
1L et que A%(+,0), B*(-,0) sont bornés. Alors

Xi(t) e D*.

3.2.3 Expression de la dérivée de Malliavin des solutions

Proposition 3.2.3.1. On suppose que A;, B satisfassent les conditions usuelles. On considére X la
solution de I’équation différentielle stochastique associée et Y la matrice aléatoire dont les coefficients
sont définis par 1’équation différentielle stochastique

d t t
i =4 iS S 'kS ! 2-S S 'kS S.
}/j(t)_6j+§/o O Aj (s, X(5))Y;( )dWer/O OB (s, X(5))Y}" (s)d

Alors Y (t) est inversible et

DIX; =Y Y Y/ (Y (r)iAf(r, X(r).

k=1i=1
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Démonstration. On considére la matrice aléatoire Z dont les coeflicients sont définis par I’équation dif-
férentielle stochastique

m d +
Zi) =6 - 33 / 7} ()0, Af (s, X (s))dW!

k=1i=1
m d m t
> > / Zi(s) (0LB(s, X (5)) — Da Al (s, X (5))0; A7 (s, X (5))) ds.
k=1l=1a=1

Alors, en utilisant la formule d’Ito, . ‘ o ‘
Z;-(t)Y,j (t) = 6;6% = 9;,.

Donc
De méme

Ainsi Y (¢) est inversible et

m m
Puis ZZYf (y—1 (r))chf (r, X (r)) vérifie 'équation différentielle stochastique linéaire vérifice par D} X7,
k=11=1
d’ot1, par unicité,

DIxX} =33 Vi (Y ()b X (1)

k=1l=1

Définition 3.2.3.2. Pour tout ¢ € [0,T] et € R™, on définit la matrice o par

d

ot x) = ZAL(t, x)Ai(t, x).
k=1

Et le temps d’arrét
t
S = inf (t € ]OaT]a/ Lidet(o(s, X (s)))>0yd5 > 0> :
0

Corollaire 3.2.3.3. On suppose que A;, B satisfasse les conditions usuelles. On considére X la solution
de 'équation différentielle stochastique associée en remarque 3.2.0.2. Alors, pour tout ¢ € [0,7], la loi
de X (t) conditionnellement a {t > S} est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R™.

Démonstration. Soit t > S. Alors, d’aprés ce qui précéde,

d t ..
o = (DX 0. DX ) =3 | DA phx war = (v ).

avec

m d + ) ,
C)7 = Z/O (V71 (8))RAL (5, X () (Y 1 ()i AP (5, X (5))ds.

kk'=11=1

Donc det(yx 1)) > 0 si et seulement si det(C(t)) > 0.
Or t > S, donc il existe G C [0,¢] tel que \(G) > 0 et pour tout s € G,

det(o(s, X (s)) > 0.

Donc (s, X(s)) est une matrice symétrique définie positive, d’otl, en notant A(s) sa plus petite valeur
propre, A(s) > 0 et pour tout v € R™,

foa (s, X (s))o = As) [lvl.
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Puis, pour tout u € R™, on considére v = *(Y ~1(s))u, d’oli, par intégration de 'inégalité précédente sur
[0,t] NG,
t

/lg(S)tUU(S,X(S))UdSZ/ 1 (s)A(s) ||v||* ds,
0 0

on obtient
/0 La(s)tuY L (s)o (s, X ()1 (Y ~1(s) uds > / 1a(s)A(s) Jo]>d / ||Y ds Jul?

Par conséquent, d’aprés I'expression de o et celle de C(t),
uCl(tyu = k(1) [lull*,
avec

b lg(s)
o IV ()|

Donc C(t) est une matrice symétrique définie positive, en particulier det(C(¢)) > 0. De plus, d’apres le
théoréme 3.2.2.5,

k(t) =

X(t) € DV (R™).

Par conséquent, d’aprés le théoréme 3.1.2.13, X (¢) est absolument continu par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R™. O

Remarque 3.2.3.4. Si on suppose que o est uniformément elliptique i.e. qu’il existe une constante
C € R tel que, pour tout y € R™ et (s,z) € [0,7] x R™,

fya(s,z)y = O llyl*.
Alors, pour tout ¢t € [0,T] et s € [0,¢],
det(o(s, X(s))) > C™ > 0.

Ainsi
S =0.

Par conséquent on peut enlever le conditionnement dans le résultat du théoréme précédent.
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4 Utilisation pour les équations différentielles stochastiques ré-
trogrades

4.1 Dérivée de Malliavin de la solution
4.1.1 Deéfinition d’une équation différentielle stochastique rétrograde

On se place dans le cadre H = L2([0,7]). On considére une variable aléatoire & appelé condition
initiale, un générateur
f:Qx[0,T] x RY x R4 — R?

et une équation différentielle stochastique rétrograde associée

T T
Yit)=¢+ / F(,Y (), Z(s))ds — / 'Z(6)dW.. 1)

Commencgons par rappeler ce qu’est la solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde.
Puis nous rappelerons les hypothéses suffisantes pour qu’il y ait existence et unicité de la solution.

Définition 4.1.1.1. Une solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde est une paire (Y, Z)
avec (Y (t))ie[o,7] un processus adapté & trajectoires continues a valeurs dans R? et (Z(t))iep,7] un

T
PS
processus prévisible a valeurs dans R™*? tel que / ||Z(s)||2 ds < +o0.
0

Définition 4.1.1.2. L’espace LL.(RY) est défini par
LE(RY) = {X € LP(R?) Fr — mesurable}.

Définition 4.1.1.3. L’espace H}.(R?) est I'espace des processus prévisibles (X ());e(o,r) & valeurs dans

R? tels que
T
XI5 :==E </O IX@®)° dt) < 4o00.

Théoréme 4.1.1.4. On suppose :
1. € € LZ(RY),
2. f(,0,0) € H%(Rd)
3. f uniformément lipschitzienne i.e. il existe une constante K € R tel que, pour P ® A-presque tout
(w,t) € Q x [0,T], pour tout y1,ys € R? et 21, 20 € R?*4,
1f(w, t,y1,21) = flw, ty2, 22) | < K (g — g2ll + 121 — 22]) -
Alors 'équation différentielle stochastique rétrograde (1) admet un unique couple solution (Y, Z) dans
HZ (R?) x H2.(R™*4). De plus
V|5 = ]E( sup Ys||2> < +oo,
0<t<T
et nous avons la majoration suivante
2 2 2 2 *
1Y 1% + 1213 < © (B(IEI®) + 1£¢,0,0)13) . € e Ry,

Remarque 4.1.1.5. Il est également possible de remplacer 'hypothése 3 en supposant f continue
a croissance linéaire en (y, z), lipschitzienne en z et vérifant une condition de monotonie, pour tout
Y,y €RY,

(FCy) = FCy by —y) <klly =y, keRy.

Nous avons également le résultat utile suivant servant & comparer les solutions si les paramétres sont
comparables.
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Corollaire 4.1.1.6. On se place dans le cas unidimensionnel d = 1 avec deux équations différentielles
stochastiques rétrogrades de paramétres (f1,&1) et (fa2, o) vérifant les hypothéses du théorme 4.1.14. On
suppose que A\;p X P-presque partout

& <&, [1(Ya, Zs) < g2(Ya, Zo).

Alors
Ve e [0,T], Yi:<Ya,

De plus si P(&; < &) > 0 ou f1(Y2, Z1) < g2(Ya, Z2) sur un ensemble de mesure non nulle pour A X P,
alors Y70 < Y1 0.

Les démonstrations des résultats des théorémes précédents se trouvent dans les notes de cours de
Bruno Bouchard [3].

4.1.2 Résultats sur la dérivée de Malliavin de la solution

Lemme 4.1.2.1. Soit Z € H%(R") et, pour tout ¢ € [0,7],
T
I(t) ::/ tZ(s)dW, € D2
t
Alors, pour tout i € [1,n],
Z' € L*([0,T],D"?) ie. / 1Z(t)]], , dt < +o0,
0 :

et A ® P-presque partout

T
4 / D} Z(r)dW, sio0<t
Dyl(t) = tl T
Z’(@)—i—/ DyZ(r)dW, si 6>t
(2

Démonstration. Pour simplifier les calculs, on se place en dimension 1. On note

Alors, grace a 'hypothése
X(T) = /OT Z(s)dW, = Y (0) € D2,
Donc, d’aprés la proposition 1.4.0.8,
Z € LY =DY(L2([0,T))) = L*([0, T],D*?) C Dom(s).

De plus
X € LY ¢ Dom(d),

et, pour tout ¢ € [0, 7],
t , t , t s ,
[E(iox)as= [ Eqze)Pds+ [ [ E(1D,20)1) drds.
0 0 o Jo
Puis, d’aprés la proposition 1.3.2.9,

DeX(t) = Dy ((5 ((Z(S)]l{sgt})se[o,:r])) = 2(9)]1{9515} -‘r/o D@Z(T)dWT = Z(e)]l{ggt} +/9 DgZ(T)dWT.

D’ou

T
Dg[(t) = DQX(T) — DgX(t) = Z(é))]l{9>t} +/ DgZ(’r')dWT
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En particulier si 6 < t, alors
T

DyI(t) = | DyZ(r)dW,,
t

et sinon 0 >t et
T

DoI(t)=Z(0)+ | DoZ(r)dW,.
6

O

Définition 4.1.2.2. L’espace ]L‘fyp(Rd) est I’espace des processus (X (t))o<i<r progressivement mesu-
rables tels que :

1. pour A-presque tout ¢ € [0,7], X (t) € DLP(RY),

2. DX admette une version progressivement mesurable,

T g T T %
3 IX5, =E (/ |X<t>||2dt> +</ / ||D9X(t)||2d9dt> < 400

Définition 4.1.2.3. L'espace S7.(R?) est I'espace des processus (X (t)):e[o,7] progressivement mesurables
A trajectoires continues tel que

1
||X||SP = <E< sup ||X(t)||p>> < +00.
te[0,T]

Théoréme 4.1.2.4. On suppose :
1. £ € D2,

2. f contintiment différentiable en (y, z) € R x R"*? avec des dérivées partielles continues et bornées
uniformément,

3. pour tout (y,2) € RY x R™*?, f(.,y,z) € L{ ,(R?) de dérivée de Malliavin notée Dy f(t,y, 2),
4. f(,0,0) € H%(Rd)v
5. € € LA(RY),

T
6. / E(|| Do€]|?)d6 < +oc,
0

T T T

O RO Y (/ ||Def<t,Y,Z>||2dt> 40 < +o0,
0 0 0

8. Pour tout ¢ € [0,T],y1,y2 € R? et 21, 20 € R?*4,

Do f (8w, y1,21) = Do f (8w, ya, 20) || < Ko(t,0) ([[yr = w2l + 21 — 22])

avec, pour A-presque tout 6 € [0,77], (Kg(t)):e[o,7) un processus adapté a valeurs dans R tel que

T T T
/ 1K1 do :/ E (/ Ke(t)|4dt> 40 < +oo.
0 0 0
Alors :

1. 'unique solution (Y, Z) de (1) est dans L2([0, T], D*2(R?) x DL2(R"*9)),

2. pour tout i € [1,n], il existe une version de (DjY (t), Dy Z(t)) vérifiant, pour tout 6 € [0, T

0<t,0<T
et t € 10,0,
DY (t) = 0,D}Z(t) = 0,
et, pour tout ¢ € [0,T] et 6 € [0, ],
DyY (t) = DéET
+/ (0yf(5,Y (5), Z(s)) DgY (s) + 0. f (3, Y (), Z(5)) Dy Z(s) + Dy [ (5,Y (s), Z(s))) ds
t
T
7/ D} Z(s)dWs,
t
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3. (DiY (t))sefo,r] est une version de (Z(t));epa-

Démonstration. Pour simplifier on suppose n = d = 1. Soit (Y*, Z¥).en la suite des itérés de Picard
définis par, pour tout ¢ € [0, 77,
YO(t) =0,2°t) = 0,

et, pour tout k € N et |

T T
YR =gk [ s, YH), 2 eDds = [ 2 s)aw,
t t
Alors, par résultat sur la solution de 1’équation différentielle stochastique rétrograde, (Y*, Z¥)cn converge

dans S#(R) x HA(R) vers (Y, Z) I'unique solution de I'équation différentielle stochastique rétrograde. On
montre par récurrence sur k € N que

(Y* Z%) e L*([0,T],D"? x D'?).
L’initialisation est immédiate car (Y, Z%) = (0,0). On suppose le résultat vrai au rang k € N i.e.
k ok T 2 2
(Y*, Z*) € L2([0, T}, D" x D) ie. / (V@12 + 12012 ,) di < +oo.
Donc, d’aprés la proposition 1.4.0.8 grace a ’hypotheése 3,
T
/ f(s,Y"(s), Z%(s))ds € D',
t
De plus ¢ € DY2 d’aprés I'hypothése 1. Ainsi
T
§+/ f(s, Y% (s), Z%(s))ds € D2,
t

D’ou, d’apreés la proposition 1.2.2.4,

T
YL =K (5 +/ f(s,YE(s), Z%(s))ds | ]-'t> e D2,
Puis
T T
/ tZF () AW, = € + / f(s, Yk (s), Z%(s))ds — Y*+1(s) € DM2.
t t

Donc, d’aprés le lemme précédent,
ZH e 12([0, 7], D),

De plus .
DY FL(t) = Dyt — / Dy Z* 1 (5)dW,
Trof of
—|—/t (ay(s, YE(s), Z%(s))DeY*(s) + 5(8’ Yk(s), Z%(5)) Do Z"(s) + Dy f(s,Y*(s), Zk(s))) ds

i.e. (DpY 1 Dy ZF+1) vérifie une équation différentielle stochastique rétrograde de condition finale Dg&
et de générateur ne dépendant pas des variables (y, z) représentant (DpY*+1 Dy Z*+1). Puis, grace aux
hypothéses 1, 6 et 2, & 'hypothése de récurrence et & Z*+1 € L2(]0,7],D%2), on en déduit

Y e L*([0,7],D"?),

ce qui achéve la récurrence et montre la conclusion 1. Pour la suite, on considére (Y?,Z?) défini par
léquation différentielle stochastique rétrograde, pour ¢ € [0, T,

YOt) = DefT
+/t (gi(s,Y(s), Z(s)Y%(s) + Z—JZC(S,Y(S),Z(S))ZG(S) + Dgf(s,Y(S),Z(S))) ds
— / ' Z%(s)dWs.
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ce qui est bien licite car de générateur
Ox[0,T]xRxR — R

4 iz (Faverzows Zevo.zop+ nieyo.zm) @

vérifiant les hypothéses du théoréme précédent grace aux hypothéses de ce théoréme. Ainsi, par estimée
a priori avec les couples (Y?, Z%) et (0,0), il existe C € R tel que

Y915 + 1127113 < © (B (1)) + g, 0,0)113) = CE ((Do€)? + I1Daf(, Y, 2)113)

Ainsi, grace aux hypothéses 6 et 7,

T T T
/ (IV?1%. +112°];) a6 < CE </ (D9€)2d6+/ ||D9f(-,Y,Z>||§d9> < +oo.
0 0 0

Puis, par estimée a priori appliqué aux couples (DgY**1 Dy Z*+1) et (Y? Z%) de méme condition finale,
il existe C' € RY, tel que

T
oo+t -y, o oy - 2] < oo - cm ot
[

*(s) = %(S,Y’C(S),Z’“(S))DeYk(S)—a*f(syY(SLZ(S))YG(S)

1o}
—k%(t,Yk(s)7 Z%(s))Dg Z"(s) — 872(8 Y(s), Z(s)) 2" (s)

+Dof(s,Y¥(s), Z%(s)) — DY f(s,Y (), Z(s))

Ainsi, par inégalité de convexité, il existe C” € R tel que

[DeY* ! — YO, + || Do 2"+ — 20| < € (A*(0) + B*(0) + C*(0)) ,

AF0) =E (/9 (Do f(s,Y*(s), Z*(s)) — Dgf(&Y(S),Z(S)))? ds) ;
T 2
Bk@) = E (/H (gjyc(s,yk(s),zk(s)) (DoY*(s) — Ye(s))> ds)
T 2 )
+E (/9 (g(s,Yk(s),Zk(s)) (Dng(s)—Ze(s))> ds>
et

CHo) = E( / ' ((i@,y’@(s),z’@(s»—ZJyYS,Y(s),Z(s))) Y9<s>>2ds>

0
+E ( / ' ((Zerenzen - Lere.zm) Z%))z ds> |

Pour A*(f), on a, par hypothése 8,

I

T
A5 <E (/@ (Ko())*(IY*(s) = Y (s)| +12"(s) — Z(8)|)2d5>

T T
<2 (E ( / (Ko(s))*(Y*(s) - Y<s>>2ds> +E ( / (Ko(s))2(Z4(s) - Z<s>>2d5)> .

De plus, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

T T
E ( /9 (Fo(5))*(V*(s) —Y<s>>2ds> < (E ( /0 <Ka<s>>4ds>>
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De méme avec le terme avec Z, d’ot, en utilisant I’hypothése 8,

2 2
ako) < 2)Kolly (I - Y[+ 125 - 2];) -

<too — 0
k—+o00
Donc
AR() — 0.
k——+oo

De plus, par hypothése 8 et convergence donc bornitude,
2 2 2 2
aro) <2 (|[vE = v+ 12" - 213) 1Kl < MKl € L2 (0, T)).

D’ou, par théoréme de convergence dominée,

T
/ AF(0)d9 — o.
0

k—+oo

Puis, pour C*(#), on a, par continuité des dérivées partielles de f et convergence A\ ® P-presque sire,

af af

—=(5,Y*(s), Z%(s)) — =(5,Y(s), Z — 0.
5y (5 Y (6. 259) = 5 (Y (5). 2() 0
De plus, comme les dérivées partielles sont bornées, on a la domination,
of k k of 0 ? / 07.\\2 1
7-(8,Y5(s), Z%(s)) = 5-(s,Y(s), Z(s)) | Y'(s) | <M sup (Y"(s))” € L~ (2 x [0,T] x [0,T]).
Ay Ay s€(0,7]

Donc, par théoréme de convergence dominée,

/ 'E ( / ' (Zrte.z50 - Lerve.ze) Y9<s>)2 ds) @, 0

On a de méme
[ ( I ((Zerenzen - Levenzm) 29<s>)2 ds) B e ®
d’ou

0 k——+o0

Enfin, pour B* (), par bornitude des dérivées partielles,
T
/ B*(0)d0 < MP>T? | DgY* — V|2, + MPT | Dy 2" - 2°||;.
0

On considére a partir de maintenant 7' assez petit pour que
o = max(M"?T? M"T) < 1.

Soit € € R7}. D’aprés tout ce qui précéde, il existe NV € N tel que, pour tout k > N,

T T
| (1Dt =y 4 Dozt = 20 ) o < v [ (Day* = Y5, + D" - 2°]13) .
0 0
Ainsi, par itérations successives,

T 2 2
| (Ipoy™ = ¥?[5, + Doz~ 2°|) o
2 k—1 k T 0 012 0 012
<etac+ale+..+a" e+ / (HDgY —Y||Sz+||DgZ —Z||2>d9,
0
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ce qui donne
g k 0|2 k 012 € kg
/0 (IDoY* = Y|[3 + | Do2* = 2°|;) db < —— +a*ar”,

avec M" € R¥ . Par conséquent, comme o < 1,

Or Lf »,(R) est fermé pour la norme |-||{ ,, donc
(Y7, 2%) € L{ 5(R).
De plus, comme D est un opérateur fermé de L2([0,7T],D*?) dans L 5(R), donc (Y?, Z%) est une version

de (DyY, DyZ), ce qui montre la conclusion 2.
11 ne reste plus qu’a montrer la conclusion 3. On a, pour ¢t < s € [0,T],

Y(s)=Y(t) — /ts f(r,Y(r), Z(r))dt + /ts Z(r)dW,.

Donc, d’aprés le lemme précédent, pour 6 € |t, s],

D@Y(S) = DgYs(t) 5 5
f/t (8‘5(7’, YE(r), Z8(r)) Do Y* (1) + a—JZc(T,Yk(T), ZF(r) Do Z"(r) + Do f(r,Y*(r), Zk(r))) dr
+2(0) + /9 " DoZ(r)aw,
-0
- [ (v 0.2 0Dy + G R0, 250 002H ) + Dap(r Y401, 250 ) e
+2(0) + /6 " Dy Z(r)dW,.

Ainsi, en particulier en § = s, on obtient

DY (s) = éi/rr}ngY(s) = Z(s).

O
Remarque 4.1.2.5. Si Kj est borné alors il est suffisant de supposer f(t,0,0) € H2(R?) et £ € L2.(R?).

Remarque 4.1.2.6. Le fait que DY (t) = Z(t) révele le lien entre le processus de richesse Y et la
stratégie & avoir pour arriver a la richesse finale souhaitée que nous avons établi en section 2.2.

Remarque 4.1.2.7. Ce résulat peut étre généralisé au cas p > 2.

4.1.3 Application au cas linéaire

Corollaire 4.1.3.1. Soit S un processus prévisible borné a valeurs réelles, v un processus prévisible borné
a valeurs dans R", ¢ € HA(R) et £ € L2(R). On considére (Y, Z) la solution de I'équation différentielle
stochastique linéaire

dY, = —(p(t) + Y(OB() + 'Z(O(B)dt + 'Z(O)dW,, Yr =&, 2)
On suppose :

T
L. B e L§4(R), / Do B3| d6 < +o0,
0
r 4
2. v € LT 4(R™), / | Dovy||, d6 < +o0,
0

T
3. p e HL(R) N LS 5(R), /0 ||D9cp|\§d9 < +o0,
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T
4. ¢ € L*([0,T)) N D2, / E((Dg€)?)df < +o0.
0
Alors :
1. (Y, Z) € L2([0,T],D"2 x DV2(R™)),
2. pour tout i € [1,n], une version de (D}Y (¢), D§Z(t)) est donnée par, pour tout ¢,6 € [0, T,

(a) sit <@, 4 4
DiY (1) =0, DiZ(t) = 0,
(b) sit>0,
DY () = Dje
+ [ (BODIY ) + 20)D)Z(s) + Dises) + Y (5)Difs) + Z(5)Dip(9) ds
-/ " Dy z(s)aw,

3. (DiY (t))tefo,) est une version de Z.
Démonstration. On considére la fonction aléatoire f définie par, pour tout ¢ € [0,7],y € R et z € R™,
fty,2) = o(t) +yBt) + “2v(t).

Alors les paramétres f et £ vérifient toutes les hypothéses du théoréme précédent. On obtient alors le
résultat souhaité car

Dy(f(t,Y (1), Z(t))) = Dy(t) + Y (t) DyB(t) + B(t) DY (t) + Dy("Z(t))v(t) + " Z(t) Dy (t).
O

Remarque 4.1.3.2. Si les coefficients S et v sont des fonctions déterministes bornées alors il suffit de
supposer ¢ € HZ.(R) N L{ 5 (R) et & € L2([0,T]) N D2,
]:t> )

dl(t,s) = T'(t, s)(B(s)ds + "y(s)dW,), T(t,t)=1.

Remarque 4.1.3.3. On rappelle qu’au théoréme précédent,

Y(t)=E (F(t,T)f —l—/t I(t, s)p(s)ds

avec (I'(t, s))o<t<s<r défini par Péquation différentielle stochastique

Autrement dit nous obtenons une expression du processus Y sans le processus Z.

Nous pouvons allons nous demander si nous pouvons faire de méme avec DY . Peut-on ’exprimer
sans DZ 7 La réponse est oui et est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 4.1.3.4. Dans le cadre du théoréme linéaire précédent, pour tout 8 < ¢ € [0, 7],

ft> |

T
DyY(t) =E (I‘(t,T)Def + DoI'(t, T)E + -/t (T'(t, s)Dow(s) + w(s)DeI'(t, s)) ds

Démonstration. D’aprés la proposition 1.2.2.4 et 'intégration par parties, nous avons

T
DyY(t)=E <D9 (F(t,T)er/t F(t,s)go(s)ds) ‘}"t> ,

et
T T
Dy (F(t,T)er/ F(t,s)g&(s)ds) = €D9F(t,T)+F(t,T)D9€+/ (p(s)Del'(t,s)ds +T'(t, s)Dop(s)) ds.
O
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Nous pouvons méme obtenir une expression de DY sans faire intervenir la dérivée DT .

Proposition 4.1.3.5. Dans le cadre du théoréme linéaire précédent, pour tout 6 < ¢ € [0,7], on a

)

T
]:t> —-E (/t Y(s)0(t, 5)"v(s) Doy (s)ds

T
DyY(t)=E <I‘(t7T)D9§ +/t I(t,s)(Dop(s) + Y(s)Dyp(s))ds

T T
+E ((F(t,T)g+ /t r(t,s)¢(s)ds> ( /t tDm(s)dWs> ]-"t>.

Démonstration. Le couple (DyY, DyZ) est solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

DyY (1) =Dé5+/t (B(s)DpY (s) + "v(s)DyZ(s) + ¢'(s)) ds—/t Dy(*Z(s))dWs, 3)

avec

@' (s) = Dyp(s) + Y (s) D (s) + 'Z(s)Dyry(s).

7)

T
=K (r(t,T)Dgg +/t L(t,s) (Dye(s) + Y (s)DyB(s) + *Z(s)Dyy(s)) ds

Donc

DY (t)=E (r(t,T)Dgg +/f D(t,s)@"(s)ds

7).

T T
Tt,T)Y(T)=T(tt)Y(t) +/ I'(t,s)dY (s) +/ Y (s)dD'(t,s) + (I'(¢,-),Y)r,

De plus, en appliquant la formule d’Tt6 a s — T'(¢, 8)Y (s),

Y(T) =&,
D(tt) =1,
T T T
/t L(t, 5)dY (s) = — / D(t, 5)(p(5) + Y (s)(s) + *Z(s)1(s))ds + / I(t, 5) Z(s)dW,
T T T
/t Y (s)dl(t, 5) — /t Y (s)T(t, )(s)ds + /t Y (s)D(t, 5)ty ()dW,s,
et .
(D(t, ), Y)r :/t F(t,s)t’y(s)Z(s)ds.
Ainsi

T T
It,T)E=Y(t) — /t I'(t, s)e(s)ds + /t (D(t,8)'Z(s) + Y (s)['(t, )" y(s)) dW,
—t€(t,s)

ce qui donne
T T
Y(t)=T(T)¢ +/ (¢, s)p(s)ds — / te(t, s)dWs.
t t

Or, en utilisant I’équation différentielle stochastique rétrograde (3) vérifiée par (D}Y, D} Z), nous avons

I (t, T)Dié + / (Dié(s) + Y (s)DiB(s) + 'Z(s)Diy(s))ds

= DyY (t) +/t (T'(t, s)! D}y Z(s) + DLY (s)T(t, s)'y(s))dWs.

Donc

T T T T T
<F(t,T)£+/t I'(t, s)d)(s)ds) </ thv(s)dWs> :Y(t)/t th’y(s)dWs—l—/t te(t, S)dWS/t EDyy(s)dW,

t
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T T T
:Y(t)/t thv(s)dWs—i-/t (D(t,8) Z(s) + Y (s)T(t, 8)*v(s)) dVVs/lt EDovy(s)dWs.

Or, en appliquant ’espérance conditionnelle,
7)o

car 'intégrale stochastique apparaissant est une martingale et nulle en T' = t. De plus

T T
E (Y(t) / "Dy (s)dW, m) —Y()E ( / "Dy (s)dW,

T T
]E( | (s 26 + ¥t (s) aw, | tDms)dWsm)

’)

T T
=E (/t L(t,s)" Z(s)Dey(s)ds | J—'t> +E </t Y (s)T(t, )ty (s) Doy(s)ds

T T
E((rw)w / r<t,s>¢<s>ds> ( / tDw(s)dWs> ft>

T T
—E (/t I'(t,5)" Z(s)Dgy(s)ds ]-'t> +E (/t Y (s)T(t, 8)'v(s) Doy(s)ds

T
= (/t (D(t,5)'Z(s) + Y (s)L(t, 5)"7(5)) Dyy(s)ds

ft) |

Par conséquent

ft> |

+E ((F(t,T)f—i—/f F(t,s)qb(s)ds) (/t th'y(s)dWs> ‘]—}) -E (/t Y (s)T'(t, 8)'v(s)Dgy(s)ds

Puis, en combinant avec le premier calcul de la démonstration,

T
DyY(t) =E (F(t,T)Dg§ +/t I'(t, s)(Dop(s) + Y(s)DyB(s))ds

ft) |

O
4.1.4 Application au cas Markovien
On consideére, pour (¢,z) € [0,T] x RP, ’équation différentielle stochastique
dPs =b(s, P(s))ds+o(s,P(s)dW, t<s<T (@)
P(s)==x 0<s<t,

avec b: [0,T] x R? — RP et ¢ : [0,T] x R? — RP*™ fonctions continues et lipschitziennes en la seconde
variable.

Remarque 4.1.4.1. Dans ce cas, cette équation différentielle stochastique admet une unique solution
(P"(s))o<s<r

On considére également 1’équation différentielle stochastique rétrograde

dYs = —f(s, PY*(5),Y (s), Z(s))ds + 'Z(s)dWy 0<s<T
{ Y(T) = (Pb=(T)), ®)

avec f : [0,7] x R? x R? x R"*4 — R? continue et lipschitzienne en les deux derniéres variables et
¢ RP — R

Remarque 4.1.4.2. Dans ce cas, cette équation différentielle stochastique rétrograde admet une unique
solution (Y**(s), Z4%(s))gcscr-

Proposition 4.1.4.3. Si les coefficients b, 0, f et ¢ sont contintiment différentiables alors :
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1. pourtout 0 <t <s<TetxecRP
(YP*(s), 2" (s)) € L*([0,T7], (D"?)% x (D*?)"*?,

2. pour tout i € [1,n], une version de (D}Y (s), DjZ(s))o<s.t<s<T est donnée par :
(a) por 0 <O <t<Tous<0<T,

DY, =0, DyZ,=0,
(b) pour 0 <t <0 <T, (D}Ys, DjZ,) satisfait I'équation différentielle stochastique rétrograde

dDgYs = —(9yf(s,P(5), Y (s), Z(s)) DyY (s) + 8. f (s, P(s), Y (5), Z(s)) Dy Z(s)) ds
‘ —0:f (5, P(s),Y (s), Z(s)) Dy P(s)ds + Dy* Z(s)dWs,
DyY(T) = +'(P(T))DyP(T).

De plus (DsY (s))i<s<7 est une version de (Z(s))i<s<7-

3. A ® P-presque stirement
Z8%(s) = 0, Y5 (5)(0, P (s)) Lo (s, PH7(s)).
Démonstration. Pour tout 0 <t < T et x € RP, nous, d’aprés la proposition 4.1.4.3,
(P*(5))o<s<r € L*([0,T], (D"?)P),

et, pour tout i € [1,n], si § < ¢ alors '
D}y P (s) = 0,

et sinon 6 > ¢ et, pour tout s € [0, 7],

dD}P(s) = 0,b(s, P(s))DjP(s)ds + Zamaj(s, P(s))DyP(s)dW?, DiP()=0:(0,P(6)). (6)

j=1
De plus, par unicité de la solution de I’équation différentielle stochastique (6), comme le processus
U : s+ 0,P(s)(0,P(0) " o(6, P(6))
vérifie également la méme équation différentielle stochastique, on en déduit
DgP(s) = W(s) = 0, P(s)(0: P(0)) "' (0, P(0)).

En effet
V(0) = 8, P(0)(0.P(9)) " 'o(6, P(9)) = (6, P(9)),

et, pour tout s € [0, T], d’aprés I'équation différentielle stochastique vérifiée par P,

d0, P; = 0,b(s, P(5))0,P(s)ds + zp:amaj(s, P(s))0,P(s)dW?,

Jj=1

interversion est justifiée dans le livre de Philip Protter [10], d’ot, en multipliant par (9, P(6)) o (6, P(0)),

dU, = 0,b(s, P(s))¥(s)ds + iamaj(s, P(s))¥(s)dW?.

j=1

De plus
sup_([[P(s)]| + (102 P(s)]) € LP(2).
t<s<T
On en déduit que toutes les hypothéses du théoréme 4.1.2.4 sont vérifiées, ce qui prouve 1 et 2.
Puis, par unicité de la solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde (5) vérifiée par (Y, Z),
on en déduit
DgY (s) = 0,Y (5) (0. P(0)) "o (6, P(6)).
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En effet si 'on note
05— 0,Y(5)(0.P(0)) o (6, P(9)).

Alors on a
@(T) = 8, Y (T)(8. P(0)) " o(6, P(9)) = ' (P(T)) 0, P(T)(9,P(6)) (6, P(6))
='(P(T))¥(T) = ¢'(P(T))De P(T),
et, pour tout s € [0, 7],
do,Y (s) = =0, f(s, P(s),Y (s), Z(s))0,P(s)ds — 0, f (s, P(s),Y (s), Z(s))0,Y (s)ds

—0.f(s,P(5),Y(8),Z(8)0.Z(s)ds + "0, Z(s)dWs,

d’ot, en multipliant par (9, P(0))~to(6, P(9)),

dp(s) = =0 f(s, P(s),Y(s), Z(s))¥(s)ds — Oy f (s, P(s),Y (s), Z(s))p(s)ds

—0.f(s,P(s),Y(5), Z(5))0.Z(5)(0.P(0)) " 'o(0, P(0))ds + '0,Z(s)(0,P(0)) " dWy,
- do(s) = ~0u (s, P(3). Y (), Z(s))¥(s)ds — D, (s, P(s). ¥ (s), Z(s))p(s)ds
—0.f(s,P(s),Y(s), Z(s))Z(s)ds + *Z(s)dWp,
avec
Z(s) = 0,2(5)(0,P(0)) "o (0, P(0)),

ce qui montre bien que le couple (p, Z) vérifie la méme équation différentielle stochastique rétrograde
que le couple (DyY, DyZ). En particulier, en § = s, on a

Z(s) = DsY (s) = ¢(s) = 0,Y (s)(0: P(s)) "o (s, P(s)),

ce qui montre la fin de 2 et 3. O

4.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades avec condition finale
singuliére

Nous allons dans cette section nous intéresser a des équations différentielles stochastiques rétrogrades
dont la condition finale peut ne pas étre intégrable voire méme infini. A partir de la résolution de celle-ci
nous pouvons en déduire des résultats concernant la liquidation d’actifs financiers reliée & une équation
différentielle stochastique rétrograde de condition terminale singuliére. Comme vu précédemment, le
calcul de Malliavin servira & interpréter la dérivée de Malliavin de la solution Y comme le processus Z.

4.2.1 Premier exemple

Commengons par étudier un premier exemple avec des coefficients bien particuliers. On considére
deux processus progressivement mesurables (1;):co0, 7] et (7¢)tcjo,7]- Remarquons que dans cette section
nous noterons la dépendance des processus en t en indice pour simplifier les notations étant donnée que
nous allons considérer des solutions d’équations différentielles rétrogrades avec condition finale classique
et générateur modifié.

Définition 4.2.1.1. On dit qu’un couple (Y, Z) de processus progressivement mesurable & valeurs dans
R x R? est solution de I'équation différentielle stochastique rétrograde

Y97t
4y, — <(p 1! - %) dt + (Z,, W) (1)
t
avec condition finale singuliére Y7 = &, ot — + — = 1 et £ une variable aléatoire positive vérifiant
p q

P(§ = +00) >0, si:
1. pourtout 0 < s <t <T,

t |Yr|q_1 t
Y.~ v, _/ ((p — Y, - %> dr —/ (Z,, dW,),
s Tr s
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2. pour tout 0 <t < T,

t
IE( sup |y;|2+/ ||ZT||2dr) < +o0,
0<s<t 0

3. on a la convergence P-presque siire
liminf(Y;) > &.
t—T

Définition 4.2.1.2. Pour t € [0, T}, les espaces M*(0,t) et M?2(0,t) sont définis par
MH0,8) = LH(Q % [0,4], P,P & N),
avec P la tribu engendrée par les sous-ensembles de Q2 x [0, t] progressivement mesurables.

Théoréme 4.2.1.3. On suppose les conditions d’intégrabilité suivantes :

1. ne M?*(0,T) e L0,7),

na-
- 2
2. E (/ (T—s)p%ds> < +o00.
0

Alors il existe une solution (Y, Z) a I’équation différentielle stochastique rétrograde (7) avec condition
finale singuliére Y = &.

Démonstration. Procédons en plusieurs étapes :
Etape 1 : Construction d’une solution avec une condition finale finie L € R} .
On considére I’équation différentielle stochastique rétrograde
L LY Iq !
avt = (- vvlebe

— (A L)) dt -+ (ZE AWy, YE=LAE (8)
77t

Montrons qu'il existe une unique solution (Y'*, ZX) a cette équation avec Z' € M?2(0,T).
Commengons par noter le générateur de I’équation différentielle stochastique rétrograde

qg—1
Pty =~ D AL,
m
et, pour § € RY,
yl1t
P) =~ = Dy + (e AL,

Alors la fonction fO(-,- Vv 0) vérifie 'hypothése de monotonie théoréme d’existence et d’unicité de la
solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde associée, résultat détaillé a la section 2.2
des notes de cours de B. Bouchard [3]. Ainsi il existe (YL, Z%L) solution de 1'équation différentielle
stochastique rétrograde de paramétres (f°(-,-V 0), L), de plus

T 2
]E( sup \Yt‘;’L|2+/ HZ?’LH dt) < 400.
0<t<T 0

En particulier pour L = 0 la solution est (Y%9, Z%%) = (0,0). Ainsi, par théoréme de comparaison, pour
L>0,
Y(S,L > 07

puis (Y%, Z%L) est solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde de paramétres (f°, L).
De plus, pour tout y € Ry,
Fty) < L.

Donc, en appliquant le théoréme de comparaison avec (Y‘SL,Z‘S’L) et ((1+¢)L,0) couple solution de
Péquation différentielle stochastique de paramétres (L, L), on obtient

VPP <(1+T—t)L<(1+T)L.
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De méme, comme 6 — f est décroissant, par théoréme de comparaison,
01 < 09 = Yél"L < YJQ’L.

On considére alors Y'” la limite décroissante des Y%L pour § — 0. Pour construire Z%, considérons Z%
pour 6, — 0 et montrons que (Z°%),cy est de Cauchy dans M?(0,T). Soit n > m. D’aprés la

n——+00

formule d’Tto appliquée a (Y% — ¥;>%)2 nous avons

T T
67L7L 6”7L7L 6’717L §myL 6’717L 6m;L 5"L7L 6’77L7L 57L7L 6"7L7L
e e A T I R AT (e AR B AR A )

0 0
avec
Yot =Lag=vpmr,

d(}/t(S"’L _ }/t(sva) — _(f5w, (t, }/me) _ fém (t,}/tém’L))dt + <Z?"”L _ meyL, th>,

et
R A R G AL
Donc "
= (Ypmt —ygmt)? -2 /O (Yl =Y B (0 (6, V) — o (e, Y0 dt
T 5 b b ) r 5 5
+A (}/t n,L _ )/t m-,L)<ZtmL _ Ztm’Lvth> _|_/0 (ZtmL _ Zt"”L)Zdt,

ie.

T T
/0 (2" =z ")t = (Vg " =Yg+ 2 / A A [T A B A (S )

T
On,L Om,L On,L Om L
S A R S AR AR )
0

Or le dernier terme est d’espérance nulle car il s’agit d’une martingale issue de 0 car

E <</ (}/t(Sn,L - thtsm,L)<meL _ Zt(sm7Lath>> ) —F (/ (Yf”’L _ Y;ém,L)Q Han,L . Z;SWHLH dt)
0 T 0

T 2
< 4(1+T)*L%E (/ HZf"*L - me’LH dt) < fo0.
0

De plus, fo est décroissante en la seconde variable et YL < Y=L donc
Om,L m On,L
Fom (e, YR < fomt, Y h),
Ainsi

L A (R A B A O AR A A (A (R AR BN AN (S )
N——

<0

1 1
— 1 Y(Sm,L _ Y&L,L Y(Sn,L q _
(p )( t t )( t ) (77t v 5n)q71 (7715 vV 5m)q71 )

avec

vemh et < (T + 1)L,

d’ou

1 1
Y(SnyL _ Y57mL on t Y(SnyL _ fOm t Ytsm,L < _ .
( t t )(f ( vt ) f ( » 4t )) — C (77t \/5n)‘1—1 (77t \/dm)q_l

Par conséquent en appliquant ’espérance aux calculs précédents on obtient

E TZ‘SLZ‘SLQd E ((Y2F - yP=1)2) y2CE ! ! ! d
nyb ms + < — nyb ms 2 _ t
[ Ntz ) < - (o - ximi) e ( [ (g~ rvage)

>0
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< 20E (/OT <(m v clin)q‘1 (Vv ;m)‘1‘1> dt) '

1 1
(e Vo)L g noiee

Or P ® A-presque partout

et, en utilisant ’hypothése 1,

1 1 1
- <2 e M0, T
‘ (77t Vi 6n)q—1 ng—l nq—l ( )
Donc, par théoréme de convergence dominée,
1 Mo,y 1

(7V 62)0 1 nooioe mi 1

En particulier il s’agit d’une suite de Cauchy dans M*(0,7T) puis (Z°),cn également dans M?2(0,T),
donc convergente vers Z1' € M2(0,7).
Essayons de passer a la limite P-presque stire dans

T mns
vib=rne- -1 [ Lk

T T
s ) <A L)ds — 70 Law,.
PRVER ds-i—/t (v )ds /t 0

Pour le premier terme, nous avons directement

PS,
—

n—-+o0o

S, L
Y Yy

Pour le second terme, nous avons P ® A-presque partout

by ke
("75\/571)(171 n—+oo 773_1 ’

et, par I’hypothése 1,
(Yomt)a

(778 \ 5n)q_1
Donc, par théoréme de convergence dominée,
T I T L
yon,LYq yLya
/((S ) dsg/(S)ds.
t t

s \/6n)q_1 n—+o0 772_1

<(1+T)L? e L'([t,T)).

q—1
Ms

Pour le dernier terme, par isométrie d’Ito,

T , T
/ (zot aw,y L9 / (ZE,dw,).
t t

n—-+o0o

Ainsi, il existe une extractrice ¢ : N — N telle que

n—-+oo

T T
Sp(nys L PS
/ (Z2 7 AW, = / (ZE aw,).
t t
Par conséquent, a partir d’'une extraction, nous obtenons
T
()

Y T T
ve=ine-G-n [ Ul [ aoanas- [k an,
t t

t Ns

Ainsi (YE, ZL) satisfait I'équation différentielle stochastique rétrograde (8).
Etape 2 : Minoration de Y,*. Montrons que I’on a la minoration suivante, pour tout t € [0, T,

1 T ds v I



On note

1 T ds
Y= aget TE (/ v oyt 7 ) |

Alors le processus V' vérifie I’équation différentielle stochastique rétrograde linéaire

1 —
Wdt + thWt,

avec Z € M?(0,t). En effet cette équation différentielle stochastique rétrograde linéaire admet pour

solution
f t) 9

dVy = —

T
_ _ — — 1
V=T, E|(I'7V I'v——d
t ¢ ( T T+/t (s v o)1 S

t
Ft:exp(—/ 0><ds>:1.
0

Donc nous avons bien V = V. Puis notons

avec

1

_ _ y—p+l
= W =V, .
t

Ut

Alors, d’apreés la formule d’'Ito,

_ 1 e
AUy = ~(p = DV, "dVi + 5p(p — DV, " (Vi Vi)

1 P 1 o4l _9
={p- 1)U3Wdt —(p— 1)V, PZ . dW, + oPp = U/ Zydt.
Or, d’aprés la définition de V4,
1
Ta1 < V.
Donc
U, < LDt — 1
Ainsi
U =UNL,
et _ _
dU; = —h(t, Uy, Zy)dt + ZdWs,
avec (A L) )
u N p+1
h(t =—(p—1)———2— ——p(p—1)(uA L)r—12>
( , Uy Z) (p )(nt v/ 5)(1,1 2p(p )(U ) Z,
et ~ .
Zi=—(p- 1)V, "Z,.
Alors ( L) .
u N U
h(t <-p-1)————<—-p—-1)——— AL = fo(t
( ,U,Z) = (p )(nt V(S)q_l = (p )(nt \/(S)q_l +7t>0 f ( ,’LL)
De plus

Ur = VT*17+1 —la=De-1) _ 1 — Y;’L,

Donc, par théoréme de comparaison,
U; < }/t(S’L.

Donc, en faisant tendre ¢ vers 0, nous obtenons 'inégalité souhaitée.
Etape 3 : Majoration de Y,“. Montrons que I’on a la majoration suivante, pour tout ¢ € [0, 7],

ft> |

L 1 r I3
Y S(H‘T)L/\ME (/t (ns + (T = 5)Pvs)ds
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On considére une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire de paramétres (g,Y;ff‘E) avec
e €RY et

Y Vo
t = - .
9ty) = —pm— + T—1r + 7
On note ¥¢ la solution. Alors, par théoréme sur les équations différentielles stochastiques rétrogrades
linéaires,
1 5,L e ns Vo
— N S
Y =T, E(Tr_cYp™, +/t Iy ((T—S)P +’Vs) ds|Fi |,
avec

IS

&
~~

I

o)

>

ke}
S

i}
=3
—
~

|

[V
=
S =
N

I
7N
~
S
~
~~_
S

t
p
I, = —
¢ exp( ‘/OT—S

Or, pour tout y,b € Ry,

Donc, pour tout y,a € R, en appliquant I'inégalité précédente & b = a9 1,

(q—=1)p q q -1

a a

yf =—+ P yq7
p q p p

alty <
ie.
(p—1)y? — pa?ty +a? > 0.
Ainsi, pour a = (n, V&)(T —t)" 4,

Yy ne Vo
ANL < — =g(t,y).
+ < pT—t+(T—t)P+% 9(t,y)

yq
(ne Vo)t

Folty) =~ —1)

<7t

Donc, par théoréme de comparaison,

of _ . (T—t\" T-T+¢e\’ sL T=t /T —s\? [ n,vé
Y Szbf(T) EW\—7 ) Yr=t ] T (T—s)p+% ds
ft>.

Ainsi, en faisant tendre € vers 0, par théoréme de convergence dominée, nous obtenons

ft> |
ft> |

.

1 T—t
=Tyt <5PYT5’L5 + /t (s V 6+ (T — 5)Ps) ds

1 r »
S(Tt)PE</t (s VI + (T — s)Pry,)ds

Puis, en faisant tendre § vers 0,

5L
Yy

Y, < ﬁm ( / (s + (T — 5)P5)ds

De plus, d’aprés ’étape 1, nous avons

V£ < (T +1)L.

Donc
1

T—tp" </t (s + (T = s)"7)ds

Etape 4 : Construction de la solution avec condition terminale singuliére.

Yl <(1+T)LA

ft> |

La fonction L — Y, est croissante par théoréme de comparaison. De plus, grace a I’étape 3, nous avons
la majoration suivante indépendante de L
ft) |

T
vl < Tt (/t (ns + (T — 5)Pys)ds
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On peut donc considérer Y; la limite croissante des Y, quand L — +o0c. On a également, par inégalité
de Jensen conditionnelle,

2
1

T . 2 1 T )
mﬂf E</t (ns + (T —s) ’st5|]:t> SmE </t (ns + (T — s) ’7st>

avec, grace aux hypothéses du théoréme,

E (/tT(ns + (T - s)p%ds> < 4o00.

Donc, par théoréme de convergence dominée,

E((V")?) <

2
vl 9y,
" L—+4o

De plus, en faisant tendre L vers +oo dans l'inégalité obtenue & I’étape 2, on obtient 'inégalité suivante

1-p
1 T ds
E(fql—i_/t ng_l]:t> §Yt>

avec, comme —= € M (0,T),

7]‘1
T
d
E / e
¢ i

Ainsi, par continuité,

T
ds
ft> —E ( |
0 7Ms
T
E (/ ‘jfl
t Ms

Par conséquent, d’aprés 'inégalité précédente,

tods
.Ft)/ -1 :ZMt*At.
0 n

Ft) —>MT—AT:0.
t—T

o S
liminf(Y;) > €,
on a donc montré que Y vérifiait la condition finale singuliére.
Ensuite, pour construire Z, montrons que (ZL)LeRj; est de Cauchy dans M?(0,¢) pour tout ¢ € [0,T].
Soit 0 < s<t<TetN>LecN. Alors, d’aprés la formule d’Ité appliqué a (Y — Y£)2, nous avons
t ¢
(0 - YEP = (- vER e [N -y - vh - [aw - vk,

Donc, en utilisant les équations différentielles stochastiques vérifices par YV et Y'Z, on obtient

t
N -vEp e [z - 2 ar

— (N Y2 2 / W S YENZY — ZEdW,) 42 / W YR YY) - Y,

avec, pour le dernier terme, par décroissance de f=(r,y) en y,

[0 N N - e

< /t(YrN YO = fE Y N)dr = /t(YrN Y. ) (% AN =, A L)dr.

Pour le second terme, nous avons

E <</S(YT.N —YEy(zN —Z,.L,dWT>>t> ~E (/:(Y,.N — Y52 zN —Z,.L||2dr>
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t
< 4(1+T)’LE (/ |zN - Z£||2dr> < +00.

Donc / (YN —YEVzZN — ZE dW,) est une martingale issue de 0 en t = s, en particulier d’espérance

nulle °

e (| N PN - 7E, awy)) =o.

Par conséquent
t t
o[z -z} <m (o -vie s [z ziPar)

<E (VY - Y)?) + 28 (/tof,.N ~ Y0 AN = ALy )

De plus, d’apres I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour p = 1, nous avons également

. (0‘2.1% (/:(YTN _yIyz - ZTL,dWr>>> < O.E <</OA(YTN —YINZN - ZTL,dWr>>j>

:41@((Auxﬁ—yfﬁuzy—zﬂfm>é>.

On en déduit donc I'inégalité suivante

t
(s (0 - ¥22) <& (sup (v [ )2 - 2 ar)
0<s<t 0<s<t 0

t 3 t
< E((YN -Y5)?)+20,E <</ (YN —vly? ||va — ZTLH2 dr) >+2E (/ YN YY)y AN =4, A L)dr) .
0 0

Or, par inégalité de Young,
1 1 aP b
- +-=1=ab< —+ —.
p q p q

Donc, en appliquant cette inégalité avec

1

1 : N
vac o (V=¥ b= Vs ( [ |12 = 2|

p=2=qa=
on obtient

t 3 t
E </ (YN -vh?zN - ZTLHQ dr) < 1g ( sup (YV — YSL)Z) + C,E (/ |zY - ZTLHQ dr> .
0 4C7  \o<s<t 0

Par conséquent, en combinant les inégalités obenues, nous avons

E ( sup (VN - YSL)?)

0<s<t

t 3 t
<E((YN-Y}5)?)+2CE <(/ YN -y ZN - Z,,LH2 dr) >+2E (/ YN —YE) (3 AN =5, A L)dr)
0 0

1 t t
< ]E((Y;N—Y;L)Z)—i—iE ( sup (YN — YSL)2>+2012E (/ |z - ZTLH2 dr> +2E (/ YN —YE) (9% AN =~ A L)dr)
0 0

0<s<t

< 2B ¥R+ 58 (s (v =¥ ) rtact+2e ([ WY Y0 AN e A Dyir).
0

0<s<t
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Donc nous obtenons

B ( sup (v~ ¥2)?) < 2004200)B(07 Y2 ) +acact e ([ N VB AN — 3 Dyir).

0<s<t

puis, en notant Cy = 4(2C7 + 1),

e (sup (2 = ¥27) < B (0 2 + G [ (0 ¥ AN e A D)

0<s<t 0

De plus, d’apreés I'inégalité de Young avec

1 t
pzzzq,a—moiugt(wv YE) b7\/202/(%AN7%AL)dr,
2 s

nous avons

t t 2
E </ YN —YE) (v AN =4, A L)dr) < L]E ( sup (YN — YSL)2> +Cs5E (/ (v AN — v A L)dr) .
0 4Cy 0<s<t 0

Donc

B sup (v = ¥2?) < B v+ 3 sup (V2 - V2P ) 3B (( / o AN = A L)dr)2> ,

0<s<t 0<s<t

i.e., en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

E(bup (YN YL)) 4(3]2 (VN — YL))+4§ ((/Ot(%.AN—%./\L)dr)2>,

0<s<t

2012 t
< SR )+ R (foen N o n e
0

i.e., en notant Cs = 2 max(Cy, T?C3),

3

t

E ( sup (Y," — YsL)Q) < CeB((Y = Y5)%) + CoE </0

0<s<t

(W AN =~ A L)er) .

2
ory; “% v, done
L—~+oo

E(VY -Y")?)  — 0.

N,L—+00
De plus
Y AN — VTALNmmO,
et

|lyAN —~ ALl <2y e M*0,T).
Donc, par théoréme de convergence dominée,

2

t
E(/ ('yTAN—VTAL)) dr  — 0.
0 5
Par conséquent

IE( sup (YN —YSL)2> — 0.
0<s<t N,L—+o0

Or
t 1 t 2

E /(KN*YTL)(%ANf%AL)dT < —E( sup (V¥ -Y])? ) +CE /(’WAN*%/\L)dr :
0 40y \o<s<t 0
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Donc

t
N L o
B ([ 08 - YE) 0 AN = AL ) | .

Par conséquent, & partir de

t t
B( [Nz - 28 ar) < B (07 - v 22 ([ 00 - ¥ AN = A Dy )

et de

0<E (VN -Yh)? <E(su YN—YL2> — 0,
= ((t t))— Ogszt(s s) N,L—+oo

nous obtenons finalement

t
E (/ \zY -z dr) e

ce qui montre que (ZL)LGR*+ est de Cauchy dans M?(0,t) complet donc converge vers Z € M?(0,t). Nous

avons en particulier montré que (Y%) Lery est de Cauchy pour la norme E (sup(')2> donc converge, vers
0,2]
Y, donc
E < sup Yf) < +o0.
0<s<t
Terminons cette démonstration en vérifiant que le couple (Y, Z) vérifie bien 1’équation (7) souhaitée.
Nous avons, d’aprés la premiére étape, pour tout s <t < T,

L T (yhe g g

Y, =L/\§—(p—1)/ o= dr+/ (%/\L)dr—/ (ZE aw,),
t Nr t t

L T he g g

vi—rng-o-1 [ Sfars [Caoanir- [ zkam).

Donc

t (YL)q t t
i (p—l)/ e dr+/ (’yr/\L)dr—/ (ZE aw,),
L PSOYU
L—+oo

Ly Ly tya
/(T)drp—s> r_g
S

=1 7 Lt -1
Mr s Mr

avec la convergence presque stire uniforme sur [s,t], Y Y, donc

De plus
¢ t
/ (v A L)dr LN ~pdr,

L—+o00 Jg

et, par isométrie d’'Ito,

E ((/:(2,?@1%) - /:(ZT,dWT))z> =E ((/:(27? - ZT,dWr>>2> =E (/t zF - ZT||2dr> e

Donc il existe une extractrice ¢ : N — N telle que

t

t
/(Zf(L),dWr) 25z, aw,).

L—+oo s

Par conséquent, en faisant tendre L vers +o0o dans

() t () ! '
v -y — - [ L [ npmnar— [(ze®aw,),
s Mr s s

on obtient
v

t t t
yt_y,s:(p—l)/ qT_ldr+/ %dr—/(Zr,dWT>,

r

ce qui montre bien que le couple (Y, Z) est solution de 1’équation différentielle stochastique rétrograde
(7) avec condition finale singuliére. O
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Puis, comme pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades, nous avons un résultat de
type comparaison.

Proposition 4.2.1.4. Avec les hypothéses du théoréme précédent, la solution (Y, Z) est minimale : si
(Y’, Z’") est une solution positive de I’équation différentielle stochastique rétrograde avec condition finale
singuliére alors Y’ > Y.

Démonstration. Soit n € N et (Y™, Z™) les solution de I’équation différentielle stochastique rétrograde

avec condition finale £ An et générateur f(y) = y|y|?. Or I'équation différentielle stochastique rétrograde
1

1 q
de générateur f et de condition finale n admet comme solution (((Tt)—I—1> ,0). En effet
EAC I nt

et

(b)) = Gt ) = o)™

Or £ An < n, donc, par théoréme de comparaison,

. 1
Y < (1)q < n
q(T—t)—FW

Puis, pour 0 <t <s<T,
— . S . s _
Vi-Yi=Ve-Veoo [ @ -y [ @ - 22w,
avec
n w siY,—-Y"#0
0 siY,—-Y"=0
Le processus o est progressivement mesurable, positif et, par inégalité des accroissements finis,

a" < (1+q) (Y, vy,

Alors, par linéarité et monotonie du générateur (r,y) — aly,

Y, -V, =E <(YS —Y)exp (—/ a?dr) ‘]—}) :
t

Ainsi, en passant a la limite inférieure et en utilisant le lemme de Fatou conditionnel,

¥, — Y7 — liminf (E ((ys Y exp (— / a?dr) ‘E))
s—T t
>E (liminf ((YS —Y)exp (— / afdr) ’ft)) >0
s—=T t

car les conditions terminales des processus vérifient
E—&ENANn>0.

Par conséquent, Y étant la limite des Y™, nous obtenons Y > Y. O
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4.2.2 Utilisation en liquidation d’actifs financiers

On considére un investisseur avec un actif financier dont la stratégie est noté (z)¢cjo, 7] et dont la
quantité initiale est gg. On a alors

t
Ty = qo —|—/ z.ds.
0
On suppose de plus que l'investisseur souhaite liquider son actif & I'instant final T i.e.
rr = 0.

Cependant la volonté de vendre son actif impacte le prix de celui-ci, la relation entre l'offre et la de-
mande varie donc la valeur de actif également. On suppose que I'impact au temps ¢ est de la forme
msign(z}) |z, [P~ avec (nt)tefo, ) Processus positif progressivement mesurable et que le cott li¢ a I'impact

de la stratégie x est
T
/ e |y |Pdt.
0

De plus dans un tel probléme il y a un risque associé a la taille du portefeuille qui va étre interprété par

un terme de la forme .
/ Yt |1't |pdt7
0

avec (Vt)ieo,7] Processus positif progressivement mesurable. En effet I'investisseur ne va pas avoir le
méme impact sur le marché s’il s’agit d’une société internationale ou d’une petite entreprise. En somme,
I'investisseur cherche donc & minimiser la fonctionnelle

J(z)=E (/0 (el P + el |P) dt)

sur ’ensemble des processus progressivement mesurables x absolument continus par rapport a la mesure
de Lebesgue tels que zg = g et 27 = 0.

Définition 4.2.2.1. On définit Ay ’ensemble de ces processus et

= inf J(z).
v )

Lemme 4.2.2.2. Nous avons ’égalité suivante

v= inf J(z) = inf J(x),

z€Ag x€Dg
avec Dy 'ensemble des processus x € Ag a trajectoires décroissantes.

Démonstration. On considére x € Aq et

T, = Oréljrglt(xs) V0.

Alors z est un processus progressivement mesurable & trajectoires décroissantes et absolument continues
par rapport a la mesure de Lebesgue car, pour A-presque tout ¢ € [0, T,

2 = T3 lig,—g -
De plus, comme qp > 0 et zp = 0,

To=x0=qo, zp= min (zs)V0=0.

0<s<T
—_———
<0
Ainsi
T e Do.
Nous avons également
z<uz,z <2

100



Donc
J(z) < J(x).

Par conséquent, en utilisant également le fait que Dy C Ay,

inf J(z) < inf J(z) < inf J(z),

z€Dg zeAg €Dy
d’otl le résultat souhaité. O

Théoréme 4.2.2.3. Avec les hypothéses du théoréme, nous avons que le minimum de J est
v = Yo|qol?,

et la stratégie optimale minimisant J est donnée par

t sy \97t
x; = qoexp —/ <8> ds | .
0 Ns

Démonstration. Procédons en deux étapes.

Etape 1 : Optimisation avec une condition finale L € R .

On considére le couple (Y%, Z%) solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde avec condi-
tion finale L comme dans la démonstration précédente. Pour simplifier on suppose gg = 1. On note

Y =wAL, g(z) =z,

t YL q—1
xf_exp</<s) ds |,
0 Ms

t
M} =pY ()Pt +p/ v (zk)Pat.
0

Alors, par formule d’It6, nous avons
dM{ = p(ay )P~ Y + p(p — V)Y (af )P~ 2day + pri (e )P~ dt,

avec

Ay = ((p =1 " () —oF) dt + (2F,aw)

et
daf = —xin; T (V)T dt.

Donc, aprés simplification,
dM = p(af )P~ HZ [ dW).

Or, par isométrie d’Ito et comme 7 < 1 et ZL € MLQ(O,t),
¢ 2 ! 2
E((M*);) = p°E (/ (z£)*P= D || ZF|| dt> < p°E (/ 1 ZE| dt> < +00.
0 0

Ainsi M* est une martingale de carré intégrable.
Soit € A i.e. x: Q x [0,7] — R progressivement mesurable & trajectoires absolument continues et tel
que zg = £ = 1. On considére

0, = xtL — 2.

Alors 0y = 0 et on peut supposer que x est a trajectoires décroissantes d’aprés le lemme précédent. Alors
16:] < [arf | + || < 2.

1 1
De plus nous avons, comme — + — =1 1i.e. ¢ = .

q p—1

t
mg (xr) = —pmlar P71 = —pilafn, THYE)ITH P = —pY (e = p/ v (abyrtds — M},
0
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et la convexité de g implique

et
glay ) —g(ay) < ¢'(xf )z — ) = ' (aF )0

Donc, par intégration par parties,
T ) T , , T t
[ o) = stetnar < [ng @t ey = [ (v [ oEErtas - 2t ) an
0 0 0 0
T

t T
= [(p/ 'ySL(xSL)p_lds — MtL) Ht] — / 0, (p%L(xtL)p_ldt — thL)
0 0

0

T T T
— (o [ ehytas— k) or - [Coptbr s [ o,
0 0 —_— 0

=vtg'(zf)

=—pYf (ep)P ==Y g' (2})

i.e., comme Y = L,
T , T T
/ ne(g(al ) — g(e}))dt < Ly (zh)0r + / 6,00} — / kg (21 Budt.
0 0 0

Or MT est une martingale de carré intégrable et @ est borné, donc / 0, dM; est une martingale issue de
0
0 donc d’espérance nulle. Par conséquent

T T
E (/0 me(g(zl") g(fﬂi))dt> <-E (Lg’(w%)GT +/O %Lg’(wf)@tdt>

Ainsi, en notant

nous obtenons
JE(l) < TR (2).
Par conséquent
vl = irengL(x) = JE @) =Y,

avec la derniére égalité étant justifiée par la formule d’Ito,

T T T
(k) — Y = / A(VE(EyP) = / (Y + / YiEd((«h))

= [ (OB sttty )i [tz am

U
/ v\
@ty = ((n) x,%) ,

T ’
Vi —E ( [ ety oty + L(mw) o

et

d’ol
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Etape 2 : Cas avec contrainte sur x.

On considére
try q—1 t
Ty = exp —/ <5) ds| € A, M, = thxf_l +p/ Y2l tds > 0.
o \7s 0

Alors, comme précédemment par formule d’Ito,
dM; = P~ Z,, dW,).

Ainsi M est une martingale locale positive sur [0,7[ donc en particulier une sur-martingale. De plus,

comme E < sup |YS> < +o00, x est borné et v € M?(0,t) € M*(0,t), M est bornée dans L'(Q). Par
0<s<t

conséquent, par théoréme de convergence sur les sur-martingales, il existe Mp_ € L'(Q) tel que
My L5 My
t—=T

. PS . e s
Puis, comme Y; —T> 400 et d’aprés la définition de My,
t—

1
My —p [fyar=ds \ 7" 7T
0<mt:< P o vk S) <(Mt>p P50

PY: pYi =T

Donc zpr = 0 ce qui montre que = € Ay.
Puis, comme & ’étape précédente, par formule d’Itd, nous avons

t t s
Via Yo = [ dtVaat)ds = = [ (lal)? +ruatdds + [ a2(z..aw).
0 0 0

Or Z € M?(0,t) et x est borné, donc
t
E (/ x§<zs,dws>> ~0.
0

vo-g( [ (el + eayis ) +B1ia) > E [ (e +uat)as).

Par positivité nous pouvons appliquer le théoréme de convergence monotone pour obtenir en faisant
tendre t vers T'

Ainsi .

Yo > E (/O (s ()" + vsw’s’)d8> =J(z).

Or, pour tout T € Ay, nous avons Ty = 0 et %L < 7 ce qui donne

T T
JH(@) =E ( / (e L P + [Tl dt + Lml”) <E ( / (mzIP + wtmdt) — J(@).
0 0

Donc
v=_inf J(z) > inf J*(z) = o* =Y.
TEAD TEAQ
D’ou, en faisant tendre L vers +oo,
v Z YQ.

Finalement, comme z € Ay,

ce qui montre le résultat souhaité. O
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Remarque 4.2.2.4. Dans le cas d’une liquidation linéaire, nous avons

T—1 x,:_@
T 't T

Tt = (o
Ainsi

P T
J(x) = %E (/0 (e + (T — t)”%)dt> ~

Nous obtenons donc, grace au théoréme précédent, 'inégalité

T
Yy < %E </0 (e + (T = t)p%)dt> .

Exemple 4.2.2.5. Si T = 1,1, = (1 —t)?, avec B € [0,1], 7+ = 0 et p = ¢ = 2 alors l’équation
différentielle stochastique rétrograde avec condition finale singuliére se réécrie en

Y2
dY, = —Lt —dt + Z,dW,, Y= )
t EE + ZiaWy, 1=+

On cherche une solution déterministe de la forme Y; = ¢ (1 — t)ﬁ*1 ,Zy =0, avec ¢ € R. Alors

v,
dt

thz

— 2(1 _ $)B—2 —
(1_t)5—c(1 )" 7% Y1 = 4o0.

=—c(B-1)(1-1)"2,
Donc la solution est donnée par
Y,=—-(B-1)(1 -1’1,z =0.

Ainsi, d’aprés le corollaire précédent,

i =we (- [ 00 —awew (-1 [ 122 =wew (<6 - 10 - 9)) w007

et
v=—(B-1)q¢

Exemple 4.2.2.6. Si maintenant 8 € [1, +oo] alors le raisonnement précédent ne s’applique plus. Ce-
pendant si x; = (1 —1)* avec o € R alors

2

1 1
J(x) = 2t = 2/ L)t 2g = %,
(z) /0 e “ 0 ( ) 200+ —1 a—0

mais il n’existe pas de stratégie x € Ay atteignant cette valeur.

4.2.3 Second exemple avec le calcul de Malliavin

Nous étudierons dans cette section un autre exemple d’équation différentielle stochastique rétrograde
plus particuliére. Nous nous concentrerons sur la démonstration du résultat faisant intervenir le calcul
de Malliavin par le biais de la section 4.1.2. Les autres démonstrations se trouvent dans article [9]. Soit
q € R% et £ une variable aléatoire quelconque. Alors on considére I’équation différentielle stochastique
rétrograde avec condition finale singuliére £

dY, = Y,|Y|%dt + (Zy, dW,). (9)

Nous avons alors comme précédemment le résultat d’existence d’une solution suivant.

PS
Théoréme 4.2.3.1. On suppose & > 0. Alors il existe un couple de processus stochastiques progres-
sivement mesurables (Y, Z) a valeurs dans Ry x R? solution de 1’équation différentielle stochastique
rétrograde (9) avec condition finale singuliére £. De plus

1. pour tout ¢ € [0, 77,

QN

Yo < (T - 1), E( 0 ||zr|2dr)s<q<T—t>>— ,
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2. Y est a trajectoires continues sur [0, 7] et

PS Bs
Y} — YT— 2 57
t—T

T
E (/ (T —r)e Z,||2dt> <8¢ .
0

Nous pouvons alors nous demander si la propriété 2 du théoréme précédent est une égalité i.e. si
la solution Y est continue au temps ¢ = T'. Sans utiliser le calcul de Malliavin nous avons les résultats
suivants.

3. Z satisfait

Proposition 4.2.3.2. Sur 'ensemble {£ = +o0}, nous avons la convergence P-preque siire

1 pPS _1
[ —t)aY, — q,
( t) ¢y Tq

On considére la solution de I’équation différentielle stochastique
dXt = b(t,Xf)dt+U(t,Xf)de, Xo =T, (10)

ot b:[0,T] x R™ — R™ et o : [0,7] x R™ — R™*4 horéliennes vérifiant les hypothéses de lipschit-
ziennité et de croissance : il existe K € R tel que, pour tout ¢t € [0,7] et (z,y) € R™ x R™,

[16(t, @) = bt y)|| + [lo(t, 2) — o(t, y)ll < Klz =yl [|b(E, 2)|| + [lo(t, 2)[| < K(1+ []).
Définition 4.2.3.3. On définit hypothése (H) suivante : il existe g : R™ — R tel que
£ =9(Xr),
avec Fi, := {g = +o0} fermé et pour tout compact C' C R™\ F,
9(Xr)le(Xr) € LY(Q).

Théoréme 4.2.3.4. On suppose 'hypothése (H) et ¢ > 2. Alors le processus Y est continu en T :

Puis, pour traiter le cas ¢ < 2 nous allons avoir besoin d’hypothéses supplémentaires et d’utiliser le
calcul de Malliavin avec la représentation Z; = D,Y;.

Définition 4.2.3.5. On définit les hypothéses sur les paramétres b et o :
— (B) il existe K € R tel que, pour tout t,x € [0,7] x R™,

16Ct, )| + llo(t, 2)[| < K,

— (D) pour tout 4,5 € [1,m],

€ L>=([0,T] x R™*™),
— (E) o' est uniformément elliptique i.e. il existe A € R% tel que, pour tout ¢ € [0,T] et z,y € R™,

2
fyoto(t,x)y = (oto(t,z)y, y)rm > A ylI” .

Définition 4.2.3.6. On définit I’hypothése (H’) suivante : (H) et g : R™ — R, est continue et, pour
tout M € R, g est lipschitzienne sur Oy := {|g| < M}.

Théoréme 4.2.3.7. On suppose les hypothéses (B), (D), (E), (H’) et ¢ € ]0,2]. Alors le processus Y
est continu en 7' :

P
A
t—T
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Démonstration. Procédons en plusieurs étapes.
Etape 1 : On suppose £ = h(X7) avec h lipschizienne bornée.
Soit ¢ € C2(R™). Alors il existe 1 : ]0,T] x R™ — R borélienne telle que, pour tout ¢ € 0, T,

E(|Yiy(t, X¢e)|) < +00,E ((Zi, Vo(Xy)o(t, Xy))) = —E(Vib(t, Xy)),
et 1) est donnée par la formule

d

lt,5) = (Vi) o) 20

d
+tr(Hy(@)o'o(t,2)) + Y (Vela), (Voi)o)(t, @),

i=1
avec p(,-) la densité de X;.
En effet, d’aprés le théoréeme 3.2.2.2,

XreDb®,  sup E ( sup HDiXsHp> < +o0.
0<r<t r<s<T

En particulier, en utilisant la régle de la chaine et le caractére borné de h,

T
/ E(|| Do€]|?)d6 < +00
0

Puis, comme h est lipschitzienne, d’aprés la remarque 1.2.1.24,
¢ = h(Xr) € DM

Notons M une borne de la fonction h. Alors Y est également bornée par M. Ainsi le générateur de
Péquation différentielle stochastique rétrograde est une fonction déterministe f € C2°(R) tel que, pour
tout y € [0, M],

fly) =yo*t

Toutes les hypothéses du théoréme 4.1.2.4 sont donc vérifiées et on obtient
Z! = DY, = lim D'Y,.

r—s—

Ainsi
d

B((%, Vel X0)o(t, X,))) = B(UDLY:, Vieo(t, X0))) = Y E(D¥i(Vipo)s(t, X0).
On consideére, pour ¢ € [1,d],j € N* et r € [0,T7,
vl (r) :J']l[t,%t] (r)ei,

et )
va}/; = <DY%, U;>L2([O7T],Rd) .

Alors, par intégration par parties avec F' =Y;, G = (Vo);(t, X;) et h = v,

E (DUYi(Veo)i(t, X)) = E (Y(Veo)i(t, X)W (1)) — E (Y D((T0)i(t, X0)), 0}) 1o 1))

_E (yxwff)i(t, xo [ v;‘»(r)dwr> — B (VD" (Veo)ilt, X1)
avec, par définition de vé,
E (Yt(Vgoa)i(t,Xt) /OT vé(r)dWT> = JE (Yi(Veo)i(t, Xo) (Wi =W, ).

Alinsi, en utilisant 1article [§],

T t 1 ANV
E (m(vW)i(am / vé(r)dWT> __E (mww)i(t,xt)j /| ‘Ww) .
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On obtient finalement en faisant tendre j vers +o0o et en utilisant des arguments d’équations aux dérivées
partielles (grace aux hypothéses sur b et o),

div(po;)(t, X3)

E(D}Y;(Vo)i(t,X;)) = —E (Yt(WU)i(Xt) p(t, Xy)

) —E (Y.Di((Veo)i(t, X1))) ,
avec, d’apres la régle de la chaine et ’équation différentielle stochastique (10) vérifiée par X,
Dy((Vo)i(t, X1)) = V(Vpo)i(Xe) Dy Xy = V(Vea)i(Xi)oi(t, X¢)
= ("cH,0)ii(t, Xt) + (Ve (Vo;)ai) (t, Xt).
Finalement on obtient bien I’expression
E((Ze, Vo(Xi)o(t, X¢))) = —E(Yip(t, Xy)).
Etape 2; Appliquer ce résultat a (Y™, Z", ¢).

On considére (Y™, Z™) solution de la méme équation différentielle stochastique rétrograde (9) mais avec
comme condition finale

Y7 = (9 An)(Xr).

Or g A n est bornée (par n) et K, 41-lipschitzienne si 'on note

lg(z) — g(¥)|

K, :=sup{ o=y

,9(x) vV gly) < n}.

En effet, par 'hypothése (H’), (K, )nen est une suite croissante de réels positifs, et de plus, pour tout
z,y € R™,
— si g(z) V g(y) < n alors

(g An)(@) = (g An)(y) = lg(x) — 9(y)| < Kulo —y| < Knialz =y,
— si g(x) A g(y) > n alors
[(gAn)(z) = (gAn)(Y)] =0 < Knpalz —yl,
— sig(y) <n < g(x) alors
(g An)(x) = (g An)(Y)l =n—g(y) < Knprd(y, {z € R, g(2) 2 n}) < Koy — ],
car, pour z € R™ tel que n < g(z) < n+ 1 (existe par continuité de g),

9(2) — g(y) P

y| < Knyalz —yl,
|z —

n—g(y) <g(z) —gy) =

d’ou le résultat en passant a la borne inférieure sur z.
On peut donc appliquer ce qui précéde avec (Y™, Z™) et ¢ pour obtenir

E((Z, Ve(Xi)a(t, X)) = —E(Y;")(t, X))
Or, d’aprés la formule d’Itd appliquée a Y;*¢(X;), nous avons
T
Vi) = Y0+ [ G007 07 a8 [ (2 Vel ot X
t

avec, grace a la formule d’Tto, I'équation différentielle stochastique (10) vérifiée par X et la définition de

L,

0 1 0 o
Ae(X) = Y s2 (X)X + 5 3 T (X)X, X,
i=1 " 1<i,j<m 7
zm: (r, X, )dr + {oi(r, X,.), dW})) —}—1 Z 32<p ZO’ r, X, )ok(r, X, )dr,
— \ly Ar), r 21<ij<maxi8$3 zk jk
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Ap(X,)) = (VoX,), b{r, X,))r + (Vi X,)o (1, X ), VW) + 5tx( (X )o'o (r, X))

= L(p)(Xy)dr + (Vo(Xp)o(r, X)), dW:),

d’oul I’expression

T T T
Y2(Xr) = Yip(X,) + / (20, V(X))o (b, X,))dr + / P(X,) (V) Hadr + / Y7 L(0) (X, )dr

T T
T / P(X )20, dW,) + / (Vo(X,)o(r, X,),dW,).

Ainsi, en appliquant ’espérance et en utilisant le fait que I'intégrale stochastique est une martingale issue
de 0, il ne reste plus que

E(YPo(Xr)) = E(0(X,)+E ( / (. w<xr>o<t7xt>>dr> +E ( / so(ern")lﬂdr) 1E ( / m«o)(XT)dr) .

Donc, en utilisant le théoréme de Fubini et ce qui précéde,

T T T
E(VPo(Xr)) = E0o(X,)-E < / Yru(r, X»dr) +E ( / so(Xr)(n”)”qdr) IE ( / Yﬁc«o)(mdr) ,

avec, par définition de L,

T T T
E (/t yrnﬁ(go)(Xr)dr> =K (/t Y (Ve(X,),b(r, Xr)>dr> + %]E (/t Y, "tr(Hy, (X, )oto(r, Xr))dr> .

Etape 3 : Continuité de Y en T'.
D’aprés 'hypothése (H), Foo = {g = +00} est fermé, donc FS = {g < +oo} est ouvert, il existe donc
un ouvert borné U de R™ tel que

U C FS ={g < +oo}.
On considére ¢ € C%(R™,R;) tel que

Prm\u =0, ¢ > 0.

On considére également a € }2 (1 + %) ,+0o0 [ Alors, en appliquant ce qui précéde avec ¢ = ¢,

E(Y7 o (X)) = E(Y¢(X:)) + E (/ »* (X Y”)1+qdr> +E (/ Y. o (r, Xy )dr )

avec

Yalt,) = (V(6) (), b(t,2)) — %tr(Hw(x)oto(t,w))

d . d
7-2 <(V(¢a)($)0(t,x))i le( ( (t x ) Z VJZ(t I)Jz(t I))>

Soit € € ]0,T] etp:1+%.
Or, pour les deux premiers termes, d’aprés les hypothéses (B) et (H),

¢7o¢(p71)|<v(¢a)’ b(ta .)>|p’ %Qbia(pil) |tI‘ (H¢"Jt0(t7 )) |P € LOO([OaT] X Rm)

De plus a > 2 (1 + %) = 2p, dong, pour le dernier terme, en utilisant les hypothéses sur o et le fait que
© est C?a support compact,

d p

d
Z<v(¢a)7 VJi(tv ')Ui (tv )> < sz¢_a(p_1) ‘ <V(90a)7 Vo; (t7 ')Ji(t7 )> ‘p

=1 i=1

¢—a(p—1)
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d
< Cpy ¢ PV V()" Vit Jou(t, )" € L=([0,T] x R™).
i=1

Enfin, pour le troisiéme terme,

—a(p—1) - N (t. - le(pO'J(t,) ’ = PP §p ol(t.- 7le(pUz)(t7) ’
g ;(V(¢ ol ) p(t,-) i i:l(V(b ) p(t,-)
— a6 | (Voo i (4l (t) + o6, Vp(e. ) p
= - ol(t,-))q 1w(o;)(T, p(t,-) o0;\t,+), VPIT,
Ainsi, par convexité,
—a(p—1) - N (t. - le(pO’z)(t,) !
67 DVt ) R ‘
|vp(t7)|p

d d
< aP(2d)P71Y ¢*P|(Vool(t,))idiv(oi) (¢, )P + P (2d)P 1Y o™ P|(Voo(t,-))ioi(t, )[? RO
i=1 i=1 ’

Le premier terme appartient & L°([0,T] x R™) car aw — p > 0, ¢ continue a support compact et d’aprés
les hypotheéses sur o (lipschitziennité et (B)).
Pour le second terme la densité p vérifie d’aprés Uarticle d’Aronson [2]

exp (—C—ly;‘ﬂ) C exp (—7‘@’5?2)
BTSN < P(Sal/) < e )

et ¢“7P est a support compact K, donc le minimum de p existe sur [e,T] x K et est positif, ainsi le
numérateur est contrdlé, de plus pour le dénominateur % satisfait une condition de Holder en x d’aprés

k2
les résultats sur les équations aux dérivées partielles. Par conséquent

Zp:(v(¢>°‘)a(t, ) et )

¢—Oé(p—1)
i—1 p(t7 )

€ L®([e, T] x R™).

Finalement nous avons bien, d’aprés ’expression de v,
¢~ PV, |P € L®([e, T] x R™).

Ainsi, pour tout ¢ € [¢,T],

T T
E ( / m"wamxr)dr) ~E ( / m"w-”(Xrn|¢-a<p-1>wa<r,Xr>|dr)
t t

T
n ga(p—1)
OoE(/ ¥ (Xr>dr>.

< e

Donc, par inégalité de Holder avec 1 + ¢ et 1_; = 1%:‘1,
T+q
1
T . T 1+g
E (/ |an¢a(7’a Xr)|d7’> < Hgb*&(pfl)WJ(X‘PH (T—t) T4 <]E </ |(an)1+q¢a(l71)(1+Q)(X7>)|dr>> ,
t o t

avec 1+ 1
q
(p—l)(1+q)=T=1+a

Donc, comme ¢ est bornée, il existe une constante C' € R telle que

1

T T 1+gq
E</ Iiﬁwa(r,xﬂld?") §C<E < / lm")“%%xgldr)) '
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De méme il existe une constante C' € R, tel que, pour tout t € [¢, T],

B(1¥7 ot X)) < O (B((7) 6% (X)) ™7

Utilisons a présent la relation

E(YZ¢*(X7)) = E(Y,"¢*(X})) —HE( / ¢ (X Y")1+qdr> < /t Yr"z/Ja(r,Xr)dr>.

En particulier

E(Y7 % (Xr)) —E(Y"9% (X)) = </ P (X)(Y,") 1+da> E(/ K"%(ﬁXr)dT)

Or
Y7 ¢%(Xr) < 9(Xr)o™(X7)

et, comme ¢ est a support dans {g < +oo} et d’aprés I’hypothése (H),
E(g(X7)¢* (Xr)) = E(9(X1)¢™ (X7)17(X1)) < ||8ll5 E(9(X1) 1g(X7)) < +o0.

De plus Y* vérifie
0 <Y < (o(T —e))7s.

Donc )
0 <E(Y'¢%(Xe)) < |19l (a(T =€) =,

Ainsi il existe C € R% indépendant de n tel que
E(Y7r¢®(Xr)) — E(Y'¢% (X)) < C.

Or, d’aprés ce qui précéde,

1

E(/ m"wamxrndr)sc(E (/ <n">1+q¢a<xr>dr)> B

Donc, en utilisant cette inégalité dans I'inégalité suivante,

(/ o™ (X,)(Y™) 1+qdr> = (/ o (X,) (Y™ 1+er>+E (/ Y, b (1, X, dr> </ Y, "o (1, X, )d )

— E(Y6° (Xr) — E(Y76°(X.)) — E ( / Y a(r, X»dr) <C+E ( / Y 4o, X»dr)

(/ o™ (X,)(Y,") 1+er> - ( (/ ™ (X)) (Y 1+th>>liq <C.

Or {zr eRy,x— Cxmha < C'} est borné car

nous obtenons

1
r—CxT+d ~ 1z — +Hoo>C.
T—400 T—r+00

Donc ¢%(X)(Y ™)'+ est une suite bornée dans L (2 x [, T]). De plus il s’agit d’une suite croissante vers
¢*(X)Y*4 donc, d’aprés le théoréme de Beppo-Levi,

¢ (X)YH e LN Q x [¢,T)).

Q=

Par conséquent, comme Y est borné sur [0, ¢] par (¢(T —€))” ¢, nous avons

T
E (/ leﬂngO‘(XT)dr) < +o0.
0
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Pour terminer on considére § € C?(R%, R ) a support compact inclus strictement dans F<, = {g < +oo}.
Il existe ¢ comme précédemment telle que

0] < Co™, VO < Co™1, | Ho|| < Co 2

Alors, pour ¢ € [, T],

E((EANn)O(XT)) = E(YF0(X7)) = E(Y,"0(X,)) —HE(/ 0(X (Y")1+er>+ﬂa</ Y0 rX)d>

avec

. d
Ot z) = (VO(x Z < ))idl\f(p(t,x)a)i(t,»”c)));tr(Hg Z ), Vo(t,x)o;(t, x)).

p(t,z

i—1 =1

Ainsi, par en faisant tendre n vers +0o, on obtient grace au théoréme de convergence dominée justifié
par les inégalités précédentes indépendantes de n,

T T
E(¢0(X7)) = E(Yr0(X7)) = E(Y;0(X;)) + E (/ G(XT)YTqur) +E (/ Y,0(r, Xr)dr> .

Puis, en faisant tendre t vers T', on obtient également
E(¢0(X 7)) = limE(Y;0(X;)) + 0.
t—=T
Ainsi, par lemme de Fatou,

E(€0(Xr)) = liminf(E(Y,60(X,))) > E (liminf(¥;)6(Xr) ) .

Or, d’aprés le théoréme 4.2.3.1, nous avons déja
_ PS
lim (V) > g(Xr) = ¢
t—=T
Donc l'inégalité précédente est une égalité
E(¢0(Xr)) = E ( Jim (Vi)(X7) )
t—=T

D’ou, P-presque stirement sur {g < 400},

lim (¥)) = ¢,

t——+oo

ce qui montre bien la continuité de Y en T O

4.2.4 Adaptation de I’utilisation précédente

On se demande dans cette section si 'on peut comme a la section 5.2 quelle fonctionnelle va étre
minimiser si on change I’équation différentielle stochastique rétrograde de la section 5.1 en celle de la
section 5.3. Dans la section 5.2, la fonctionnelle & minimiser était

J(z)=E </0 (1] P + ’)’t|93t|p)dt>

qg—1
e[ (2))

ou £ = xg et Y est solution de I'équation différentielle stochastique rétrograde avec condition terminale
singuliére Y = +o00

avec comme minimiseur

Yq
dYVt = (( — 1)77q — ’Yt) dt + <Zt7th>.
t
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Proposition 4.2.4.1. La fonctionnelle
T
J(z)=E / |} [Pt
0

1 t
x; = Eexp (— qudzs) ,
p—1Jo

avec Y solution de ’équation différentielle stochastique rétrograde avec condition terminale singuliére de
la section 5.3

est minimisée par

dY, = Y dt + (Z,, dW,).

Démonstration. Pour transposer le probléme des sections 5.1 et 5.2 a la section 5.3, on passe de g a ¢+ 1
et on suppose
Y= 07
et .
m=(p—1)"%.

La fonctionnelle & minimiser est donc

T
J(@)=(p—1)"7E (/0 $§|pdt> ,
T
J(z)=E (/0 |xt|pdt> ,

Les processus 7y et n étant déterministes et constants, ils vérifient directement les hypothéses de la section
5.1. Ainsi cette fonctionnelle est minimisée par

Q=

ie., comme (p—1)"<« >0,

t

1
¢ = exp (— Y.fds) .
p—1Jo
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