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Résumé

Le but de ce mémoire est d’introduire les notions importantes du calcul de Malliavin puis d’expli-
quer certaines de ses applications, notamment pour comprendre les solutions d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades.

Dans la section 1, nous commencerons par définir la dérivée et la divergence de Malliavin. Il s’agit
de deux opérateurs opérant sur des espaces de variables aléatoires, servant à généraliser le calcul des
variations des fonctions déterministes aux variables aléatoires. Il y sera également développé les propriétés
essentielles de ces opérateurs, comme par exemple la règle de la chaîne pour calculer la dérivée d’une
composée ou la formule d’intégration par parties. Nous donnerons davantage de détails sur ces opérateurs
dans le cadre L2([0, T ]). En effet il s’agit du cadre le plus usuel pour étudier la dérivée de Malliavin d’un
processus stochastique. Ces résultats et leurs démonstrations suivent l’approche de David Nualart dans
son livre [6]. Il explique également quelques utilisations du calcul de Malliavin, comme obtenir une
expression simple du générateur du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, ou encore quelques applications
dans un modèle financier. Ces résultats seront détaillés dans la section 2.

Historiquement, Paul Malliavin introduisa sa notion de calcul de Malliavin afin d’obtenir des critères
de densité pour une variable aléatoire ou une solution d’équation différentielle stochastique. La section 3
expliquera donc qu’il existe des critères de densité, ou de densité régulière, d’une variable aléatoire. Nous
obtiendrons également, sous conditions, la dérivabilité de Malliavin d’une solution d’équation différentielle
ainsi qu’une équation différentielle stochastique vérifiée par la dérivée de Malliavin de celle-ci.

Pour continuer avec les équations différentielles stochastiques, nous développerons en section 4 les
équations différentielles stochastiques rétrogrades, où l’on fixe la condition finale et non la condition
initiale. Ces équations ne peuvent être résolues par changement de variable t 7−→ T − t comme dans le
cadre déterministe car nous cherchons des solutions adaptés à une filtration, qui n’est en particulier pas
stable par ce changement de variable. Pour résoudre ce type d’équation différentielle, nous avons besoin
d’introduire un processus stochastique supplémentaire qui va justement servir à adapter la solution à la
filtration. Le calcul de Malliavin va alors servir à comprendre ce processus comme la dérivée de Malliavin
de la solution. Nous pourrons utiliser ce résultat en mathématiques financières, plus précisément dans le
cadre d’une liquidation d’actifs financiers afin d’obtenir une stratégie optimale. Il s’agit d’une situation
où un investisseur souhaite vendre ses actifs mais il ne doit pas le faire n’importe comment afin de limiter
sa moins-value. Cette utilisation du calcul de Malliavin a été réalisée dans les articles d’Alexandre Popier
[9] et de S. Ankirchner, M. Jeanblanc et T.Kruse [1].
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1 Introduction de la dérivée et de la divergence de Malliavin
Dans cette section, nous allons introduire les notions importantes de ce mémoire que sont la dérivée

et la divergence de Malliavin. Pour se faire nous allons avoir besoin de prérequis concernant la décompo-
sition en chaos de Wiener de variables aléatoires de carré intégrable. Nous considérons donc un espace
probabilisé (Ω,F ,P).

1.1 Processus isonormal et décomposition en chaos de Wiener
1.1.1 Dans le cadre général

Nous nous plaçons dans le cadre général avec H un espace de Hilbert séparable et nous allons
considérer un processus stochastique avec de bonnes propriétés pour obtenir la décomposition en chaos
de Wiener sur L2(Ω,G,P), avec G la tribu canoniquement associé à ce processus.

Définition 1.1.1.1. On dit qu’un processus stochastique W = (W (h))h∈H est un processus gaussien
isonormal si W est un processus gaussien centré tel que, pour tout h, g ∈ H,

E(W (h)W (g)) = 〈h, g〉H .

Une première propriété d’un processus gaussien isonormal est la suivante :

Proposition 1.1.1.2. L’application

H −→ L2(Ω,F ,P)
h 7−→ W (h)

est linéaire. De plus il s’agit d’une isométrie linéaire de H sur un sous-espace gaussien W (H).

Démonstration.
1. Linéarité : Soit λ, µ ∈ R et h, g ∈ H. Alors, après développement du carré et isonormalité de W ,

E((W (λh+ µg)− λW (h)− µW (g))2) = E(W (λh+ µg)2) + λ2E(W (h)2) + µ2E(W (g)2)
−2λE(W (λh+ µg)W (h))− 2µE(W (λh+ µg)W (g))
+2λµE(W (h)W (g))

= ‖λh+ µg‖2H + λ2 ‖h‖2H + µ2 ‖g‖2H
−2λ〈λh+ µg, h〉H − 2µ〈λh+ µg, g〉H
+2λµ〈h, g〉H

= ‖λh+ µg‖2H + λ2 ‖h‖2H + µ2 ‖g‖2H
−2λ2 ‖h‖2H − 2λµ〈h, g〉H − 2λµ〈h, g〉H − 2µ2 ‖g‖2H
+2λµ〈h, g〉H

= 0.

.

D’où, dans L2(Ω,F ,P),
W (λh+ µg) = λW (h) + µW (g).

2. Sous-espace gaussien : Pour tout h ∈ H, W (h) est gaussien centré par hypothèse, donc W (H) est
un sous-espace gaussien.

3. Isométrie : Soit h ∈ H. Alors

‖W (h)‖22 = E(W (h)2) = 〈h, h〉H = ‖h‖2H .

Puis, pour obtenir d’autres propriétés sur le processus W , nous allons avoir besoin d’introduire les
polynômes de Hermite.

Définition 1.1.1.3. Le 0-ième polynôme de Hermite est défini par H0(x) = 1, et, pour n ∈ N∗, le n-ième
polynôme de Hermite est défini par

Hn(x) =
(−1)n

n!
e
x2

2
dn

dxn

(
e−

x2

2

)
.

Il s’agit bien de polynômes ce que l’on peut montrer par récurrence sur n ∈ N.
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Proposition 1.1.1.4. Soit t, x ∈ R. Alors

F (x, t) := exp

(
tx− t2

2

)
=

+∞∑
n=0

tnHn(x).

Démonstration. Nous avons

exp

(
tx− t2

2

)
= exp

(
x2

2
− 1

2
(x− t)2

)
= e

x2

2

+∞∑
n=0

tn

n!

∂n
(
e−

(x−t)2
2

)
∂tn

(x, 0)

=

+∞∑
n=0

tnHn(x).

Corollaire 1.1.1.5. Soit n ∈ N∗ et x ∈ R. Alors

H ′n(x) = Hn−1(x), (n+ 1)Hn+1(x) = xHn(x)−Hn−1(x), Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Démonstration. Nous avons

+∞∑
n=0

tnH ′n(x) =
∂F

∂x
(x, t) = tF (x, t) =

+∞∑
n=1

tnHn−1(x).

D’où H ′n(x) = Hn−1(x). De plus

+∞∑
n=0

(n+ 1)tnHn+1(x) =
∂F

∂t
(x, t) = (x− t)F (x, t) =

+∞∑
n=0

tnxHn(x)−
+∞∑
n=1

tnHn−1(x).

D’où (n+ 1)Hn+1(x) = xHn(x)−Hn−1(x). Enfin

+∞∑
n=0

tnHn(−x) = F (−x, t) = F (x,−t) =

+∞∑
n=0

tn(−1)nHn(x).

D’où Hn(−x) = (−1)nHn(x).

Corollaire 1.1.1.6. Soit n ∈ N. Alors le terme dominant du polynôme Hn(x) est
xn

n!
. De plus

H2n+1(0) = 0, H2n(0) =
(−1)n

2nn!
.

Démonstration. Nous avons, par développement en série entière de la fonction exp,

+∞∑
n=0

tnHn(0) = F (0, t) = exp

(
− t

2

2

)
=

+∞∑
n=0

t2n
(−1)n

2nn!
.

D’où, par unicité d’un développement en série entière,

H2n+1(0) = 0, H2n(0) =
(−1)n

2nn!
.

Lemme 1.1.1.7. Soit (X,Y ) un vecteur gaussien tel que E(X) = E(Y ) = 0 et E(X2) = E(Y 2) = 1.
Alors, pour tout n,m ∈ N,

E(Hn(X)Hm(Y )) =

{
0 si n 6= m,
1

n!
(E(XY ))n si n = m.
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Démonstration. Soit s, t ∈ R. Alors

E
(

exp

(
sX − s2

2

)
exp

(
tY − t2

2

))
= exp

(
−s

2

2
− t2

2

)
E (exp(sX + tY )) = exp

(
−s

2

2
− t2

2

)
ϕ(X,Y )(−is,−it).

Donc

E
(

exp

(
sX − s2

2

)
exp

(
tY − t2

2

))
= exp

(
−s

2

2
− t2

2

)
exp

(
−1

2
(−is,−it)

(
1 E(XY )

E(XY ) 1

)(
−is
−it

))

= exp

(
−s

2

2
− t2

2

)
exp

(
(s, t)

(
s+ tE(XY )
sE(XY ) + t

))
= exp

(
−s

2

2
− t2

2

)
exp

(
s2 + stE(XY ) + tsE(XY ) + t2

2

)
.

D’où

E
(

exp

(
sX − s2

2

)
exp

(
tY − t2

2

))
= exp (stE(XY )) .

Ainsi, comme F (x, t) = exp

(
tx− t2

2

)
=

+∞∑
n=0

tnHn(x), on a, par théorème de dérivation d’une intégrale

à paramètre et évaluation en (s, t) = (0, 0), pour tout n,m ∈ N,

E(n!Hn(x)m!Hm(x)) =
∂n+m exp(stE(XY ))

∂sn∂tm
(0, 0) =

{
0 si n 6= m
n! si n = m.

Grâce aux propriétés des polynômes de Hermite citées précédemment, nous obtenons un premier lien
avec le processus gaussien isonormal. On considère G la tribu engendrée par les W (h) pour h ∈ H.

Lemme 1.1.1.8. La famille
(
eW (h)

)
h∈H forme une famille totale de L2(Ω,G,P).

Démonstration. Soit X ∈ L2(Ω,G,P) tel que

∀h ∈ H,E(XeW (h)) = 0.

Alors, par linéarité de W , pour tout m ∈ N∗, ti ∈ R, hi ∈ H,

E

(
X exp

(
m∑
i=1

tiW (hi)

))
= E

(
X exp

(
W

(
m∑
i=1

tihi

)))
= 0.

On considère la mesure signée ν sur (Rm,B(Rm)) définie par

∀B ∈ B(Rm), ν(B) = E(X1B(W (h1), ...,W (hm))).

Alors, d’après le calcul précédent, la transformée de Laplace de ν est donnée par, pour tout t ∈ Rm,

Lν(t) =

∫
Rm

e〈t,x〉ν(dx) = E

(
X exp

(
m∑
i=1

tiW (hi)

))
= 0.

D’où ν = 0. Ainsi E(X1G) = 0 pour tout G ∈ G, d’où X = 0.
Par conséquent

{eW (h), h ∈ H}⊥ = {0},

i.e, comme L2(Ω,G,P) est un espace de Hilbert,

{eW (h), h ∈ H} = L2(Ω,G,P).

Nous allons donc pouvoir obtenir la décomposition en chaos de Wiener.

Définition 1.1.1.9. Soit n ∈ N∗. Alors le chaos de Wiener Hn d’ordre n est défini par

Hn = Vect (Hn(W (h)), h ∈ H, ‖h‖H = 1) .

De plus on note H0 l’ensemble des constantes.
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Exemple 1.1.1.10. H1 = {W (h), h ∈ H}.

Proposition 1.1.1.11. Soit n,m ∈ N tels que n 6= m. Alors Hn et Hm sont orthogonaux.

Démonstration. Soit h, g ∈ H tels que ‖h‖H = ‖g‖H = 1. Alors (W (h),W (g)) est un vecteur gaussien
vérifiant

E(W (h)) = E(W (g)) = 0, E(W (h)2) = E(W (g)2) = ‖h‖2 = ‖g‖2 = 1.

Donc, d’après le lemme 1.1.7,
E(Hn(W (h))Hm(W (g))) = 0.

Par conséquent les sous-espaces vectoriels engendrés Hn et Hm sont orthogonaux.

Théorème 1.1.1.12. Nous avons la décomposition de L2(Ω,G,P) suivante

L2(Ω,G,P) =

+∞⊕
n=0

Hn.

On notera Jn la projection sur le n-ième chaos de Wiener Hn.

Démonstration. Soit X ∈ L2(Ω,G,P) orthogonal à tous les Hn pour n ∈ N. Donc, pour tout h ∈ H tel
que ‖h‖H = 1, on a

E(XHn(W (h))) = 0.

Or les polynômes de Hermite Hn forment une base algébrique de R[x], donc xn ∈ R[x] peut être exprimé
comme une combinaison linéaire (finie) de Hk. Ainsi, par linéarité de l’espérance,

E(XW (h)n) = 0.

Puis, par théorème d’interversion,

E(X exp(tW (h))) = E

(
+∞∑
n=0

X
tn

n!
W (h)n

)
=

+∞∑
n=0

1

n!
E(XW (th)n) = 0.

D’où X ∈ {eW (h), h ∈ H}⊥ = {0} d’après le lemme 1.1.8. Par conséquent

L2(Ω,G,P) =

(
+∞⊕
n=0

Hn

)⊕+∞⊕
n=0

Hn

⊥ =

+∞⊕
n=0

Hn.

Exemple 1.1.1.13. On considère H = R, (Ω,F ,P) = (R,B(R), ν) avec ν la loi normale centrée réduite,
et

∀h, x ∈ R,W (h)(x) = hx

Alors W est un processus gaussien centré et

∀h, g ∈ H,Eν(W (h)W (g)) = hgEν(id2
R) = hg.

Donc W est un processus gaussien isonormal. De plus

Hn = Vect(Hn(W (1)), Hn(W (−1))) = Vect(Hn(idR), Hn(−idR)) = Vect(Hn).

Ainsi Hn est de dimension 1 et engendré par Hn. Par conséquent, d’après le théorème précédent, les
polynômes de Hermite forment une base hilbertienne de L2(R, ν).

Corollaire 1.1.1.14. En considèrant

P0
n = Vect (p(W (h1), ...,W (hk)), h1, ..., hk ∈ H, p ∈ Rn[X1, ..., Xk], k ∈ N∗)

et Pn la fermeture de P0
n dans L2(Ω,F ,P). Nous avons

n⊕
i=0

Hi = Pn.
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Nous pouvons également nous intéresser aux polynômes de Hermite généralisés afin d’obtenir une
base hilbertienne L2(Ω,G,P). Comme l’espace de Hilbert H est supposé séprable, on peut considèrer
(ei)i∈N∗ un base hilbertienne de H.

Définition 1.1.1.15. Soit a ∈ N(N) i.e. a ∈ NN de support fini. Alors le polynôme de Hermite généralisé
Ha(x), x ∈ RN, est défini par

Ha(x) =

+∞∏
i=1

Hai(xi).

Définition 1.1.1.16. Nous considérons les variables aléatoires, pour a ∈ N(N),

φa :=
√
a!

+∞∏
i=1

Hai(W (ei)),

où le produit est en réalité fini car a ∈ N(N), et

a! =

+∞∏
i=1

ai!.

Proposition 1.1.1.17. La famille (φa)a∈N(N) est une famille orthonormale.

Démonstration. Soit a, b ∈ N(N). Alors, par indépendance,

E(φaφb) =
√
a!
√
b!E

(
+∞∏
i=1

Hai(W (ei))Hbi(W (ei))

)
=
√
a!
√
b!

+∞∏
i=1

E(Hai(W (ei))Hbi(W (ei))).

Or, si a 6= b alors il existe i ∈ N∗ tel que ai 6= bi, d’où, d’après le lemme 1.1.1.7,

E(Hai(W (ei))Hbi(W (ei))) = 0.

Ainsi, en utilisant encore le lemme 1.1.1.7,

E(φaφb) =

{
0 si a 6= b
1 si a = b.

Proposition 1.1.1.18. Soit n ∈ N∗. Alors les variables aléatoires φa, a ∈ N(N) tel que |a| :=
+∞∑
i=1

ai = n,

forment une base hilbertienne de Hn.

Démonstration. D’après le lemme précédent on a l’orthonormalité de la famille. De plus pour tout
h1, ..., hk ∈ H et p ∈ Rn[X1, ..., Xk], la variable aléatoire p(W (h1), ...,W (hn)) peut être approché par
une suite de fonctions polynomiales en les W (ei) car les ei forment une base hilbertienne de H. On en
déduit le résultat d’après le corollaire 1.1.1.14.

Corollaire 1.1.1.19. La famille (φa)a∈N(N) est une base hilbertienne de L2(Ω,G,P).

Démonstration. Il suffit de combiner la proposition précédente et le théorème de décomposition en chaos
de Wiener.

1.1.2 Dans le cadre H = L2(T,B, µ)

On se place dans le cadre particulier H = L2(T,B, µ) avec µ une mesure σ-finie sans atomes sur
l’espace mesuré (T,B). C’est ce cas là qui va nous intéresser, le plus souvent (T,B, µ) = ([0, T ],B([0, T ]), λ)
avec T ∈ R∗+ et λ la mesure de Lebesgue. La décomposition en chaos de Wiener va alors être appelé
expansion en chaos de Wiener dont les termes vont être des intégrales multiples.

Définition 1.1.2.1. Bruit blanc : Le bruit blanc basé sur la mesure µ est le processus gaussien W sur
L2(T,B, µ) que l’on note W (A) = W (1A) pour tout A ∈ B.

Remarque 1.1.2.2. Pour tout A ∈ B tel que µ(A) < +∞, W (A) ∈ L2(Ω,F ,P) de loi N (0, µ(A)). De
plus les variables aléatoires W (A) et W (B) sont indépendantes dès que A,B ∈ B sont disjoints.
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Définition 1.1.2.3. On définit Em l’ensemble des fonctions de la forme

f(t1, ..., tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,im1Ai1×...×Aim (t1, ..., tm),

avec A1, ..., An ∈ B deux à deux disjoints de mesure µ finie, et ai1,...,im = 0 dès que ik = il.

Définition 1.1.2.4. Soit f ∈ Em avec les notations précédentes. Alors on définit l’intégrale multiple de
la fonction f par

Im(f) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imW (Ai1)...W (Aim).

Proposition 1.1.2.5. L’application Im : Em −→ L2(Ω,F ,P) vérifie les propriétés suivantes.
1. Pour tout f ∈ Em, Im(f) ne dépend pas de la décomposition de f dans Em.
2. Im est linéaire.
3. Pour tout f ∈ Em, en notant son symétrisé

f̃(t1, ..., tm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

f(tσ(1), ..., tσ(m)),

nous avons Im(f) = Im(f̃).
4. Pour tout f ∈ Em et g ∈ Eq,

E(Im(f)Iq(g)) =

{
0 si m 6= q

m!〈f̃ , g̃〉 si m = q.

Démonstration.

1. Soit f ∈ Em que l’on écrit

f(t1, ..., tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,im1Ai1×...×Aim (t1, ..., tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n′
bi1,...,im1Bi1×...×Bim (t1, ..., tm).

Raisonnons avec, pour tout s, t ∈ T ,

f(s, t) = a1,21A1×A2
(s, t) + a2,11A2×A1

(s, t) = b1,21B1×B2
(s, t) + b2,11B2×B1

(s, t),

avec A1, A2 ∈ B disjoints non vides de mesure µ finie, B1, B2 également, et

a1,2, a2,1, b1,2, b2,1 6= 0.

Le cas général se traite de la même manière avec plus de technicité. Soit (s, t) ∈ A1 × A2. Alors
s /∈ A2 et t /∈ A1, d’où

f(s, t) = a1,2 = b1,21B1×B2
(s, t) + b2,11B2×B1

(s, t).

De plus B1 et B2 sont disjoints, donc :
(a) soit s ∈ B1 et t ∈ B2 et alors s /∈ B2 et t /∈ B1, d’où

f(s, t) = a1,2 = b1,2,

(b) soit s ∈ B1 et t /∈ B2 et alors s /∈ B2, d’où

f(s, t) = a1,2 = 0,

(c) soit s /∈ B1 et t ∈ B2 et alors t /∈ B1, d’où

f(s, t) = a1,2 = 0,

(d) soit s /∈ B1 et t /∈ B2, d’où
f(s, t) = a1,2 = 0,
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(e) de même en inversant les rôles de B1, B2 et de b1,2, b2,1.
Par conséquent on a soit (s, t) ∈ B1 × B2 et a1,2 = b1,2, soit (s, t) ∈ B2 × B1 et a1,2 = b2,1. On
procède de même en partant de (s, t) ∈ B1 ×B2 pour en déduire que

A1 ×A2 = B1 ×B2 ou A1 ×A2 = B2 ×B1.

Par conséquent

a1,2W (A1)W (A2) + a2,1W (A2)W (A1) = b1,2W (B1)W (B2) + b2,1W (B2)W (B1),

ce qui montre bien que I2(f) ne dépend pas de la décomposition de f .
2. Par linéarité de la sommation, on en déduit la décomposition de λf+µg, pour λ, µ ∈ R et f, g ∈ Em,

puis que In(λf + µg) = λIn(f) + µIn(g).
3. Soit f ∈ Em. On suppose f = 1Ai1×...×Aim , on en déduira le résultat souhaité par linéarité de Im.

Alors

f̃(t1, ..., tm) =
1

m!

∑
σ∈Sm

1Ai1×...×Aim (tσ(1), ..., tσ(m)) =
1

m!

∑
σ∈Sm

1Ai
σ−1(1)

×...×Ai
σ−1(m)

(t1, ..., tm).

D’où, par linéarité de Im,

Im(f̃) =
1

m!

∑
σ∈Sm

W (Aiσ−1(1)
)...W (Aiσ−1(m)

).

Or, pour tout σ ∈ Sm,

W (Aiσ−1(1)
)...W (Aiσ−1(m)

) =

m∏
j=1

W (Aiσ−1(m)
) =

m∏
k=1

W (Aik) = Im(f).

Donc
Im(f̃) =

1

m!

∑
σ∈Sm

Im(f) = Im(f).

4. Soit f ∈ Em et g ∈ Eq. Quitte à rajouter des constantes nulles on peut supposer

f(t1, ..., tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,im1Ai1×...×Aim (t1, ..., tm),

et
g(t1, ..., tq) =

∑
1≤j1,...,jq≤n

bj1,...,jm1Aj1×...×Ajq (t1, ..., tq).

Ainsi
Im(f) =

∑
1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imW (Ai1)...W (Aim),

et
Iq(g) =

∑
1≤j1,...,jq≤n

bj1,...,jqW (Aj1)...W (Ajq ).

Par conséquent, par linéarité de l’espérance,

E(Im(f)Iq(g)) =
∑

1≤i1,...,im≤n

∑
1≤j1,...,jq≤n

ai1,...,imbj1,...,jmE(W (Ai1)...W (Aim)W (Aj1)...W (Ajq ).

Donc, si q > m alors il existe k ∈ {j1, ..., jq}\{i1, ..., im}, donc Ak est disjoint des Al pour l dans
{j1, ..., jq}\{k} ∪ {i1, ..., im}. D’où

E(W (Ai1)...W (Aim)W (Aj1)...W (Ajq ) = 0.

Puis
E(Im(f)Iq(g)) = 0.
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De même si q < m. On suppose maintenant m = q. Alors, par le même raisonnement que précé-
demment,

E(Im(f)Im(q)) =
∑

1≤i1<...<im<n

(m!)2ai1,...,imbi1,...,imE(W (A2
i1))...E(W (Aim)2).

Puis, comme W (Ak) ∼ N (0, µ(Ak)),

E(Im(f)Im(g)) =
∑

1≤i1<...<im≤n

(m!)2ai1,...,imbi1,...,bmµ(Ai1)...µ(Aim).

De plus

〈f, g〉L2(Tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n

∑
1≤j1,...,jm≤n

ai1,...,imbj1,...,jm〈1Ai1×...×Aim ,1Aj1×...×Ajm 〉L2(Tm),

avec

〈1Ai1×...×Aim ,1Aj1×...×Ajm 〉L2(Tm) =

∫
Ai1∩Aj1×...×Aim∩Ajm

µ⊗m(dt) = µ⊗m(Ai1∩Aj1×...×Aim∩Ajm)

nul s’il existe k ∈ J1,mK tel que ik 6= jk car les Al sont disjoints. Ainsi

〈f, g〉L2(Tm) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imbi1,...,imµ
⊗m(Ai1 × ...×Aim).

Or µ est sans noyau, donc si ik = il avec k 6= l alors

µ⊗m(Ai1 × ...×Aim) = 0.

Donc, après réarrangement,

〈f, g〉L2(Tm) = m!
∑

1≤i1<...<im≤n

ai1,...,imbi1,...,imµ(Ai1)...µ(Aim).

Par conséquent
E(Im(f)Im(g)) = m!〈f, g〉L2(Tm).

Lemme 1.1.2.6. L’espace Em est dense dans L2(Tm).

Démonstration. Soit A1, ..., An ∈ B de mesure µ finie et

A = A1 × ...×Am.

Comme la mesure µ est sans atome, pour tout i ∈ J1,mK, pour tout γ ∈ ]0, µ(Ai)[, il existe Bi ∈ B tel
que

Bi ⊂ Ai, µ(Bi) = γ.

De même, pour tout ε ∈ R∗+, il existe B1, ..., Bn ∈ B tels que, pour tout i ∈ J1, nK,

µ(Bi) ≤ ε,

et, pour tout i ∈ J1,mK, il existe J ⊂ J1, nK tel que

A =
⋃
j∈J

Bj .

Nous avons alors
1A =

∑
1≤i1,...,im≤n

εi1,...,im︸ ︷︷ ︸
∈{0,1}

1Bi1×...×Bim .

On considère la partition (I, J) de J1, nKm définie par

I = {(i1, ..., im) ∈ J1, nKm,∀k, l ∈ J1,mK, k 6= l =⇒ ik 6= il},
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et
J = J1, nKm\I.

On considère également
1B =

∑
(i1,...,im)∈I

εi1,...,im1Bi1×Bim .

Alors 1B ∈ Em avec B ⊂ A, et

‖1A − 1B‖2L2(Tm) =

∥∥∥∥∥∥
∑

(i1,...,im)∈J

εi1,...,im1Bi1×...×Bim

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Tm)

=
∑

(i1,...,im)∈J

εi1,...,imµ(Bi1)...µ(Bim).

Ainsi
‖1A − 1B‖2L2(Tm) ≤

∑
(i1,...,im)∈J

µ(Bi1)...µ(Bim).

D’où, par définition de J ,

‖1A − 1B‖2L2(Tm) ≤
(
m

2

) n∑
i=1

µ(Bi)
2

(
n∑
i=1

µ(Bi)

)m−2

≤
(
m

2

)
εmnm−1.

Par conséquent la fonction 1A peut être approchée par une fonction de Em. Or les fonctions de la forme
1A forment un sous-ensemble dense dans L2(T,B, µ), donc Em est dense dans L2(T,B, µ).

Corollaire 1.1.2.7. L’opérateur Im peut être étendu en un opérateur continu de L2(Tm) dans L2(Ω,F ,P)
qui satisfait les propriétés de la proposition précédente.

Démonstration. En appliquant la propriété 4 de la proposition 1.1.2.5 avec f = g ∈ Em, on obtient

E(Im(f)2) = m!
∥∥∥f̃∥∥∥2

L2(Tm)
≤ m! ‖f‖2L2(Tm) ,

car, par inégalité triangulaire∥∥∥f̃∥∥∥
L2(Tm)

≤ 1

m!

∑
σ∈Sm

‖f‖L2(Tm) = ‖f‖L2(Tm)

Ainsi, l’application est continue de Em dans L(Ω,F ,P). Puis, d’après le lemme précent, par densité, on
peut étendre Im en un opérateur continu sur L2(Tm).

A partir de ces opérateurs, nous pouvons obtenir la décomposition en expansion de Wiener qui est
l’analogue de la décomposition en chaos de Wiener dans le cadre H = L2(T,B, µ).

Définition 1.1.2.8. Soit f ∈ L2(Tm). Alors l’intégrale multiple Im(f) de la fonciton f est notée

Im(f) =

∫
Tm

f(t1, ..., tm)W (dt1)...W (dtm).

Définition 1.1.2.9. Soit f ∈ L2(T p), g ∈ L2(T q) symétriques et r ∈ J1,min(p, q)K. Alors on définit
f ⊗r g ∈ L2(T p+q−2r) par

(f ⊗r g)(t1, ..., tp+q−2r) =

∫
T r
f(t1, ..., tp−r, s)g(tp+1, ..., tp+q−r, s)µ

r(ds).

Proposition 1.1.2.10. Soit f ∈ L2(T p) symétrique et g ∈ L2(T ). Alors

Ip(f)I1(g) = Ip+1(f ⊗ g) + pIp−1(f ⊗1 g).

Démonstration. Comme Ip est linéaire continu et les fonctions élémentaires sont denses dans L2(T p), on
peut supposer que f est le symétrisé d’une fonction 1A1×...×Ap avec A1, ..., Ap ∈ B de mesures µ finies
et disjoints deux à deux :

f =
1

p!

∑
σ∈Sp

1A1×...×Ap(tσ(1), ..., tσ(p)).
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Si g = 1A0
avec A0 ∈ B disjoints des A1, ..., Ap, alors

f ⊗ g ∈ Ep+1,

avec
Ip+1(f ⊗ g) = Ip(f)I1(g),

et, comme A0 est dijsoint des A1, ..., Ap,

(f ⊗1 g)(t1, ..., tp−1) =

∫
T

f(t1, ..., tp−1, tp)g(tp)µ(dtp)

=
1

p!

∑
σ∈Sp

∫
T

1A1×...×Ap(tσ(1), ..., tσ(p−1), tp)1A0(tp)µ(dtp) = 0,

d’où la formule annoncée. Maintenant si g = 1Ai avec i ∈ J1, pK. Supposons i = 1. Posons

β = µ(A1)...µ(Ap) ∈ R+.

Considérons ε ∈ R∗+, une partition de A1 en mesurable de mesures inférieures à ε :

A1 = B1 t ... tBn, µ(Bi) < ε,

et la fonciton élémentaire
hε =

∑
1≤i,j≤p
i6=j

1Bi×Bj×A2×...×Ap .

Alors, par définition de Ip sur les fonctions élémentaires et linéarité du processus W ,

Ip(f)I1(g) = W (A1)2W (A2)...W (Ap) =
∑

1≤i,j≤p
i6=j

W (Bi)W (Bj)W (A2)...W (Ap)+

n∑
i=1

W (Bi)
2W (A2)...W (Ap)

=
∑

1≤i,j≤p
i6=j

W (Bi)W (Bj)W (A2)...W (Ap) +

n∑
i=1

(W (Bi)
2 − µ(Bi))W (A2)...W (Ap) + µ(A1)W (A2)...W (Ap),

avec ∑
1≤i,j≤p
i6=j

W (Bi)W (Bj)W (A2)...W (Ap) = Ip+1(hε),

Rε :=

n∑
i=1

(W (Bi)
2 − µ(Bi))W (A2)...W (Ap),

et

µ(A1)W (A2)...W (Ap) = µ(A1)Ip−1(1A2×...×Ap) = pIp−1

(
1

p
1̃A2×...×Apµ(A1)

)
= pIp−1(f ⊗1 g).

Donc
Ip(f)I1(g) = Ip+1(hε) +Rε + pIp−1(f ⊗1 g).

De plus nous avons∥∥∥h̃ε − ˜(f ⊗ g)
∥∥∥2

L2(Tp+1)
=
∥∥∥h̃ε − 1̃A1×A1×...×Ap

∥∥∥2

L2(Tp+1)
≤
∥∥hε − 1A1×A1×...×Ap

∥∥2

L2(Tp+1)
,

avec

hε − 1A1×A1×A2×...×Ap =
∑

1≤i,j≤p
i6=j

1Bi×Bj×A2×...×Ap −
∑

1≤i,j≤p

1Bi×Bj×A2×...×Ap =

n∑
i=1

1Bi×Bi×A1×...×Ap ,
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d’où ∥∥∥h̃ε − ˜(f ⊗ g)
∥∥∥2

L2(Tp+1)
≤

n∑
i=1

µ(Bi)︸ ︷︷ ︸
≤ε

µ(Bi)µ(A2)...µ(Ap) ≤ ε
n∑
i=1

µ(Bi)︸ ︷︷ ︸
=µ(A1)

µ(A2)...µ(Ap) = εβ.

Par conséquent, par continuité de Ip+1,

Ip+1(hε) = Ip+1(h̃ε) −→
ε→0

Ip+1( ˜(f ⊗ g)) = Ip+1(f ⊗ g).

Nous avons également, par indépendance,

E(R2
ε) =

n∑
i=1

E((W (Bi)
2 − µ(Bi))

2)E(W (A2)2)︸ ︷︷ ︸
=µ(A2)

...E(W (Ap)
2)

=

n∑
i=1

(E(W (Bi)
4)︸ ︷︷ ︸

=3µ(Bi)2

−2µ(Bi)E(W (Bi)
2)︸ ︷︷ ︸

=µ(Bi)

+µ(Bi)
2)µ(A2)...µ(Ap) = 2

n∑
i=1

µ(Bi)
2µ(A2)...µ(Ap),

d’où
E(R2

ε) ≤ 2εβ.

Par conséquent

Rε
L2(Ω)−→
ε→0

0.

Ainsi il existe une extractrice ϕ : R∗+ −→ R∗+ tel que

Rϕ(ε)
PS−→
ε→0

0.

Donc, en faisant tendre ε vers 0 dans

Ip(f)I1(g) = Ip+1(hε) +Rε + pIp−1(f ⊗1 g).

Nous obtenons
Ip(f)I1(g) = Ip+1(f ⊗ g) + pIp−1(f ⊗1 g).

On en déduit le résultat voulu par densité.

On en déduit les résultats suivants par récurrence.

Corollaire 1.1.2.11. Soit f ∈ L2(T p) et g ∈ L2(T q) symétriques. Alors

Ip(f)Iq(g) =

min(p,q)∑
r=0

r!

(
p

r

)(
q

r

)
Ip+q−2r(f ⊗r g).

Corollaire 1.1.2.12. Soit h ∈ L2(T ) tel que ‖h‖2 = 1. Alors

m!Hm(W (h)) =

∫
Tm

h(t1)...h(tm)W (dt1)...W (dtm).

Ainsi l’opérateur Im envoie L2(Tm) sur le chaos de Wiener Hm.

Une conséquence directe de ce résultat est la décomposition en expansion de Wiener d’une variable
aléatoire de carré intégrable.

Théorème 1.1.2.13. Expension en chaos de Wiener : Soit F ∈ L2(Ω,G,P). Alors il existe des
fonctions symétriques fn ∈ L2(Tn) uniques telles que

F =

+∞∑
n=0

In(fn),

avec f0 = E(F ) et I0 est l’identité sur l’ensemble des constantes H0.

Ce résultat termine l’étude des prérequis nécessaires à l’approche du calcul de Malliavin.
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1.2 Dérivée de Malliavin
Commençons par définir la dérivée dans le cadre général où H est un espace de Hilbert séparable.

Nous supposerons (Ω,F ,P) complet et F engendré parW . Pour définir la dérivée d’une variable aléatoire,
nous allons raisonner par densité en la définissant sur un espace particulier puis sur sa fermeture. Nous
étudierons ensuite le cas pratique H = L2(T,B, µ).

1.2.1 Dans le cadre général

Définition 1.2.1.1. On note C∞p (Rn) l’ensemble des fonctions infiniment différentiables à croissance
polynomiale et à dérivées partielles à croissance polynomiale, C∞b (Rn) celles bornées et C∞c (Rn) celles à
support compact. Nous définissons alors les espaces de variables aléatoires suivants

S := {f(W (h1), ...,W (hn)), f ∈ C∞p (Rn), h1, ..., hn ∈ H,n ∈ N∗},

Sb := {f(W (h1), ...,W (hn)), f ∈ C∞b (Rn), h1, ..., hn ∈ H,n ∈ N∗},

Sc := {f(W (h1), ...,W (hn)), f ∈ C∞c (Rn), h1, ..., hn ∈ H,n ∈ N∗},

P := {f(W (h1), ...,W (hn)), f ∈ R[X1, ..., Xn], h1, ..., hn ∈ H,n ∈ N∗}.

Remarque 1.2.1.2. P ⊂ S, Sc ⊂ Sb ⊂ S et P et Sc sont denses dans L2(Ω,F ,P).

Définition 1.2.1.3. Soit F = f(W (h1), ...,W (hn)) ∈ S. Alors la dérivée de F est la variable aléatoire
à valeurs dans H définie par

DF =

n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))hi.

Exemple 1.2.1.4. DW (h) = h.

Remarque 1.2.1.5. Soit F = f(W (h1), ...,W (hn)) ∈ S et h ∈ H. Alors

〈DF, h〉H = lim
ε→0

(
1

ε
(f(W (h1) + ε〈h1, h〉, ...,W (hn) + ε〈hn, h〉)− f(W (h1), ...,W (hn)))

)
.

Autrement dit 〈DF, h〉 est la dérivée directionnelle de F .

Exemple 1.2.1.6. Soit (Bt)t∈[0,1] un mouvement brownien sur (Ω,F ,P), H = L2([0, 1], λ) et, pour tout
h ∈ H,

W (h) :=

∫ 1

0

h(s)dB(s).

Alors, par théorème sur l’intégrale stochastique, W est un processus gaussien. De plus il s’agit d’un
processus gaussien isonormal car, pour tout h, g ∈ H, par identité de polarisation et isométrie d’Itô,

E(W (h)W (g)) =

〈∫ 1

0

h(s)dB(s),

∫ 1

0

g(s)dB(s)

〉
L2(Ω)

=

∫ 1

0

h(s)g(s)ds = 〈h, g〉H .

On considère F = f(W (1[0,t1]), ...,W (1[0,tn])) ∈ S. Alors, pour tout h ∈ H,

〈DF, h〉 =

n∑
i=1

∂if(B(t1), ..., B(tn))

∫ ti

0

h(t)dt.

Comme pour la dérivation des fonctions déterministes nous avons la propriété suivante.

Proposition 1.2.1.7. Soit F,G ∈ S. Alors FG ∈ S et

D(FG) = FDG+GDF.

Démonstration. Nous avons, en utilisant les notations de la définition 1.2.1.1,

FG = f(W (h1), ...,W (hn))g(W (g1), ...,W (gm)) = h(W (h1), ...,W (hn),W (g1), ...,W (gm)).
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Donc

D(FG) =

n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))g(W (g1), ...,W (gm))hi+

m∑
j=1

f(W (h1), ...,W (hn))∂jg(W (g1), ...,W (gm))gj .

Donc
D(FG) = GDF + FDG.

Lemme 1.2.1.8. Soit F = f(W (h1), ...,W (hn)) ∈ S et h ∈ H. Alors

E(〈DF, h〉) = E(FW (h)).

Démonstration. Par linéarité, quitte à retirer des vecteurs hi pour que (h, h1, ..., hn) soit une famille libre,
on peut lui appliquer l’algorithme de Gram-Schmidt pour obtenir une famille orthonormée (e1, ..., em)
telle que h = e1 et

F = f(W (e1), ...,W (em)).

On note φ la densité de (W (e1), ...,W (em)) ∼ Nm(0, Im). Alors, par théorème de transfert,

E(〈DF, h〉H) = E(∂1f(W (e1), ...,W (em))) =

∫
Rm

∂1f(x)φ(x)dx.

Puis, par intégration par parties et propriété de la densité φ,

E(〈DF, h〉H) =

∫
Rm

f(x)∂1φ(x)dx =

∫
Rm

f(x)x1φ(x)dx.

Ainsi, de nouveau par théorème de transfert,

E(〈DF, h〉H) = E(f(W (e1), ...,W (em))W (e1)) = E(FW (h)).

Grâce à ce lemme, nous obtenons le théorème d’intégration par parties suivant très utile en pratique
dans les calculs de dérivée de Malliavin de variables aléatoires.

Théorème 1.2.1.9. Soit F,G ∈ S et h ∈ H. Alors

E(G〈DF, h〉H) = E(−F 〈DG,h〉H + FGW (h)),

i.e.
E(FGW (h)) = E(G〈DF, h〉H) + E(F 〈DG,h〉H).

Démonstration. Nous avons, d’après la proposition 1.2.1.7,

D(FG) = GDF + FDG.

Ainsi, en appliquant le lemme précédent, on obtient

E(G〈DF, h〉) + E(F 〈DG,h〉) = E(FGW (h)).

Proposition 1.2.1.10. L’opérateur D est fermable de S ⊂ Lp(Ω) dans Lp(Ω, H) pour tout p ∈ N∗.

Démonstration. Soit (FN )N∈N ∈ SN tel que

FN
Lp−→

N→+∞
0, DFN

Lp(Ω,H)−→
N→+∞

η ∈ Lp(Ω, H).

Soit h ∈ H et F ∈ Sb. Alors FW (h) ∈ S, d’où, d’après le théorème précédent,

E(〈η, h〉F ) = lim
N→+∞

E(〈DFN , h〉F ) = lim
N→+∞

E(−FN 〈DF, h〉+ FNFW (h)) = 0.

Ainsi
η = 0.
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Par conséquent on peut alors définir le domaine de la dérivée de Malliavin dans Lp(Ω).

Définition 1.2.1.11. Soit p ∈ N∗. Alors D1,p est défini comme le domaine de D dans Lp(Ω) i.e. la
fermeture de S pour la norme

‖F‖1,p = (E(|F |p) + E(‖DF‖p)
1
p .

Remarque 1.2.1.12. Les propriétés précédentes sont alors vraies pour toutes variables aléatoires dans
D1,p, non seulement dans S.

Remarque 1.2.1.13. Pour p = 2, nous avons la propriété important que D1,2 est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire

〈F,G〉 = E(FG) + E(〈DF,DG〉).

On peut définir de même la dérivée k-ième de Malliavin et la dérivée de Malliavin selon un vecteur
h ∈ H.

Définition 1.2.1.14. Soit k ∈ N∗ et F ∈ S. Alors la k-ième dérivée de F est définie par

DkF =
∑

1≤i1,...,ik≤n

∂kf

∂x1...∂xk
(W (h1), ...,W (hn))(hi1 ⊗ ...⊗ hik) ∈ H⊗k.

Définition 1.2.1.15. Soit p, k ∈ N∗ et F ∈ S. Alors on définit la semi-norme ‖·‖k,p par

‖F‖k,p =

E(|F |p) +

k∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥p)
 1

p

.

Proposition 1.2.1.16. La famille de semi-normes (‖·‖k,p)k,p∈N∗ vérifie :
1. La monotonicité :

∀p ≤ q, k ≤ l, ∃c = c(p, q, k, l) ∈ R∗+, ∀F ∈ S, ‖F‖k,p ≤ c ‖F‖l,q .

2. La fermabilité : Pour tout k, p ∈ N∗, l’opérateur Dk est fermable de S dans Lp(Ω, H⊗k).
3. La compatibilité : Pour tout p, q, k, j ∈ N∗ et (Fn)n∈N ∈ SN,

‖Fn‖k,p −→n→+∞
0, ‖Fn − Fm‖j,q −→

m,n→+∞
0 =⇒ ‖Fn‖j,q −→n→+∞

0.

Démonstration.
1. Soit F ∈ S, p ≤ q et k ≤ l. Alors

‖F‖pk,p = E(|F |p) +

k∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥p) ≤ E(|F |p) +

l∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥p).
Or, pour tout j ∈ J0, lK, en appliquant l’inégalité de Hölder avec p1 = q

p et 1
p1

+ 1
p2

= 1,

E
(∥∥DjF

∥∥)p
)
≤ E

(∥∥DjF
∥∥pp1) 1

p1 × 1 = E
(∥∥DjF

∥∥q) pq .
Ainsi

‖F‖pk,p ≤ E(|F |q)
p
q +

l∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥q) pq .
De plus

‖F‖pl,q =

E(|F |q) +

l∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥q)


p
q

Puis, par concavité de x 7−→ x
p
q sur R∗+ car p ≤ q,

‖F‖pq,l ≥ (l + 1)
p
q−1

E(|F |q)
p
q +

l∑
j=1

E(
∥∥DjF

∥∥q) pq
 .
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2. Il s’agit du même raisonnement que pour montrer que D est fermable.
3. Soit (Fn)n∈N ∈ SN tel que

‖Fn‖k,p −→n→+∞
0, ‖Fn − Fm‖j,q −→

m,n→+∞
0.

Alors (Fn)n∈N est de Cauchy dans Dj,q complet, donc converge vers F ∈ Dj,q, en particulier

Fn
Lq(Ω)−→
n→+∞

F.

Ainsi il existe une extractrice ϕ : N −→ N telle que

Fϕ(n)
PS−→

n→+∞
F.

De plus Fn
Dk,p−→

n→+∞
0, donc en particulier

Fn
Lp(Ω)−→
n→+∞

0.

Ainsi, par extraction d’une suite convergente, Fϕ(n)
Lp(Ω)−→
n→+∞

0.

Donc il existe une extractrice ψ : N −→ N telle que

Fϕ(ψ(n))
PS−→

n→+∞
0.

Or, par extraction d’une suite convergente, Fϕ(ψ(n))
PS−→

n→+∞
F.

Donc, par unicité de la limite F = 0 et

Fn
Lq(Ω)−→
n→+∞

0.

Puis, par fermabilité de l’opérateur D,

‖Fn‖j,q −→n→+∞
0.

On définit alors de même le domaine de Dk dans Lp(Ω,F ,P).

Définition 1.2.1.17. Soit p, k ∈ N∗. Alors Dk,p est défini comme le complété de S pour la norme ‖·‖k,p,
et pour k = 0 on pose ‖·‖0,p = ‖·‖p et D0,p = Lp(Ω).

Remarque 1.2.1.18. Soit k, p > q ∈ N∗. Alors Dk+1,p ⊂ Dk,q.

Définition 1.2.1.19. Soit h ∈ H. Alors l’opérateur Dh sur S est défini par

∀F ∈ S, DhF = 〈DF, h〉.

Remarque 1.2.1.20. Soit p ∈ N∗ et h ∈ H. Alors Dh est également fermable de Lp dans Lp. On note
alors son domaine Dh,p.

Pour obtenir une caractérisation d’appartenance au domaine de D, on peut s’intéresser à la décom-
position en chaos de Wiener de la variable aléatoire.

Proposition 1.2.1.21. Soit F ∈ L2(Ω) de décomposition en chaos de Wiener F =

+∞∑
n=0

JnF où Jn est la

projection de L2(Ω) sur le chaos de Wiener d’ordre n. Alors F ∈ D1,2 si et seulement si

+∞∑
n=1

n ‖JnF‖22 < +∞.
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Dans ce cas

E(‖DF‖2H) =

+∞∑
n=1

n ‖JnF‖22 ,

et, pour tout n ∈ N∗,
D(JnF ) = Jn−1(DF ),

où Jn−1 est la projection de L2(Ω, H) sur le chaos de Wiener d’ordre n− 1.

Démonstration. On considère

φa =
√
a!

+∞∏
i=1

Hai(W (ei)),

avec a ∈ N(N). Alors, d’après le corollaire 1.1.1.5 et la propriété D(FG) = GDF + FDG,

D(φa) =
√
a!

+∞∑
j=1

+∞∏
i=1
i6=j

Hai(W (ei))Haj−1(W (ej))ej .

Puis si |a| =
+∞∑
i=1

ai = n alors, comme les ei forment une base hilbertienne de H,

E
(
‖D(φa)‖2H

)
= E

a!

+∞∑
j=1

+∞∏
i=1
i6=j

Hai(W (ei))Haj−1(W (ej))


2 = a!

+∞∑
j=1

E


+∞∏
i=1
i6=j

Hai(W (ei))Haj−1(W (ej))


2 .

Ainsi, après calculs similaires à la démonstration de la proposition 1.1.1.17,

E
(
‖D(φa)‖2H

)
= a!

+∞∑
j=1

1
+∞∏
i=1
i6=j

ai!(aj − 1)!

=

+∞∑
j=1

+∞∏
i=1

ai!

+∞∏
i=1
i6=j

ai!(aj − 1)!

=

+∞∑
j=1

aj = |a| = n.

Or, d’après la proposition 1.1.1.18, de tels φa forment une base hilbertienne de Hn, et JnF ∈ Hn, donc

JnF =
∑
a∈N(N)
|a|=n

αaφa,

et on en déduit le résultat souhaité car

E
(
‖D(JnF )‖2H

)
= E


∥∥∥∥∥∥∥∥
∑
a∈N(N)
|a|=n

aαD(φa)

∥∥∥∥∥∥∥∥
2

H

 = n
∑
a∈N(N)
|a|=n

α2
2 = n ‖JnF‖22 .

Remarque 1.2.1.22. De même, par récurrence, on obtient

Dk(JnF ) = Jn−k(DkF ),

et ainsi

E
(∥∥DkF

∥∥2

H⊗k

)
=

+∞∑
n=k

n(n− 1)...(n− k + 1) ‖JnF‖22 ,

et F ∈ Dk,2 si et seulement si
+∞∑
n=1

nk ‖JnF‖22 < +∞.

Tout comme l’intégration par partie, la règle de la chaîne suivante est l’une des plus utiles en pratique
pour calculer la dérivée de Malliavin d’une variable aléatoire.
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Théorème 1.2.1.23. Soit ϕ : Rm −→ R continûment différentiable à dérivées partielles bornées, p ∈ N∗
et F = (F 1, ..., Fm) ∈ (D1,p)N. Alors ϕ(F ) ∈ D1,p et

D(ϕ(F )) =

m∑
i=1

∂iϕ(F )DF i.

Démonstration. On se limite au cas m = 1. Le cas général se prouve de la même manière avec davantage
de technicité. On considère (ψk)k∈N une approximation de l’unité i.e. pour tout x ∈ R,

ψk(x) = kψ(kx),

avec ψ ∈ C∞(R,R+) tel que

Supp(ψ) ⊂ [−1, 1],

∫ 1

−1

ψ(x)dx = 1.

Alors, par théorème de dérivation d’une intégrale à paramètre, ϕk := ϕ ∗ψk est de classe C∞, bornée et
de dérivée bornée. De plus, par définition de D1,p, il existe (Fk)k∈N = (fk(W (h1), ...,W (hnk)))k∈N ∈ SN
tel que

Fk
Lp(Ω)−→
k→+∞

F.

Ainsi, par caractère fermé de D,
DFk

Lp(Ω,H)−→
k→+∞

DF.

Or

D(ϕk(Fk)) =

nk∑
i=1

∂i(ϕk◦fk)(W (h1), ...,W (hnk))hi =

nk∑
i=1

ϕ′k(fk(W (h1), ...,W (hnk)))∂ifk(W (h1), ...,W (hnk))hi,

d’où
D(ϕk(Fk)) = ϕ′k(Fk)DFk.

Pour obtenir la même égalité avec ϕ et F , on part de l’inégalité triangulaire suivante

‖ϕ′k(Fk)DFk − ϕ′(F )DF‖Lp(Ω,H)

≤ ‖ϕ′k(Fk)(DFk −DF )‖Lp(Ω,H)︸ ︷︷ ︸
=:Ak

+ ‖(ϕ′k(Fk)− ϕ′(Fk))DF‖Lp(Ω,H)︸ ︷︷ ︸
=:Bk

+ ‖(ϕ′(Fk)− ϕ′(F ))DF‖Lp(Ω,H)︸ ︷︷ ︸
=:Ck

.

Pour le terme Ak, on a
‖ϕ′k‖∞ ≤ ‖ϕ

′‖∞ .

Donc
Ak ≤ ‖ϕ′‖∞ ‖DFk −DF‖Lp(Ω,H) −→ε→0

0.

Pour le terme Bk, on a P-presque sûrement,

(ϕ′k(Fk)− ϕ′(F ))DF
H−→

k→+∞
0,

et, comme F ∈ D1,p,

‖(ϕ′k(Fk)− ϕ′(Fk))DF‖Lp(Ω,H) ≤ 2 ‖ϕ′‖∞ ‖DF‖Lp(Ω) < +∞.

Donc, par théorème de convergence dominée,

Bk −→
k→+∞

0.

Pour le terme Ck on a pour la même raison

Ck −→
k→+∞

0.

Par conséquent on a
ϕ′k(Fk)DFk

Lp(Ω,H)−→
k→+∞

ϕ′(F )DF.
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De plus
ϕk(Fk) −→

k→+∞
ϕ(F ).

Donc, par caractère fermé de D, ϕ(F ) ∈ D1,p et

D(ϕ(F )) = ϕ′(F )DF.

Remarque 1.2.1.24. On peut affaiblir l’hypothèse de régularité sur ϕ. En effet si ϕ : Rm −→ R est
K-lipschitzienne et F = (F 1, ..., Fm) ∈

(
D1,2

)m. Alors ϕ(F ) ∈ D1,2 et il existe un vecteur aléatoire
G = (G1, ..., Gm) borné par K tel que

D(ϕ(F )) =

m∑
i=1

GiDF i.

Exemple 1.2.1.25. Si la loi du vecteur F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue
sur Rm alors Gi = ∂iϕ(F ) dans le théorème précédent.

Comme pour la dérivation déterministe, si la dérivée est nulle alors la fonction à dériver est constante.
Pour le démontrer commençons par le lemme suivant.

Lemme 1.2.1.26. Les variables 1 et W (h)G−DhG, pour G ∈ Sb et h ∈ H, forment une famille totale
dans L2(Ω).

Démonstration. Soit h ∈ H,n,N ∈ N∗ et

GN = W (h)nψN (W (h)),

avec ψN ∈ C∞c (R, [0, 1]) tel que ψN (x) = 0 si |x| ≥ N + 1 et ψN (x) = 1 si |x| ≤ N , et

sup
x∈R,N∈N∗

|ψ′N (x)| < +∞.

Alors
W (h)GN −DhGN

L2(Ω)−→
N→+∞

W (h)n+1 − n ‖h‖2HW (h)n−1

d’après le théorème de convergence dominée en utilisant

W (h)GN = W (h)n+1ψN (W (h))
PS−→

N→+∞
W (h)n+1 × 1,

la règle de la chaîne

DhGN = 〈DGN , h〉H = 〈W (h)nψ′N (W (h))D(W (h)), h〉H + 〈ψN (W (h))D(W (h)n), h〉H

= W (h)nψ′N (W (h)) ‖h‖2H + nψN (W (h))W (h)n−1 ‖h‖2H
PS−→

n→+∞
0 + nW (h)n−1 ‖h‖2H ,

et les dominations donnée par ψN bornée par 1 et sup
x∈R,N∈N∗

|ψ′N (x)| < +∞. Par conséquent l’adhérence

de la famille considérée contient tous les W (h)n pour n ∈ N∗ et h ∈ H. On en déduit le résultat grâce
au théorème de décomposition en chaos de Wiener.

Proposition 1.2.1.27. Soit F ∈ D1,1 tel que DF = 0. Alors F = E(F ) i.e. F est constante.

Démonstration. Si F ∈ D1,2 alors, d’après la proposition 1.2.1.21,

0 = E(‖DF‖2H) =

+∞∑
n=1

n ‖JnF‖22 .

Ainsi, pour tout n ∈ N∗,
JnF = 0.
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Donc

F =

+∞∑
n=0

JnF = J0F = E(F ).

Par conséquent F est une variable aléatoire constante.
Maintenant si F ∈ D1,1. On considère ψN ∈ C∞c (R) tel que

ψN (x) =

{
0 si |x| ≥ N + 1
x si |x| ≤ N.

Par définition de D1,1, il existe une suite (Fn)n∈N de variables aléatoires lisses telle que

Fn
L1(Ω)−→
n→+∞

F, DFn
L1(Ω,H)−→
n→+∞

DF = 0.

Alors, pour tout G ∈ Sb et h ∈ H, par intégration par parties,

E(ψN (Fn)(W (h)G−DhG)) = E(ψN (Fn)W (h)G)− E(ψN (Fn)〈DG,h〉H)

= E(ψN (Fn)W (h)G)− E(ψN (Fn)GW (h)) + E(G〈D(ψN (Fn)), h〉H),

i.e.
E(ψN (Fn)(W (h)G−DhG)) = E(G〈D(ψN (Fn)), h〉H).

Or, par règle de la chaîne,

D(ψN (Fn)) = ψ′N (Fn)DFn
L1(Ω,H)−→
n→+∞

0.

Donc, en faisant tendre n vers +∞ dans l’égalité précédente, nous obtenons

E(ψN (F )(W (h)G−DhG)) = 0.

Ainsi, d’après le lemme précédent, ψN (F ) ∈ Vect(1) i.e. ψN (F ) est constant pour tout N ∈ N∗ i.e.

E(ψN (F )) = ψN (F ).

Puis, en faisant tendre N vers +∞, nous obtenons

E(F ) = F

ce qui montre que F est une variable aléatoire constante.

Corollaire 1.2.1.28. Soit A ∈ F . Alors 1A ∈ D1,1 si et seulement si P(A) ∈ {0, 1}.

Démonstration. On suppose 1A ∈ D1,1. On considère ϕ ∈ C∞c (R) tel que, pour tout x ∈ [0, 1],

ϕ(x) = x2.

Alors, d’après la règle de la chaîne,

D1A = D(12
A) = D(ϕ(1A)) = ϕ′(1A)D1A = 21AD1A.

Ainsi, pour ω ∈ A,
(D1A)(ω) = 2(D1A)(ω)

et, pour ω ∈ Ac,
(D1A)(ω) = 2× 0× (D1A)(ω) = 0.

Donc
D1A = 0.

Par conséquent, d’après la proposition précédente,

1A = E(1A) = P(A),

d’où P(A) = 0 ou P(A) = 1. Réciproquement si P(A) = 0 ou P(A) = 1 alors 1A = 1 ou 11 = 0. Dans les
deux cas 1A ∈ D1,1.
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1.2.2 Dans la cadre H = L2(T,B, µ)

On se place maintenant dans le cadre usuel en pratique H = L2(T,B, µ) avec µ une mesure σ-finie
sans atomes sur l’espace mesuré (T,B).

Remarque 1.2.2.1. Dans ce cas, pour F ∈ S, DF est une variable aléatoire à valeurs dans L2(T,B, µ)
et sera donc noté

DF = (DtF )t∈T .

Plus généralement, pour k ∈ N∗,
DkF = (Dk

t1,...,tk
F )t1,...,tk∈T .

A partir de la décomposition en chaos de Wiener d’une variable aléatoire, on obtient facilement sa
dérivée de Malliavin.

Proposition 1.2.2.2. Soit F ∈ D1,2 de décomposition en expansion de Wiener

F =

+∞∑
n=1

In(fn),

avec fn fonctions symétriques de L2(Tn). Alors

DtF =

+∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)),

où In−1(fn(·, t)) est le projeté de la fonction (t1, ..., tn−1) 7−→ f(·, t) (définie pour µ-presque tout t ∈ T )
sur le chaos de Wiener d’ordre n− 1.

Démonstration. On suppose F = In(fn), avec fn ∈ En symétrique

fn(t1, ..., tn) =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,im1Ai1×...×Aim (t1, ..., tn).

Alors, par linéarité de D,

DtF = Dt

 ∑
1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imW (Ai1)...W (Aim)

 =
∑

1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imDt (W (Ai1)...W (Aim))

=

n∑
j=1

 ∑
1≤i1,...,im≤n

ai1,...,imW (A1)...W (Aij−1)DtW (Aij )︸ ︷︷ ︸
=1Aij

(t)

W (Aij+1)...W (Aim)

 .

Ainsi, comme fn est symétrique on en déduit des relations entres les ai1,...,im et les Aj , d’où

DtF = nIn−1(fn(·, t)).

On suppose maintenant F = In(fn) avec fn ∈ L2(Tn). Alors, par densité de En dans L2(Tn) et continuité
de In, on obtient la même relation

DtF = nIn−1(fn(·, t)).

Pour finir, dans le cas général, par linéarité et continuité de D,

DtF =

+∞∑
n=1

Dt(In(fn)) =

+∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)).

Lemme 1.2.2.3. Soit F ∈ L2(Ω) et A ∈ B. Alors

E(F | FA) =

+∞∑
n=0

In(fn1
⊗n
A ).
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Démonstration. Comme pour la démonstration précédente, il suffit de raisonner avec

F = In(fn), fn = 1Ai1×Ain ,

et Ai1 , ..., Ain ∈ B deux à deux disjoints et de mesures µ finies. On a alors

E(F | FA) = E(W (Ai1)...W (Ain) | FA) = E

(
n∏
i=1

(W (Ai ∩A) +W (Ai ∩Ac))
∣∣∣∣FA

)
.

D’où, par indépendance desW (A1∩A), ...,W (An∩A),W (A1∩Ac), ...,W (An∩Ac), FA-mesurabilité des
W (A1∩A), ...,W (An∩A), indépendance entre FA etW (A1∩Ac), ...,W (An∩Ac), et E(W (Ai∩Ac)) = 0,

E(F | FA) =

n∏
i=1

W (Ai ∩A) = In(1(A1∩A)×...×(An∩A)) = In(fn1
⊗n
A ).

On en déduit le résultat par densité et décomposition en expansion de Wiener.

Proposition 1.2.2.4. Soit F ∈ D1,2 et A ∈ B. Alors E(F | FA) ∈ D1,2 et

Dt(E(F | FA)) = E(DtF | FA)1A(t).

Démonstration. D’après les deux résultats précédents, on obtient

Dt(E(F | FA)) =

+∞∑
n=1

Dt(In(fn1
⊗n
A )) =

+∞∑
n=1

nIn−1

(
fn(·, t)1⊗(n−1)

A 1A(t)
)

= E(DtF | FA)1A(t).

Corollaire 1.2.2.5. Soit A ∈ B et F ∈ D1,2 FA-mesurable. Alors

(DtF )|Ac×Ω

µ⊗P−PS
= 0.

Démonstration. Comme F est FA-mesurable, on a, d’après la proposition précédente, pour t ∈ Ac,

DtF = Dt(E(F | FA)) = E(DtF | FA)1A(t) = 0.

Exemple 1.2.2.6. Si T est un segment de la forme [0, T ], B le tribu borélienne et µ la mesure de
Lebesgue alors, pour tout processus (ut)t∈[0,T ] adapté et s > t,

Dsut = 0

1.3 Divergence de Malliavin
1.3.1 Définition et propriétés

Le second opérateur important en calcul de Malliavin est l’opérateur divergence qui est défini par
dualité par rapport à l’opérateur de dérivée de Malliavin ;

Définition 1.3.1.1. Opérateur divergence : On définit l’opérateur divergence δ comme l’adjoint de
l’opérateur D, i.e. δ est l’opérateur non borné sur L2(Ω, H) à valeurs dans L2(Ω) tel que :

1. Le domaine Dom(δ) de δ est l’ensemble des u ∈ L2(Ω, H) tel qu’il existe c ∈ R∗+ tel que pour tout
F ∈ D1,2,

|E(〈DF, u〉H)| ≤ c ‖F‖2 .

2. Pour tout u ∈ Dom(δ), δ(u) est l’élément de L2(Ω) caractérisé par

∀F ∈ D1,2,E(Fδ(u)) = E(〈DF, u〉H).

Remarque 1.3.1.2. L’opérateur δ est fermé comme l’adjoint de l’opérateur D non borné et de domaine
dense.
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Pour commencer nous allons définir Du pour u variable aléatoire à valeurs dans H. Pour se faire nous
définissons une catégorie de variables aléatoires vectorielles lisses en un certain sens. Sur cette catégorie,
nous définissons la dérivée de Malliavin de façon naturelle que nous allons étendre par fermabilité au
domaine de D sur L2(Ω, H).

Définition 1.3.1.3. On définit SH l’espace des éléments u de la forme

u =

n∑
j=1

Fjhj ,

avec Fj ∈ S et hj ∈ H.

Remarque 1.3.1.4. Quitte à enlever des vecteurs hj et rajouter des Fj = 0, on peut supposer que u
s’écrit

n∑
j=1

Fjej ,

avec (ei)i∈N∗ une base hilbertienne de H.

Définition 1.3.1.5. Soit u ∈ SH . Alors la variable Du dans H ⊗H est défini par

Du =

n∑
j=1

DFj ⊗ hj .

De plus, pour h ∈ H, la variable aléatoire Dhu dans H est défini par

Dhu =

n∑
j=1

DhFjhj =

n∑
j=1

〈DFj , h〉Hhj .

Remarque 1.3.1.6. Par fermabilité de l’opérateur D, on définit D1,2(H) comme le domaine de l’opé-
rateur D sur SH .

Proposition 1.3.1.7. L’opérateur δ a les propriétés suivantes :
1. Soit u ∈ Dom(δ). Alors E(δ(u)) = 0.
2. L’opérateur δ est linéaire sur Dom(δ).
3. Soit u ∈ SH de la forme précédente. Alors u ∈ Dom(δ) et

δ(u) =

n∑
j=1

FjW (hj)−
n∑
j=1

〈DFj , hj〉H .

4. Soit u ∈ SH de la forme précédente, F ∈ S et h ∈ H. Alors

Dh(δ(u)) = 〈D(δ(u)), h〉H = 〈u, h〉H + δ

 n∑
j=1

〈DFj , h〉Hhj

 = 〈u, h〉H + δ(Dhu).

Démonstration.
1. Pour F = 1 ∈ D1,2, on a

E(δ(u)) = E(Fδ(u)) = E(〈DF, u〉H) = 0.

2. Soit λ, µ ∈ R et u, v ∈ Dom(δ). Alors, pour tout F ∈ D1,2,

E(〈DF, λu+λv〉H) = λE(〈DF, u〉H)+µE(〈DF, v〉H) = λE(Fδ(u))+µE(Fδ(v)) = E(F (λδ(u)+µδ(v)).

D’où, par caractérisation,
δ(λu+ µv) = λδ(u) + µδ(v).
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3. Pour tout F ∈ D1,2,

|E(〈DF, u〉H)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
j=1

E(Fj〈DF, hj〉H)

∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑
j=1

|E(Fj〈DF, hj〉H)|.

Or, par intégration par parties,

E(Fj〈DF, hj〉H) = E(−F 〈DFj , hj〉+ FFjW (hj)).

D’où

|E(〈DF, u〉)| ≤
n∑
j=1

(E(|F 〈DFj , hj〉|) + E(|FFjW (hj)|) .

Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwarz, il existe cu ∈ R∗+ tel que

|E(〈DF, u〉)| ≤ cu ‖F‖2 .

Donc u ∈ Dom(δ). De plus

E(〈DF, u〉) = E

 n∑
j=1

Fj〈DF, hj〉

 =

n∑
j=1

E(Fj〈DF, hj〉) =

n∑
j=1

(E(−F 〈DFj , hj〉+ FFjW (hj))) .

D’où

E(〈DF, u〉) = E

F
 n∑
j=1

FjW (hj)−
n∑
j=1

〈DFj , hj〉

 .

Ainsi, par caractérisation,

δ(u) =

n∑
j=1

FjW (hj)−
n∑
j=1

〈DFj , hj〉.

4. Ainsi, par linéarité de D,

D(δ(u)) =

n∑
j=1

(D(FjW (hj))−D(〈DFj , hj〉)) =

n∑
j=1

(W (hj)DFj + Fj D(W (hj))︸ ︷︷ ︸
=hj

−D(〈DFj , hj〉)).

Donc

〈D(δ(u)), h〉 =

n∑
j=1

(W (hj)〈DFj , h〉+ Fj〈hj , h〉 − 〈D(〈DFj , hj〉), h〉).

Ainsi, comme 〈u, h〉 =

n∑
j=1

Fj〈hj , h〉,

〈D(δ(u)), h〉 = 〈u, h〉+

n∑
j=1

(W (hj)〈DFj , h〉 − 〈D(〈DFj , hj〉), h〉).

De plus, encore d’après ce qui précède,

δ

 n∑
j=1

〈DFj , h〉hj

 =

n∑
j=1

〈DFj , h〉W (hj)−
n∑
j=1

〈D(〈DFj , h〉), hj〉.

Or, pour tout j ∈ J1, nK,
〈D(〈DFj , h〉), hj〉 = 〈D(〈DFj , hj〉), h〉.

En effet, par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de D, il suffit de le montrer pour les vecteurs
de la base hilbertienne. On écrit Fj = fj(W (e1), ...,W (em)), alors, pour tout i, k ∈ N,

〈D(〈DFj , ei〉), ek〉 = 〈D (∂ifj(W (e1), ...,W (em))) , ek〉 = ∂i,kfj(W (e1), ...,W (em)),
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d’où, par lemme de Schwarz,

〈D(〈DFj , ei〉), ek〉 = ∂k,ifj(W (e1), ...,W (em)) = 〈D(〈DFj , ek〉), ei〉.

Par conséquent on a bien

〈D(δ(u)), h〉 = 〈u, h〉+ δ

 n∑
j=1

〈DFj , h〉hj

 .

Théorème 1.3.1.8. Soit u ∈ D1,2(H). Alors

‖δ(u)‖20,2 = E(δ(u)2) ≤ ‖u‖21,2 .

Ainsi D1,2(H) ⊂ Dom(δ) et δ est continu de D1,2(H) dans L2(Ω).

Démonstration. Soit u ∈ SH et (ei)i∈N une base hilbertienne de H. Alors, par définition de δ,

E(δ(u)2) = E(〈D(δ(u)), u〉)

Puis, comme (ei)i∈N est une base hilbertienne de H,

E(δ(u)2) = E

(
+∞∑
i=0

〈D(δ(u)), ei〉〈u, ei〉

)
.

Or, d’après la propriété 4 de la proposition précédente, pour tout i ∈ N,

〈D(δ(u)), ei〉 = 〈u, ei〉+ δ

 n∑
j=1

〈DFj , ei〉hj

 .

Ainsi

E(δ(u)2) = E
(
‖u‖2

)
+ E

+∞∑
i=0

δ

 n∑
j=1

〈DFj , ei〉hj

 〈u, ei〉
 .

Puis, par définition de l’opérateur δ,

E(δ(u)2) = E
(
‖u‖2

)
+ E

+∞∑
i=0

〈
D(〈u, ei〉),

n∑
j=1

〈DFj , ei〉hj

〉 .

Ainsi, comme (ei)i∈N est une base hilbertienne de H,

E(δ(u)2) = E
(
‖u‖2

)
+ E

+∞∑
i=0

+∞∑
k=0

〈D(〈u, ei〉), ek〉

〈
n∑
j=1

〈DFj , ei〉hj , ek

〉 ,

avec, pour tout i, k ∈ N, par bilinéarité du produit scalaire et linéarité de D,〈
n∑
j=1

〈DFj , ei〉hj , ek

〉
=

n∑
j=1

〈DFj , ei〉〈hj , ek〉

=

n∑
j=1

〈〈hj , ek〉DFj , ei〉

=

〈
n∑
j=1

〈hj , ek〉DFj , ei

〉
= 〈D(〈u, ek〉), ei〉.

Donc

E(δ(u)2) = E(‖u‖2) + E

 +∞∑
i,k=0

〈D(〈u, ek〉), ei〉〈D(〈u, ei〉), ek〉

 .
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Ainsi, par inégalité de Cauchy-Schwarz sur l2(N2),

E(δ(u)2) ≤ E(‖u‖2) + E

 +∞∑
i,k=0

〈D(〈u, ek〉), ei〉2
 .

On prend à partir de maintenant le choix des hj = ej comme dans la remarque 1.3.1.4. On a, pour tout
i, k ∈ N, par bilinéarité du produit scalaire sur H ⊗H,

〈Du, ei ⊗ ek〉 =

〈
n∑
j=1

DFj ⊗ ej , ei ⊗ ek

〉
=

n∑
j=1

〈DFj , ei〉〈ej , ek〉 = 〈DFk, ei〉,

et

D(〈u, ek〉) = D

〈 n∑
j=1

Fjej , ek

〉 =

n∑
j=1

D(Fj〈ej , ek〉) =

n∑
j=1

〈ej , ek〉DFj = DFk,

d’où
〈D(〈u, ek〉), ei〉 = 〈DFk, ei〉 = 〈Du, ei ⊗ ek〉.

Finalement

E(δ(u)2) ≤ E(‖u‖2) + E

 +∞∑
i,k=0

〈Du, ei ⊗ ek〉2
 = E(‖u‖2) + E(‖Du‖2) = ‖u‖21,2 .

Maintenant si u ∈ D1,2(H), alors il existe (un)n∈N ∈ SNH tel que

un
L2(H)−→
n→+∞

u et Dun
L2(H⊗H)−→
n→+∞

Du.

Par conséquent,
∀n ∈ N, ‖δ(un)‖20,2 ≤ ‖un‖

2
1,2 ,

et
∀F ∈ D1,2,E(Fδ(un)) = E(〈DF, un〉) −→

n→+∞
E(〈DF, u〉).

Donc
δ(un)

L2

−→
n→+

δ(u).

Ainsi, par passage à la limite
‖δ(u)‖20,2 ≤ ‖u‖

2
1,2 .

Remarque 1.3.1.9. De façon similaire, on peut aussi montrer que l’opérateur δ est continu de Dk,p(H)
dans Dk−1,p pour tout p ∈ J2,+∞J et k ∈ N∗ : il existe ck,p ∈ R∗+ tel que

∀u ∈ Dk,p(H), ‖δ(u)‖k−1,p ≤ ck,p ‖u‖k,p .

Ainsi Dk,p(H) ⊂ Dom(δ).

Grâce à l’opérateur divergence, on obtient une manière de calculer DhG dont la démonstration utilise
la décomposition en chaos de Wiener.

Proposition 1.3.1.10. Soit h ∈ H et G ∈ L2(Ω) tel qu’il existe Y ∈ L2(Ω) tel que

∀F ∈ D1,2,E(Gδ(hF )) = E(Y F ).

Alors G ∈ Dh,2 et
DhG = Y.
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Démonstration. On écrit la décomposition en chaos de Wiener de G ∈ L2(Ω),

G =

+∞∑
n=0

Jn(G).

Ainsi, pour tout F ∈ Dh,2,

E(Y F ) = E(Gδ(hF )) =

+∞∑
n=0

E((Jn(G))δ(hF )) =

+∞∑
n=0

E(〈D(Jn(G)), hF 〉) = E

(
F

+∞∑
n=1

Dh(Jn(G))

)
.

Donc

Y =

+∞∑
n=1

Dh(Jn(G)) = DhG.

Corollaire 1.3.1.11. Soit u ∈ D1,2(H) et h ∈ H tels que Dhu ∈ Dom(δ). Alors δ(u) ∈ Dh,2 et

Dh(δ(u)) = 〈u, h〉+ δ(Dhu).

Comme pour l’intégration par parties avec la dérivée de Malliavin, nous avons une formule similaire
pour calculer la divergence de Malliavin d’un produit.

Théorème 1.3.1.12. Soit F ∈ D1,2 et u ∈ Dom(δ) tel que Fu ∈ L2(Ω, H) et Fδ(u) = 〈DF, u〉 ∈ L2(Ω).
Alors Fu ∈ Dom(δ) et

δ(Fu) = Fδ(u)− 〈DF, u〉H .

Démonstration. Soit G ∈ D1,2. Alors

E(〈DG,Fu〉H) = E(〈FDG, u〉H) = E(〈D(FG)−GDF, u〉H)

= E(〈D(FG), u〉H)−G〈DF, u〉H) = E(δ(u)FG−G〈DF, u〉H) = E(G(Fδ(u)− 〈DF, u〉)).
Donc, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

|E(〈DG,Fu〉H)| ≤ c ‖G‖2 ,

avec c une constante dépendant de F,DF, u et δ(u). D’où Fu ∈ Dom(δ) et

δ(Fu) = Fδ(u)− 〈DF, u〉.

Corollaire 1.3.1.13. Soit h ∈ H et F ∈ Dh,2. Alors Fh ∈ Dom(δ) et

δ(Fh) = FW (h)− 〈DF, h〉. = FW (h)−DhF.

1.3.2 Dans le cadre H = L2(T,B, µ)

On se replace dans le cadre usuel en pratique H = L2(T,B, µ) avec µ une mesure σ-finie sans atome
sur l’espace mesurable (T,B).

Définition 1.3.2.1. Soit u ∈ Dom(δ) ⊂ L2(T × Ω). Alors la divergence δ(u) est appelée l’intégrale
stochastique de Skorohod de u que l’on note

δ(u) =

∫
T

utdWt.

Remarque 1.3.2.2. Soit u ∈ L2(T ×Ω). Alors on rappelle que, pour tout t ∈ T , ut a une expansion en
chaos de Wiener de la forme

ut =

+∞∑
n=0

In(fn(·, t)).

avec fn ∈ L2(Tn+1) symétrique en les n premières variables. De plus

E
(∫

T

u2
tdµt

)
=

+∞∑
n=0

n! ‖fn‖2L2(Tn+1) .

29



Définition 1.3.2.3. Soit f ∈ L2(Tn+1) symétrique par rapport aux n premières variables. Alors on
définit le symétrisé de f par

f̃(t1, ..., tn, t) =
1

n+ 1

(
f(t1, ..., tn, t) +

n∑
i=1

f(t1, ..., ti−1, t, ti+1, ..., tn, ti)

)
.

A partir de la décomposition en chaos de Wiener de u(t) on obtient une caractérisation de l’apparte-
nance à Dom(δ) de u et une expression simple simple de δ(u).

Proposition 1.3.2.4. Soit u ∈ L2(T × Ω) d’expansion en chaos de Wiener ut =

+∞∑
n=0

In(fn(·, t)). Alors

on a u ∈ Dom(δ) si et seulement si la série
+∞∑
n=0

In+1(f̃n) converge dans L2(Ω) et

δ(u) =

+∞∑
n=0

In+1(f̃n).

Démonstration.
Sens direct : On suppose u ∈ Dom(δ). Alors, pour tout G = In(g) avec g ∈ L2(Tn) symétrique,

E(δ(u)G) = E(〈DG,u〉) = E
(∫

T

DtGutdµt

)
= E

(∫
T

nIn−1(g(·, t))
+∞∑
m=0

Im(fm(·, t))µ(dt)

)
.

Ainsi, par théorème de Fubini,

E(δ(u)G) =

∫
T

n

+∞∑
m=0

E (In−1(g(·, t))Im(fm(·, t)))µ(dt).

Puis, par propriété des intégrales multiples Im et In,

E(δ(u)G) =

∫
T

n(n− 1)!〈fn−1(·, t), g(·, t)〉L2(Tm−1)µ(dt)

= n!〈fn−1, g〉L2(Tn)

= E(In(f̃n−1In(g))

= E(In(f̃n−1)G).

Ainsi In(f̃n−1) coïncide avec la projection de δ(u) sur le chaos de Wiener d’ordre n. On en déduit donc
que

δ(u) =

+∞∑
n=1

In(f̃n−1) =

+∞∑
n=0

In+1(f̃n)

où la convergence a lieu dans L2(Ω).

Sens indirect : Réciproquement on suppose la convergence dans L2(Ω) de la série
+∞∑
n=0

In+1(f̃n) que l’on

note V . Alors, pour tout G =
N∑
n=0

In(gn),

E

(
V

N∑
n=0

In(gn)

)
= E

(∫
T

utDt

(
N∑
n=0

In(gn)

)
dµt

)
.

Ainsi, pour tout F ∈ L2(Ω) avec une expansion finie en chaose de Wiener, par inégalité de Cauchy-
Schwarz, ∣∣E(〈u,DF 〉L2(T )

∣∣ =

∣∣∣∣E(∫
T

utDtFdµt

)∣∣∣∣ ≤ ‖V ‖2 ‖F‖2 .
Donc également pour tout F ∈ D1,2 par densité. Ainsi u ∈ Dom(δ).
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Corollaire 1.3.2.5. Le domaine Dom(δ) coïncide avec le sous-espace de L2(T × Ω) formé par les

ut =

+∞∑
n=0

In(fn(·, t)) tels que E(δ(u)2) =

+∞∑
n=0

(n+ 1)!
∥∥∥f̃n∥∥∥2

L2(Ω×T )
< +∞.

Nous allons à partir de maintenant considérer un espace dans lequel les processus ont leur dérivée de
Malliavin intégrable par rapport à la mesure produit µ⊗ µ⊗ P.

Définition 1.3.2.6. L’espace L1,2 est l’ensemble des u ∈ L2(T × Ω) tels que ut ∈ D1,2 pour µ-presque
tout t ∈ T et

E
(∫

T

∫
T

(Dsut)
2dµsdµt

)
< +∞.

Remarque 1.3.2.7. On L1,2 ⊂ Dom(δ). De plus L1,2 est un espace de Hilbert pour la norme

‖u‖21,2,L2(T ) = ‖u‖2L2(T×Ω) + ‖Du‖2L2(T 2×Ω) .

Et pour u, v ∈ L1,2, nous avons la relation particulière

E
(∫

T

utdWt

∫
T

vtdWt

)
= E(δ(u)δ(v)) =

∫
T

E(utvt)dµt +

∫
T

∫
T

E(DsutDtvs)dµsdµt.

Exemple 1.3.2.8. Si T = [0, T ] avec T ∈ R∗+, µ la mesure de Lebesgue sur [0, T ] et u, v deux processus
adaptés alors, d’après l’exemple 1.2.2.6, Dsut = Dsvt = 0 dès que s > t, ainsi

E

(∫ T

0

utdWt

∫ T

0

vtdWt

)
=

∫ T

0

E(utvt)dt

ce qui coïncide avec la propriété d’isométrie de l’intégrale d’Itô. Plus généralement nous allons voir que
l’intégrale de Skohorod coïncide avec l’intégrale d’Itô dans le cas où le processus u est adapté.

Avec les notations de l’intégrale de Skohorod, nous avons la formule suivante.

Proposition 1.3.2.9. Soit u ∈ L1,2 tel que, pour µ-presque tout t ∈ T , (Dtus)s∈T ∈ Dom(δ) et∫
T

DusdWs ∈ L2(T × Ω). Alors δ(u) ∈ D1,2 et

Dt(δ(u)) = ut +

∫
T

DtusdWs.

Démonstration. Soit h ∈ L2(T ). Alors Dhu ∈ Dom(δ) d’après les hypothèses de la proposition, d’où,
d’après le corollaire 1.3.1.11 et les hypothèses de la proposition,

〈D(δ(u)), h〉L2(T ) = 〈u, h〉L2(T ) + δ(〈Du, h〉L2(T )) = 〈u, h〉L2(T ) +

∫
T

〈Dtu, h〉L2(T )dWt

= 〈u, h〉L2(T ) +

∫
T

∫
T

DtushsdµsdWt = 〈u, h〉L2(T ) +

∫
T

(∫
T

DtusdWt

)
hsdµs.

Donc, dans L2(T ),

D(δ(u)) = u+

∫
T

DusdWs.

Le résultat suivant justifie la notation de l’intégrale de Skohorod.

Théorème 1.3.2.10. On suppose que W est un movement brownien en dimension d et que l’espace H
considéré est de la forme L2(T ) = L2([0, T ],B([0, T ]), λ). On considère u ∈ L2

a i.e. un processus adapté à
valeurs dans L2(Ω,Rd). Alors u ∈ Dom(δ) et δ(u) coïncide avec l’intégrale d’Itô de u contre le mouvement
brownien :

δ(u) =

d∑
i=1

∫ T

0

uitdW
i
t =

∫ T

0

〈ut, dWt〉.
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Démonstration. On suppose u processus adapté élémentaire de la forme

ut =

n∑
j=1

Fj1]tj ,tj+1](t),

avec Fj ∈ D1,2 Ftj -mesurable. Alors Fj1]tj ,tj+1] ∈ Dom(δ) d’après le théorème 1.3.1.12, et

δ(Fj1]tj ,tj+1]) = Fjδ(1]tj ,tj+1])− 〈DFj ,1]tj ,tj+1]〉L2([0,T ]) = Fj

∫ tj+1

tj

dWt −
∫ tj+1

tj

DtFjdt.

Donc, par mesurabilité,
δ(Fj1]tj ,tj+1]) = Fj(Wtj+1

−Wtj )− 0.

Puis, par densité, on obtient le même résultat avec Fj ∈ L2(Ω), puis u ∈ Dom(δ) et

δ(u) =

n∑
j=1

Fj(Wtj+1
)−Wtj ).

Pour conclure on considère une suite de processus adaptés (un)n∈N de la forme précédente qui converge
vers u ∈ L2([0, T ]). Par conséquent, d’après l’égalité précédente, le caractère fermé de δ et les propriétés
de l’intégrale stochastique, on en déduit que u ∈ Dom(δ) et δ(u) est égal à l’intégrale stochastique de u
contre le mouvement brownien W .

On obtient d’autres propriétés dans le cas où W est un mouvement brownien. Notamment la for-
mule de Clark-Ocone qui permet d’obtenir une décomposition d’une variable aléatoire F ∈ D1,2 faisant
intervenir l’intégrale de Skohorod de la dérivée de Malliavin conditionnelle.

Définition 1.3.2.11. On définit L1,2,f la fermuture de SH pour la semi-norme définie par

‖u‖21,2,f = E
(∫ 1

0

u2
tdt

)
+ E

(∫ 1

0

∫ t

0

(Dsut)
2dsdt

)
,

et LF la fermeture de SH pour la semi-norme définie par

‖u‖2F = ‖u‖21,2,f + E
(∫ 1

0

∫ t

0

∫ t

0

(DrDsut)
2drdsdt

)
.

Remarque 1.3.2.12. Si u ∈ L2
a alors u ∈ LF et pour tout t ≤ s, Dsut = 0. De plus si u ∈ LF alors

u ∈ Dom(δ) et
E(δ(u)2) ≤ 2 ‖u‖2F .

Théorème 1.3.2.13. On suppose H = L2([0, 1]) et (Wt)0≤t≤1 un mouvement brownien en dimension
1. On considère F ∈ D1,2. Alors nous avons la formule de Clark-Ocone

F = E(F ) +

∫ 1

0

E(DtF | Ft)dWt.

Démonstration. On écrit l’expansion en chaos de Wiener de F :

F =

+∞∑
n=0

In(fn).

Alors, d’après la proposition 1.2.2.2,

DtF =

+∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)).

Donc, d’après le lemme 1.2.2.3,

E(DtF | Ft) =

+∞∑
n=1

nE(In−1(fn(·, t)) | Ft) =

+∞∑
n=1

nIn−1(fn(·, t)1{ti≤t,∀i∈J1,n−1K}).

Ainsi, d’après la proposition 1.3.2.4,

δ (E(DtF | Ft)) =

+∞∑
n=1

In(fn) = F − F(F ),

ce qui donne le résultat voulu par correspondance entre l’intégrale d’Itô et la divergence de Malliavin.
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1.4 Propriétés locales
Nous allons dans cette sous-section raisonner avec des propriétés vraies seulement sur un événement

et nous allons en déduire des propriétés sur la divergence ou la dérivée de Malliavin sur cet événement.

Lemme 1.4.0.1. On considère f ∈ C∞c (Rn), g ∈ C∞c (R), h1, ..., hn ∈ H, u ∈ L1,2 et

F = f(W (h1), ...,W (hn)).

Alors
Fg(‖u‖2H) ∈ D1,2,

et
D(Fg(‖u‖2H)) = g(‖u‖2H)DF + 2Fg′(‖u‖2H)〈Du, u〉H = DFg(‖u‖2H) + 2Fg′(‖u‖2H)Duu.

Démonstration. Nous avons par dérivation de Malliavin d’un produit Fg(‖u‖2H) ∈ D1,2 et

D(Fg(‖u‖2)) = g(‖u‖2H)DF + FD(g(‖u‖2H)),

avec, par règle de la chaîne,

D(g(‖u‖2H)) = g′(‖u‖2H)D(‖u‖2H) = 2g′(‖u‖2H)〈Du, u〉H .

Proposition 1.4.0.2. Soit u ∈ D1,2(H) et A ∈ F tels que u|A = 0. Alors (δ(u))|A = 0.

Démonstration. On se place sur l’événement A. On considère f ∈ C∞c (Rn), h1, ..., hn ∈ H et

F = f(W (h1), ...,W (hn)).

Nous voulons montrer que
δ(u)1A

PS
= 0.

Or sur A nous avons u = 0 i.e. ‖u‖H = 0, donc nous voulons montrer que

δ(u)1{0}(‖u‖H) = δ(u)δ0(‖u‖H) = 0.

On considère alors (φε)ε une approximation de l’unité δ0, i.e.

φε(x) = φ
(x
ε

)
,

avec φ ∈ C∞(R,R+) de support inclus dans [−1, 1] et φ(0) = 1. Alors, d’après le lemme précédent,

Fφε(‖u‖2H) ∈ D1,2,

et
D(Fφε(‖u‖2H)) = DFφε(‖u‖2H) + 2Fφ′ε(‖u‖

2
H)Duu.

Ainsi, par définition par dualité de δ,

E
(
δ(u)φε(‖u‖2H)F

)
= E

(
〈u,D(Fφε(‖u‖2H))〉H

)
= E

(
φε(‖u‖2H)〈u,DF 〉H

)
+2E

(
Fφ′ε(‖u‖

2
H)〈u,Duu〉H

)
.

Or
φε(‖u‖2H)〈u,DF 〉H + 2Fφ′ε(‖u‖

2
H)〈u,Duu〉H

PS−→
ε→0

δ0(‖u‖2H)〈u,DF 〉H + 0 = 0.

De plus
|φε(‖u‖2)〈u,DF 〉H | ≤ ‖φ‖∞ ‖u‖H ‖DF‖H ∈ L

1(Ω),

et

|φ′ε(‖u‖
2
H)〈u,Duu〉| ≤ |φ′ε(‖u‖

2
H) ‖u‖2 ‖Du‖H⊗H ≤ sup

x∈R
|xφ′ε(x)| ‖Du‖H⊗H ‖φ

′‖∞ ‖Du‖H⊗H ∈ L
1(Ω).

Donc, par théorème de convergence dominée,

E(δ(u)δ0(‖u‖H)F ) = 0.

Comme ceci est vrai pour tout F , on en déduit que

δ(u)δ0(‖u‖H) = 0.
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Proposition 1.4.0.3. Soit F ∈ D1,1 et A ∈ F tels que F|A = 0 presque sûrement. Alors (DF )|A = 0
presque sûrement.

Démonstration. Quitte à considérer arctan(F ), on peut supposer F bornée i.e.

F ∈ D1,1 ∩ L∞(Ω).

Montrons que
1ADF = 0.

Or F = 0 sur A, donc il suffit de montrer

δ0(F )DF = 0.

Considérons la même approximation de l’unité qu’à la démonstration précédente (φε)ε∈R∗+ . Posons

ψε =

∫ ·
−∞

φε(y)dy.

Alors, d’après la règle de la chaîne, ψε(F ) ∈ D1,1 et

Dψε(F ) = φε(F )DF.

Considérons F1, ..., Fn ∈ Sb, h1, ..., hn ∈ H et

u =

n∑
j=1

Fjhj .

Alors
|E(φε(F )〈DF, u〉H)| = |E (〈D(ψε(F )), u〉H) | = |E(ψε(F )δ(u))| ≤ ‖ψε‖∞ E(|δ(u)|),

avec, par changement de variable z = y
ε ,

|ψε(x)| =
∣∣∣∣∫ x

−∞
φε(y)dy

∣∣∣∣ = ε

∣∣∣∣∣
∫ x

ε

−∞
φ(z)dz

∣∣∣∣∣ ≤ ε
∫ 1

−1

|φ(z)|dz ≤ 2ε ‖φ‖∞ .

Donc
|E(φε(F )〈DF, u〉H)| ≤ 2ε ‖φ‖∞ E(|δ(u)|) −→

ε→0
0.

Ainsi, par théorème de convergence dominée,

E(δ0(F )〈DF, u〉H) = 0.

Ceci étant vrai pour tout u =

n∑
j=1

Fjhj , on en déduit par densité que

δ0(F )DF = 0.

Remarque 1.4.0.4. Soit (Wt)t∈[0,1] un mouvement brownien en dimension 1, u ∈ LF et A ∈ F tels que
u = 0 presque sûrement sur [0, T ]×A. Alors de même, en utilisant des propriétés de l’intégrale d’Itô, on
obtient (δ(u))|A = 0 presque sûrement.

Nous pouvons également définir la dérivée de Malliavin locale à condition de travailler sur de bons
sous-ensemble de notre univers Ω.

Définition 1.4.0.5. Soit V est un espace de variables aléatoires. Alors on définit Vloc comme l’ensemble
des variables F tel qu’il existe (Fn)n∈N ∈ V N et (Ωn)n∈N ∈ FN tels que

Ωn ↗
n→+∞

Ω et F|Ωn = Fn.
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Exemple 1.4.0.6. Pour V = D1,p, la dérivée DF de F ∈ D1,p
loc est défini, sans ambiguïté, par

(DF )|Ωn = DFn.

Proposition 1.4.0.7. Soit (W (t))t∈[0,1] un mouvement brownien de dimension 1 et u un processus

adapté tel que
∫ 1

0

u2
tdt < +∞ presque sûrement. Alors u ∈ LFloc et

δ(u) =

∫ 1

0

utdWt.

Démonstration. On considère, pour tout k ∈ N∗, ϕk ∈ C∞c (R, [−1, 1]) tel que

(ϕk)|[−k,k] = 1, (ϕk)]−∞,−(k+1)[∪]k+1,+∞[ = 0.

On considère également

ukt = utϕk

(∫ t

0

u2
sds

)
,

et

Ωk =

{∫ 1

0

u2
sds ≤ k

}
.

Alors
Ωk ↗

k→+∞
Ω,

u|[0,1]×Ωk = uk|[0,1]×Ωk
,

et uk ∈ L2
a car le processus u est adapté et∫ 1

0

(ukt )2dt =

∫ 1

0

u2
tϕk

(∫ t

0

u2
sds

)2

dt ≤
∫ 1

0

u2
tdt < +∞.

Par conséquent uk ∈ LF d’après la remarque 1.3.2.12. Puis u ∈ LFloc. De plus, comme uk ∈ L2
a,

δ(uk) =

∫ 1

0

ukt dWt.

Donc, en faisant tendre k vers +∞, on obtient le résultat souhaité.

Terminons cette section par un critère de dérivabilité de Malliavin d’une intégrale d’Itô à partir de
la dérivabilité de Malliavin de l’intégrant.

Proposition 1.4.0.8. Soit (Wt)t∈[0,1] un mouvement brownien de dimension 1, (ut)t∈[0,1] un processus
adapté de carré intégrable et

Xt :=

∫ t

0

usdWs.

Alors u ∈ L1,2 si et seulement si X1 ∈ D1,2. Dans ce cas X ∈ L1,2 et, pour tout t ∈ [0, 1],∫ t

0

E((DsXt)
2)ds =

∫ t

0

E(u2
s)ds+

∫ t

0

∫ s

0

E((Drus)
2)drds.

Démonstration. On suppose u ∈ L1,2. Alors le processus (Dtus)0≤s≤1 est Skorohod-intégrable car est
adapté et de carré intégrable donc son intégrale de Skohorod coïncide avec son intégrale d’Itô. De plus,
par isométrie d’Itô,

E

(∫ 1

0

(∫ 1

0

DtusdWs

)2

dt

)
=

∫ 1

0

∫ 1

0

E((Dtus)
2)dsdt < +∞.

Ainsi, d’après la proposition 1.3.2.9, Xt ∈ D1,2 et

DsXt = us1{s≤t} +

∫ t

0

DsurdWr = us1{s≤t} +

∫ t

s

DsurdWr.
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Ainsi

(DsXt)
2 = u2

s1{s≤t} + 2us1{s≤t}

∫ t

s

DsurdWr +

(∫ t

s

DsurdWr

)2

.

D’où le résultat en appliquant l’espérance, par isométrie et comme l’intégrale d’Itô est une martingale
issue de 0.
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2 Premières utilisations du calcul de Malliavin

2.1 Semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck
Une première utilisation des opérateurs de dérivation et de divergence de Malliavin est une expression

plus simple du générateur du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. Commençons par rappeler ce qu’est le
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et ensuite nous verrons comment l’exprimer à partir de la dérivée et
de la divergence de Malliavin.

2.1.1 Le semi-groupe

Définition 2.1.1.1. Le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck est le semi-groupe (Tt)t∈R+
d’opérateurs

contractifs sur L2(Ω) définis par

∀F ∈ L2(Ω), Tt(F ) =

+∞∑
n=0

e−ntJn(F ).

Remarque 2.1.1.2. L’opérateur Tt peut aussi être défini sur Lp(Ω) par, pour tout F ∈ Lp(Ω), comme
F engendrée par W , il existe ψF : R −→ R mesurable telle que F = ψF ◦W ,

Tt(F ) = E′(ψF (e−tW +
√

1− e−2tW ′)),

avec W ′ une copie indépendante de W définie sur (Ω,F ′,P′).

Proposition 2.1.1.3. Les opérateurs Tt vérifient :
1. la positivité

∀F ∈ L2(Ω), F ≥ 0 =⇒ Tt(F ) ≥ 0.

2. la symétrie

∀F,G ∈ L2(Ω), E(GTt(F )) = E(FTt(G)) =

+∞∑
n=0

e−ntE(Jn(F )Jn(G)).

Démonstration.
1. Soit F = ψF ◦W ∈ L2(Ω) positive. Alors

Tt(F ) = E′(ψF (e−t +
√

1− 2e−2tW ′)︸ ︷︷ ︸
≥0

) ≥ 0.

2. Soit F,G ∈ L2(Ω). Alors

E(GTt(F )) =

+∞∑
n=0

e−ntE(GJn(F )),

avec, comme les chaos de Wiener sont en domme directe orthogonale,

E(GJn(F )) = 〈G, Jn(F )〉 =

〈
+∞∑
m=0

Jn(G), Jn(F )

〉
= 〈Jn(G), Jn(F )〉 = E(Jn(G)Jn(F )),

et par symétrie des rôles de F et G,

E(GJn(F )) = E(Jn(G)Jn(F )) = E(FJn(G)).

D’où

E(GTt(F )) =

+∞∑
n=0

e−ntE(Jn(F )Jn(G)) = E(FTt(G)).

Remarque 2.1.1.4. Le semi-groupe d’Orstein-Uhlenbeck est très lié au processus gaussien centré
(Xt)t∈R de fonction de covariance K(s, t) = e−|s−t|, appelé processus d’Orstein-Uhlenbeck. En effet,
pour tout t ∈ R+, s ∈ R et F = ψF ◦W ∈ L2(Ω), on a

(TtF )(Xs) := ψTtF ◦Xs = E(ψF (Xs+t) | F̃s) =: E(F (Xs+t) | Fs).
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2.1.2 Le générateur

Définition 2.1.2.1. On définit l’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L par

L(F ) = −
+∞∑
n=0

nJn(F )

sur

Dom(L) =

{
F ∈ L2(Ω),

+∞∑
n=1

n2 ‖Jn(F )‖22 < +∞

}
.

Définition 2.1.2.2. On définit le générateur infinitésimal A du semi-groupe (Tt)t∈R+ par

A(F ) = lim
t→0

Tt(F )− F
t

sur
Dom(A) =

{
F ∈ L2(Ω),∃G ∈ L2(Ω), lim

t→0

∥∥∥∥Tt(F )− F
t

−G
∥∥∥∥

2

= 0

}
.

Proposition 2.1.2.3. L’opérateur L coïncide avec A :

(L,Dom(L)) = (A,Dom(A)).

Démonstration. Soit F ∈ L2(Ω). On suppose F ∈ Dom(L). Alors, par définitions de TtF et de L(F ),

E

(∣∣∣∣1t (TtF − F )− L(F )

∣∣∣∣2
)

=

+∞∑
n=0

(
1

t
(e−nt − 1) + n

)2

E(|Jn(F )|2),

avec par développement limité de l’exponentielle,

1

t
(e−nt − 1) + n

t→0
=

1

t

(
−nt+

n2t2

2
+ o(t2)

)
+ n =

nt

2
+ o(t) −→

t→0
0,

et (
1

t
(e−nt − 1) + n

)2

E(|Jn(F )|2) ≤ 2nE(|Jn(F )|2)

terme d’une série convergente. Donc, par théorème de convergence dominée,

E

(∣∣∣∣1t (TtF − F )− L(F )

∣∣∣∣2
)
−→
t→0

0.

D’où F ∈ Dom(A) et A(F ) = L(F ).
Réciproquement on suppose F ∈ Dom(A) et on note G = lim

t→0

1
t (TtF − F ) = A(F ) ∈ L2(Ω). Alors, par

continuité et linéarité de Jn,

JnG = lim
t→0

1

t
(Jn(TtF )− Jn(F )),

avec

Jn(TtF ) =

+∞∑
m=0

e−mtJm(Jn(F )) = e−ntJn(F ).

Donc

JnG = lim
t→0

e−nt − 1

t
Jn(F ) = −nJn(F ).

Ainsi F ∈ Dom(L) et

L(F ) =

+∞∑
n=0

Jn(G) = G = A(F ).
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Proposition 2.1.2.4. Soit F ∈ L2(Ω). Alors F ∈ Dom(L) si et seulement si F ∈ Dom(δD) i.e. F ∈ D1,2

et DF ∈ Dom(δ). Dans ce cas
L(F ) = −δ(D(F )).

Démonstration. On suppose F ∈ Dom(δD). Soit G ∈ Hn. Alors, par polarisation de la formule obtenue
à la proposition 1.2.1.21,

E(Gδ(D(F ))) = E(〈DG,DF 〉H) = nE(GJn(F )).

En effet, on a

E(〈DG,DF 〉H) =

+∞∑
m=1

mE(Jm(G)Jm(F )) = nE(Jn(G)Jn(F )) = nE(GJn(F )).

Donc
Jn(δ(D(F ))) = nJn(F ).

Ainsi F ∈ Dom(L) et
δ(D(F )) = −L(F ).

Réciproquement on suppose F ∈ Dom(L). Alors on a directement F ∈ D1,2, et pour tout G ∈ D1,2,

E(〈DG,DF 〉H) =

+∞∑
n=1

E(Jn(G)Jn(F )) =

+∞∑
n=1

E(GJn(F )) = −E(GL(F )).

Ainsi DF ∈ Dom(δ) et
δ(D(F )) = −L(F ).

A partir de cette formulation du générateur L, nous pouvons en déduire des expressions intéressantes
de L(F ) et de L(ϕ(F )).

Proposition 2.1.2.5. Si S ⊂ Dom(L) alors, pour tout F = f(W (h1), ...,W (hn)) ∈ S,

L(F ) =

n∑
i,j=1

∂i∂jf(W (h1), ...,W (hn))〈hi, hj〉 −
n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))W (hi).

Démonstration. On a directement par définition de D1,2,

F ∈ D1,2,

et

DF =

n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))hi.

Ainsi, d’après la propriété 4 de la proposition 1.3.1.7,

δ(D(F )) =

n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))W (hi)−
∑

1≤i,j≤n

∂i∂jf(W (h1), ...,W (hn))〈hi, hj〉H .

On en déduit le résultat d’après la proposition précédente.

Proposition 2.1.2.6. Soit F = (F 1, ..., Fm) ∈ (D2,4)m et ϕ ∈ C2(Rm) avec des dérivées partielles
premières et secondes bornées. Alors ϕ(F ) ∈ Dom(L) et

L(ϕ(F )) =

m∑
i,j=1

∂i∂jϕ(F )〈DF i, DF j〉+

m∑
j=1

∂iϕ(F )L(F i).

39



Démonstration. On se limite au cas m = 1, le cas général se traite de la même manière. On suppose que
F = f(W (h1), ...,W (hn)) ∈ S et ϕ ∈ C∞p (R). Alors ϕ◦f ∈ C∞p (R) et, d’après la proposition précédente,

L(ϕ(F )) =
∑

1≤i,j≤n

∂i∂j(ϕ ◦ f)(W (h1), ...,W (hn))〈hi, hj〉H −
n∑
i=1

∂i(ϕ ◦ f)︸ ︷︷ ︸
=ϕ′◦f×∂if

(W (h1), ...,W (hn))W (hi),

avec
∂i∂j(ϕ ◦ f) = ϕ′′ ◦ f × ∂if × ∂jf + ϕ′ ◦ f × ∂i∂jf.

Donc, en réutilisant la proposition précédente avec L(F ),

L(ϕ(F )) = ϕ′′(F )
∑

1≤i,j≤n

(∂if × ∂jf)(W (h1), ...,W (hn))〈hi, hj〉H

+ϕ′(F )
∑

1≤i,j≤n

∂i∂jf(W (h1), ...,W (hn))〈hi, hj〉H

−ϕ′(F )

n∑
i=1

∂if(W (h1), ...,W (hn))W (hi)

= ϕ′′(F )〈DF,DF 〉+ ϕ′(F )LF.

On en déduit le résultat général par densité et continuité de L comme composé de telles applications.

2.2 Introduction d’un modèle financier
On considère un marché composé d’un actif risqué et d’un actif non risqué. Le prix de l’actif risqué

est supposé de la forme
St = S0e

ht , t ∈ [0, T ],

avec

ht =

∫ t

0

(
µs −

σ2
s

2

)
ds+

∫ t

0

σsdWs, t ∈ [0, T ],

où µ est son taux d’intérêt et σ sa volatilité. On considère également un actif non risqué dont le prix est
supposé de la forme

Bt = exp

(∫ t

0

rtdt

)
, t ∈ [0, T ],

où r est son taux d’intérêt.

Proposition 2.2.0.1. Le processus du prix (St)t∈[0,T ] vérifie l’équation différentielle stochastique linéaire

dSt = µtStdt+ σtStdWt.

Démonstration. D’après la formule d’Itô, nous avons

St = S0 +

∫ t

0

(
µs −

σ2
s

2

)
Ssds+

∫ t

0

σsSsdWs +
1

2

∫ t

0

σ2
sSsds = S0 +

∫ t

0

µsSsds+

∫ t

0

σsSsdWs.

On considère un investisseur qui commence avec une richesse x ∈ R+ et investit dans les actifs risqué
et non risqué. On note αt le nombre d’actifs non risqués et βt celui de risqués. Le couple φt = (αt, βt)
est appelé la stratégie financière de l’investisseur. On suppose que les processus α et β soient mesurables
adaptés et, P-presque sûrement, ∫ T

0

|αt|dt < +∞,
∫ T

0

(βt)
2dt < +∞.

En particulier nous avons la relation

x = α0B0 + β0S0 = α0 + β0S0,

et la richesse totale de l’investisseur à l’instant t est donnée par

Vt(φ) = αtBt + βtSt.
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On suppose que la stratégie est auto-financée, i.e. qu’il n’y a ni apports ni dépenses, i.e.

Vt(φ) = x+

∫ t

0

αsdBs +

∫ t

0

βsdSs.

On introduit le prix réduit associés aux actifs

S̃t = B−1
t St = S0 exp

(∫ t

0

(
µs − rs −

σ2
s

2

)
ds+

∫ t

0

σsWs

)
,

et la valeur réduite du portefeuille

Ṽt(φ) = B−1
t Vt(φ) = αt + βtS̃t.

Proposition 2.2.0.2. Nous avons la relation

Ṽt(φ) = x+

∫ t

0

(µs − rs)βsS̃sds+ σ

∫ t

0

βsS̃sdWs.

Démonstration. Par intégration par parties stochastique, nous avons

Ṽt(φ) = Ṽ0(φ) +

∫ t

0

B−1
s dVs(φ) +

∫ t

0

Vs(φ)d(B−1
s ) + 〈B−1, V (φ)〉t,

avec
Ṽ0(φ) = α0 + β0S̃0 = α0 + β0S0 = x,

dVs(φ) = αsdBs + βsdSs = rsαsBsds+ µsβsSsds+ σsβsSsdWs,

d(B−1
s ) = −rsB−1

s ds,

et, comme B est déterministe,
〈B−1, V (φ)〉t = 0.

Donc

Ṽt(φ) = x+ r

∫ t

0

αsds+

∫ t

0

µsβsB
−1
s Ss︸ ︷︷ ︸
=S̃s

ds+

∫ t

0

σsβsB
−1
s Ss︸ ︷︷ ︸
=S̃s

dWs −
∫ t

0

rs Vs(φ)B−1
s︸ ︷︷ ︸

=αs+βsS̃s

ds.

Ainsi

Ṽt(φ) = x+

∫ t

0

(rs − µs)βsS̃sds+ σ

∫ t

0

βsS̃sdWs.

Corollaire 2.2.0.3. La quantité αt d’actifs non risqués vérifie la relation

αt = Ṽt(φ)− βtS̃t = x+

∫ t

0

βsdS̃s − βtS̃t.

Corollaire 2.2.0.4. Si µ = r alors

Ṽt(φ) = x+

∫ t

0

σsβsS̃sdWs

est une martingale locale.

Proposition 2.2.0.5. Soit h une variable aléatoire positive FT mesurable telle que

E(B−1
T Z2

Th
2) < +∞,

avec

Zt = exp

(
−
∫ t

0

θsWs −
1

2

∫ t

0

θ2
sds

)
, θ =

µ− r
σ

.

Alors il existe une stratégie φ auto-financée telle que

VT (φ) = h.

41



Démonstration. Comme E(B−1
T Z2

Th
2) < +∞, d’après le théorème de représentation, il existe un proces-

sus mesurable adapté (ut)t∈[0,T ] tel que

E

(∫ T

0

u2
sds

)
< +∞,

et

B−1
T ZTh = E(B−1

T ZTh) +

∫ t

0

usdWs.

On pose

Mt = E(B−1
T ZTh | Ft) = E(B−1

T ZTh) +

∫ t

0

usdWs,

et on considère la stratégie φ = (α, β) définie par

βt =
Z−1
t (ut +Mtθt)

σtS̃t
,

αt = MtZ
−1
t − βtS̃t.

On aura alors φ auto-financée et
VT (φ) = H.

Corollaire 2.2.0.6. Dans ce cas nous avons la relation

Vt(φ) = Z−1
t E

(
ZT e

−
∫ T
t
rsdsh | Ft

)
.

Corollaire 2.2.0.7. Si E(ZT ) = 1 alors on peut considérer la probabilité Q sur (Ω,F) définie par

dQ = ZT dP.

Ainsi
Vt(φ) = EQ

(
e−

∫ T
t
rsdsh | Ft

)
.

En particulier
V0(φ) = EQ

(
e−

∫ T
0
rsdsh

)
Exemple 2.2.0.8. Dans le modèle de Black-Scholes, on suppose que les fonctions µ, σ et r sont constantes.
On considère également une option européenne i.e.

h = Φ(ST ).

Alors la stratégie φ = (α, β) atteignant h = Φ(ST ) vérifie

βt =
∂F

∂x
(t, St)

αt = e−rt(F (t, St)− βtSt),

avec
F (t, x) = e−r(T−t)EQ

(
Φ
(
xer(T−t)eσ(W̃T−W̃t)−σ

2

2 (T−t)
))

,

et W̃t = Wt + θt mouvement brownien sous la probabilité Q.

2.3 Calcul de Greeks par intégration par parties
Dans cette section nous nous intéresserons à des quantités retranscrivant la stabilité d’une option

financière par rapport à des paramètres du problème, par exemple à la valeur initiale d’une action ou à
sa volatilité. Pour se faire nous allons avoir besoin d’une formule d’intégration par parties.
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2.3.1 Formule d’intégration par parties

On considère H un espace de Hilbert, (W (h))h∈H un processus isonormal et F la tribu engendrée
par W .

Théorème 2.3.1.1. Soit F ∈ D1,2, G une variable aléatoire réelle et u une variable aléatoire à valeurs
dans H telle que

DuF := 〈DF, u〉
PS

6= 0,

et
G(DuF )−1u ∈ Dom(δ).

Alors, pour tout f ∈ C1(R) de fonction dérivée bornée,

E(f ′(F )G) = E(f(F )H(F,G)),

avec
H(F,G) = δ

(
G(DuF )−1u

)
.

Démonstration. Soit f ∈ C1(R) de fonction dérivée bornée. Alors, d’après la règle de la chaîne, on a
f(F ) ∈ D1,2 et

Du(f(F )) = 〈D(f(F )), u〉 = 〈f ′(F )DF, u〉 = f ′(F )DuF.

Donc, comme DuF
PS

6= 0,

E(f ′(F )G) = E(Du(f(F ))(DuF )−1G) = E(〈D(f(F )), G(DuF )−1u〉).

Ainsi, d’après la définition par dualité de δ, comme G(DuF )−1u ∈ Dom(δ),

E(f ′(F )G) = E(f(F )δ(G(DuF )−1u)).

Définition 2.3.1.2. Un Greek est la sensibilité d’un produit dérivée d’une quantité financière en fonction
des paramètres du modèle.

Remarque 2.3.1.3. Un Greek est utile pour mesurer la stabilité de la quantité financière quand les
paramètres varient.

Corollaire 2.3.1.4. Si on considère le modèle de Black-Scholes avec une option de profit h ∈ L2(Ω,F ,Q)
où Q est la mesure martingale i.e. la probabilité équivalente à P telle que le processus de prix réduit soit
une martingale. Alors la valeur du portefeuille au temps t = 0 est donné par

V0 = e−rTEQ(h),

avec T le temps final et r le taux d’intérêt de l’actif non risqué. On suppose alors que h s’écrit h = f(Fα)
avec α un des paramètres du problème, comme par exemple S0 le prix de l’actif risqué à l’instant initial,
σ la volatilité de cet actif ou r le taux d’intérêt.
Alors

∂V0

∂α
= e−rTEQ

(
f ′(Fα)

dFα
dα

)
= e−rTEQ

(
f(Fα)H

(
Fα,

dFα
dα

))
.

2.3.2 Calcul de Greeks pour des options européennes

On considère H = L2([0, T ]).

Définition 2.3.2.1. Le Delta est la dérivée de V0 par rapport au paramètre α = S0 le prix initial de
l’action

∆ =
∂V0

∂α
=
∂V0

∂S0
.

Définition 2.3.2.2. Une option européenne dérivée est une option dont le profit h ne dépend que de la
valeur de l’action à l’instant final T

h = φ(ST ).
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Remarque 2.3.2.3. ∆ coïncide avec la composition en actifs risqués à l’instant initial

∆ =
∂(α0B0 + β0S0)

∂S0
= β0 =

∂F

∂x
(0, S0).

Proposition 2.3.2.4. Si φ ∈ C1(R) de dérivée bornée et ST ∈ D1,2 alors

∆ =
e−rT

S0σT
EQ(φ(ST )W (T )).

Démonstration. On a

∆ =
∂V0

∂S0
=

∂

∂S0

(
EQ(e−rTh)

)
=

∂

∂S0

(
EQ(e−rTφ(ST ))

)
= e−rT

∂

∂S0
(EQ(φ(ST ))) .

Puis, comme φ est de dérivée bornée, on peut appliquer le théorème de dérivation d’une intégrale à
paramètre pour obtenir

∆ = e−rTEQ

(
φ′(ST )

∂ST
∂S0

)
.

Or, par hypothèse du problème,
St = S0e

ht ,

avec

ht =

(
r − σ2

2

)
t+ σW (t).

Donc
∂ST
∂S0

= ehT =
ST
S0
,

et

∆ =
e−rT

S0
EQ (φ′(ST )ST ) .

Or, pour u = 1, on a

DuST = 〈DST , u〉H =

∫ T

0

DtST dt,

avec, par règle de la chaîne et l’expression de hT ,

DtST = S0Dt(e
hT ) = S0e

htDthT = STσ.

Ainsi

DuST = σTST
PS

6= 0.

De plus, avec F = G = ST ,

G(DuF )−1u = ST (σTST )−1 = σ−1T−1 ∈ R ⊂ Dom(δ).

On peut donc appliquer le théorème précédent pour obtenir

EQ(φ′(ST )ST ) = E(φ(ST )H(ST , ST )),

avec

H(ST , ST ) = δ
(
σ−1T−1

)
= σ−1T−1δ(1) = σ−1T−1

∫ T

0

1dWt = σ−1T−1W (T ).

Par conséquent on a bien

∆ =
e−rT

S0σT
EQ(φ(ST )W (T )).

Définition 2.3.2.5. Le Gamma est la dérivée seconde de V0 par rapport au paramètre α = S0

Γ =
∂2V0

∂S2
0

.
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Proposition 2.3.2.6. Si φ ∈ C2(R) de dérivée et de dérivée seconde bornées et ST ∈ D1,2 alors

Γ =
e−rT

S2
0σT

EQ

(
φ(ST )

(
W (T )2

σT
− 1

σ
−W (T )

))
.

Démonstration. Comme dans la démonstration précédente, par théorème de dérivation d’une intégrale
à paramètre,

Γ =
∂2V0

∂S2
0

= e−rTEQ

(
∂

∂S0

(
φ′(ST )

∂ST
∂S0

))
= e−rTEQ

(
φ′′(ST )

(
∂ST
∂S0

)2

+ φ′(ST )
∂2ST
∂S2

0

)
.

Or, comme St = S0e
ht ,

∂ST
∂S0

= ehT =
ST
S0
,

∂2ST
∂S2

0

= 0,

et

Γ =
e−rT

S0
EQ
(
φ′′(ST )S2

T

)
.

De plus

S2
T (D1ST )−1 = S2

T

(∫ T

0

DtST dt

)−1

=
ST
σT
∈ D1,2,

d’où
S2
T (D1ST )−11L2([0,T ]) ∈ Dom(δ).

Par conséquent, d’après le théorème 2.3.1.1,

E(φ′′(ST )S2
T ) = E(φ′(ST )H(ST , S

2
T )),

avec, en utilisant une propriété de la divergence de Malliavin

H(ST , S
2
T ) = δ(S2

T (D1ST )−11L2([0,T ])) = δ

(
ST
σT

)
=
ST
σT

δ(1)−
∫ T

0

Dt

(
ST
σT

)
dt =

STWT

σT
− ST .

Ainsi
EQ(φ′′(ST )S2

T ) = EQ

(
φ′(ST )ST

(
WT

σT
− 1

))
.

On utilise encore le théorème 2.3.1.1 avec G = ST
(
WT

σT − 1
)
, F = ST ∈ D1,2, u = 1 et

δ

ST (WT

σT
− 1

)(∫ T

0

DtST dt

)−1
 = δ

(
WT

σ2T 2
− 1

σT

)
=

1

σ2T 2
δ(WT )− 1

σT
δ(1)

=
1

σ2T 2

(
WT δ(1)−

∫ T

0

DtWT dt

)
− WT

σT
=

W 2
T

σ2T 2
− 1

σ2T
− WT

σT
.

Par conséquent on obtient le résultat souhaité.

Définition 2.3.2.7. Le Vega est la dérivée de V0 par rapport à α = σ la volatilité

ϑ =
∂V0

∂σ
.

Proposition 2.3.2.8. Si φ de classe C1 de dérivée bornée et ST ∈ D1,2 alors

ϑ = e−rTEQ

(
φ(ST )

(
W 2
T

σT
− 1

σ
−WT

))
.

45



Démonstration. Comme précédemment,

ϑ = e−rTEQ(φ′(ST )ST (WT − σT )).

Puis il suffit d’appliquer le théorème 2.3.1.1 avec G = ST (WT − σT ), F = ST et u = 1 sachant que

δ

ST (WT − σ)

(∫ T

t

DtST dt

)−1
 = δ

(
WT

σT
− 1

)
=
W 2
T

σT
− 1

σ
−WT

car

δ

(
WT

σT

)
=
WT

σT
δ(1)−

∫ T

0

Dt

(
WT

σT

)
dt =

W 2
T

σT
− 1

σ
.

Remarque 2.3.2.9. Par exemple s’il s’agit d’une option européenne d’achat alors

φ = (· −K)+ = max(· −K, 0),

avec K le prix d’exercice fixé sur le contrat, n’est pas de classe C1 mais il est possible de raisonner en
approchant φ de façon uniforme par des fonctions régulières.

2.3.3 Calcul de Greeks pour des options exotiques

On considère ici une option dont le profit est de la forme

h = φ

(
1

T

∫ T

0

Stdt

)
.

Exemple 2.3.3.1. Un option d’achat asiatique de prix d’exercice K a un profit

h =

(
1

T

∫ T

0

Stdt−K

)+

.

Remarque 2.3.3.2. Dans ce cas il n’y a pas de formule explicite pour la densité de la variable aléatoire
1

T

∫ T

0

Stdt.

Remarque 2.3.3.3. Le prix de l’option à l’instant t = 0 est donné par

V0 = e−rTEQ

(
φ

(
1

T

∫ T

0

Stdt

))
.

Proposition 2.3.3.4. Si φ est de classe C1 de dérivée bornée et

ST :=
1

T

∫ T

0

Stdt ∈ D1,2.

Alors

∆ =
2e−rT

S0σ2
EQ

(
φ(ST )

(
ST − S0

TST
− r +

σ2

2

))
.

Démonstration. Premièrement, comme précédement, on a

∆ =
∂V0

∂S0
= e−rTEQ

(
φ′(ST )

∂ST
∂S0

)
=
e−rT

S0
EQ(φ′(ST )ST ) =:

e−rT

S0
EQ(φ′(F )G).

De plus

DtF = DtST =
1

T

∫ T

0

DtSrdr =
σ

T

∫ T

t

Srdr

car, par règle de la chaîne,
DtSr = S0Dt(e

hr ) = S0e
hrDthr = Srσ.
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Donc

δ

(
GS∫ T

0
StDtFdt

)
=

2

σ
δ

(
S∫ T

0
Stdt

)
,

car
G∫ T

0
StDtFdt

=
2

σ
∫ T

0
Stdt

,

i.e.

σ

(∫ T

0

Stdt

)
1

T

(∫ T

0

Stdt

)
= σ

(∫ T

0

Stdt

)
G = 2

∫ T

0

StDtFdt =
σ

T
2

∫ T

0

St

∫ T

t

Srdr,

i.e. (∫ T

0

Stdt

)2

= 2

∫ T

0

St

∫ T

t

Srdr.

En effet, en posant Mt =

∫ t

0

Srdr, on a

M2
T = 2

∫ T

0

MrdMr = 2

∫ T

0

MrSrdr = 2

∫ T

0

Sr

∫ r

0

Stdtdr = 2

∫ T

0

St

∫ T

t

Srdrdt.

Puis, par propriété de la divergence de Malliavin,

δ

(
GS∫ T

0
StDtFdt

)
=

2

σ

(
δ(S)∫ T
0
Stdt

−
∫ T

0

SrDr

(
1∫ T

0
Stdt

)
dr

)
=

2

σ

∫ T0 StdWt∫ T
0
Stdt

−
∫ T

0

Sr

∫ T
0
DrStdt(∫ T

0
Stdt

)2 dt

 .

D’où, en utilisant un calcul précédent,

δ

(
GS∫ T

0
StDtFdt

)
=

2

σ

∫ T0 StdWt∫ T
0
Stdt

−
∫ T

0

Sr

∫ T
r
σStdt(∫ T

0
Stdt

)2 dt

 =
2

σ

∫ T
0
StdWt∫ T

0
Stdt

+ 1.

Or, par formule d’Itô appliquée à St = S0e
ht = f(ht),

St = S0 +

∫ t

0

S0e
hrdhr +

1

2

∫ t

0

S0e
hrd〈h, h〉r

= S0 +

∫ t

0

Sr

(
r − σ2

2

)
dr +

∫ t

0

SrσdWr +
1

2

∫ t

0

Srσ
2dr

= S0 + r

∫ t

0

Srdr + σ

∫ t

0

SrdWr.

Donc

δ

(
GS∫ T

0
StDtFdt

)
=

2(ST − S0)

σ2
∫ T

0
Stdt

− 2r

σ2
+ 1.

On en déduit le résultat grâce au théorème 2.3.1.1.

2.4 Application de la formule de Clark-Ocone
Dans cette section nous allons obtenir une expression de la quantité d’actifs risqués au cours du temps

dans le modèle de Black-Scholes. Pour se faire nous aurons besoin de la formule de Clark-Ocone, d’une
généralisation pour être plus précis.

2.4.1 Une généralisation de la formule

On considère (Wt)t∈[0,1] un mouvement brownien en dimension 1. Commençons par rappeler cette
formule initiale.
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Théorème 2.4.1.1. Soit F ∈ D1,2. Alors

F = E(F ) +

∫ 1

0

E(DtF | Ft)dWt.

Remarque 2.4.1.2. On considère :

1. (θt)t∈[0,T ] un processus adapté mesurable tel que
∫ T

0

θ2
t dt

PS
< +∞.

2. (Zt)t∈[0,T ] le processus donné par

Zt = exp

(
−
∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2
sds

)
tel que E(ZT ) = 1.

3. (W̃t)t∈[0,T ] le processus donné par

W̃t = Wt +

∫ t

0

θsds.

Alors, par le théorème de Girsanov, W̃ est un mouvement brownien sous la probabilité Q sur FT donnée
par

dQ
dP

= ZT .

Lemme 2.4.1.3. Soit F ∈ D1,2 FT -mesurable et θ ∈ L1,2 tels que :

1. E(Z2
TF

2) + E

(
Z2
T

∫ T

0

(DtF )2dt

)
< +∞,

2. E

Z2
TF

2

∫ T

0

(
θt +

∫ T

t

DtθsdWs +

∫ T

t

θsDtθsds

)2
 < +∞.

Alors ZTF ∈ D1,2 et

Dt(ZTF ) = ZTDtF − ZTF

(
θt +

∫ T

t

DtθsdWs +

∫ T

t

θsDtθsds

)
.

Démonstration. On a

‖ZTF‖21,2 = E(Z2
TF

2) + E

(
Z2
T

∫ T

0

(DtF )2dt

)
< +∞.

Donc ZTF ∈ D1,2 et
Dt(ZTF ) = ZTDtF + FDtZT ,

avec, par règle de la chaîne,

DtZT = exp

(
−
∫ T

0

θsdWs −
1

2

∫ T

0

θ2
sds

)
Dt

(
−
∫ T

0

θsdWs −
1

2

∫ T

0

θ2
sds

)
= −ZTDt

(∫ T

0

θsdWs +
1

2

∫ T

0

θ2
sds

)

= −ZT

(
θt +

∫ T

t

DtθsdWs +
1

2

∫ T

t

Dt(θ
2
s)ds

)
= −ZT

(
θt +

∫ T

t

DtθsdWs +

∫ T

t

θsDtθsds

)
,

ce qui donne bien le résultat souhaité.

Lemme 2.4.1.4. Soit Q << P, η = dQ
dP , ξ une variable aléatoire positive, ou Q-intégrable, et G une

sous-tribu de F . Alors
EQ(ξ | G) =

E(ξη | G)

E(η | G)
.
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Démonstration. Soit Z ∈ L2(Ω,G,Q). Alors, par définition de η,

EQ(ZE(ξη | G)) = E(ZE(ξη | G)η).

Or ZE(ξη | G) est G-mesurable, donc

E(ZE(ξη | G)η) = E(ZE(ξη | G)E(η | G)).

Puis, comme E(η | G) est G-mesurable,

E(ZE(ξη | G)E(η | G)) = E(ZE(ξηE(η | G) | G)) = E(ZξηE(η | G)) = EQ(ZξE(η | G)).

Par conséquent
EQ(ZE(ξη | G)) = EQ(ZξE(η | G)) = EQ(ZEQ(ξE(η | G) | G)).

D’où
E(ξη | G) = EQ(ξE(η | G) | G),

i.e., comme E(η | G) est G-mesurable,

E(ξη | G) = E(η | G)EQ(ξ | G).

Théorème 2.4.1.5. On considère les mêmes hypothèses qu’au lemme 2.3.1. Alors

F = EQ(F ) +

∫ T

0

EQ

(
DtF − F

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
dW̃t.

Démonstration. On pose
Yt = EQ(F | Ft).

Alors, d’après le lemme précédent,

Yt =
E(FZT | Ft)
E(ZT | Ft)

= Z−1
t E(FZT | Ft),

avec

Z−1
t = exp

(∫ t

0

θsdWs +
1

2

∫ t

0

θ2
sds

)
.

Or, d’après la formule de Clark-Ocone et l’hypothèse 1,

E(ZTF | Ft) = E(E(ZTF | Ft)) +

∫ t

0

Ds (E(ZTF | Ft)) dWs = E(ZTF ) +

∫ t

0

E(Ds(ZTF ) | Fs)dWs,

avec, par changement de probabilité,
E(ZTF ) = EQ(F ).

Donc on obtient la première égalité suivante

Yt = Z−1
t EQ(F ) + Z−1

t

∫ t

0

E(Ds(ZTF ) | Fs)dWs.

De plus, d’après le lemme 2.3.1.3,

E(Dt(ZTF ) | Ft) = E

(
ZT

(
DtF − F

(
θt +

∫ T

t

DtθsdW̃s

))∣∣∣∣Ft
)
.

Puis on obtient la seconde égalité suivante

E(Dt(ZTF ) | Ft) = ZtEQ

(
DtF − F

(
θt +

∫ T

t

DtθsdW̃s

)∣∣∣∣Ft
)

=: Ztψt − ZtYtθt,
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avec

ψt = EQ

(
DtF − F

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
.

En effet, en notant

Q = DtF − F

(
θt +

∫ T

t

DtθsdW̃s

)
,

on a, pour tout Z ∈ L2(Ω,Ft,P),

E (ZE(ZTQ | Ft)) = E(ZZTQ) = EQ(ZQ) = EQ(ZEQ(Q | Ft)︸ ︷︷ ︸
Ft−mesurable

) = E
(
dQ
dP |Ft

ZEQ(Q | Ft)
)

= E(ZtZEQ(Q | Ft)),

d’où
E(ZTQ | Ft) = ZtEQ(Q | Ft).

Par conséquent, en combinant les deux égalités précédentes, on obtient,

Yt = Z−1
t EQ(F ) + Z−1

t

∫ t

0

ZsψsdWs − Z−1
t

∫ t

0

ZsYsθsdWs,

ce qui peut s’écrire

Yt = f

(
Z−1
t ,

∫ t

0

Zs(ψs − Ysθs)dWs

)
,

avec
f(x, y) = x (EQ(F ) + y) .

Or, d’après l’expression de Z−1
t ,

d(Z−1
t ) = Z−1

t (θtdWt + θ2
t dt).

Donc, la formule d’Itô donne

dYt =

(
EQ(F ) +

∫ t

0

Zs(ψs − Ysθs)dWs

)
Z−1
t (θtdWt+θ

2
t dt)+Z

−1
t Zt(ψt−Ytθt)dWt+d

〈
Z−1
t ,

∫ t

0

Zs(ψs − Ysθs)dWs

〉
,

avec〈
Z−1
t ,

∫ t

0

Zs(ψs − Ysθs)dWs

〉
=

〈∫ t

0

Z−1
s θsdWs +

∫ t

0

θ2
sds,

∫ t

0

Zs(ψs − Ysθs)dWs

〉
=

∫ t

0

θs(ψs−Ysθs)ds

Par conséquent

dYt = Yt(θtdWt + θ2
t dt) + (ψt − Ytθt)dWt + θt(ψt − Ytθt)dt = ψtdWt + θtψtdt = ψtdW̃t,

ce qui donne

F = YT = Y0 +

∫ T

0

ψtdW̃t

et le résultat souhaité.

2.4.2 Application au modèle financier précédent

Remarque 2.4.2.1. On considère une option avec le modèle financier introduit en section 2.2 de profit
h tel que E(B−2

T Z2
Th

2) < +∞. Alors on rappelle que la valeur réduite du portefeuille vérifie

Ṽt(φ) = EQ(B−1
T h) +

∫ t

0

σsS̃sβsdW̃s.

Proposition 2.4.2.2. On suppose B−1
T h ∈ D1,2 FT -mesurable et les hypothèses du théorème précédent

avec F = B−1
T et θ. Alors le nombre βt d’actifs risqués à l’intant t est donné par

βt =
Bt

σtS̃t
EQ

(
Dt(B

−1
T h)−B−1

T h

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
.
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Démonstration. D’après le théorème précédent

B−1
T h = EQ(B−1

T h) +

∫ T

0

EQ

(
Dt(B

−1
T h)−B−1

T h

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
dW̃t.

Or, par propriété sur le modèle financier,

B−1
T h = EQ(B−1

T h) +

∫ T

0

σtβtS̃tdW̃t.

Alors, par unicité dans le théorème de représentation,

σtβtS̃t = EQ

(
Dt(B

−1
T h)−B−1

T h

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
.

Ainsi, par définition de S̃t,

βt =
Bt
σtSt

EQ

(
Dt(B

−1
T h)−B−1

T h

∫ T

t

DtθsdW̃s

∣∣∣∣Ft
)
,

Corollaire 2.4.2.3. Si on considère le modèle de Black-Scholes alors

βt =
e−r(T−t)

σSt
EQ(Dth | Ft).

Exemple 2.4.2.4. Dans le cadre d’une option européenne de profit h = φ(ST ), nous avons

βt = e−r(T−t)EQ (φ′(StST−t)ST−t) .

Exemple 2.4.2.5. Dans le cadre d’une option asiatique de profit φ(ST ), nous avons

βt =
e−r(T−t)

St
EQ

(
φ′
(
tSt
T

+
St(T − t)

T
ST−t

)(
St(T − t)

T
ST−t

))
.

51



3 Critères de densité
Une seconde utilisation importante du calcul de Malliavin est l’obtention de critères de régularité de

variables aléatoires. Nous allons étudier si une variable aléatoire admet une densité (par rapport à la
mesure de Lebesgue) et si oui quelle va être la régularité de la dîte densité, à partir de condtions sur la
dérivée de Malliavin de la variable aléatoire.

3.1 D’une variable aléatoire
3.1.1 Premier critère simple et majoration de la densité

On considère un processus isonormal (W (h))h∈H sur (Ω,F ,P) avec H un espace de Hilbert séparable
et F engendré par W .

Proposition 3.1.1.1. Soit F ∈ D1,2 tel que

DF

‖DF‖2H
∈ Dom(δ).

Alors la loi de F admet une densité continue bornée donnée par

p(x) = E

(
1{F>x}δ

(
DF

‖DF‖2H

))
, x ∈ R.

Démonstration. Soit ψ ∈ C∞c (R,R+) et ϕ(y) :=

∫ y

−∞
ψ(z)dz pour tout y ∈ R. Alors ϕ est continûment

dérivable de dérivée bornée, d’où, d’après la règle de la chaîne,

ϕ(F ) ∈ D1,2 et D(ϕ(F )) = ϕ′(F )DF = ψ(F )DF.

Ainsi
〈D(ϕ(F )), DF 〉H = ψ(F ) ‖DF‖2H .

Puis, comme
DF

‖DF‖2H
∈ Dom(δ),

E(ψ(F )) = E

(〈
D(ϕ(F )),

DF

‖DF‖2

〉
H

)
= E

(
ϕ(F )δ

(
DF

‖DF‖2H

))
.

On considère [a, b] ⊂ R. Alors il existe une suite (ψn)n∈N ∈ (C∞c (R,R+))N tel que

ψn
CV USTC−→
n→+∞

1[a,b].

Ainsi, par théorème de convergence dominée,

P(a ≤ F ≤ b) = lim
n→+∞

E(ψn(F )).

Puis, d’après ce qui précède,

P(a ≤ F ≤ b) = lim
n→+∞

E

(
ϕn(F )δ

(
DF

‖DF‖2

))
.

De plus, on peut choisir (ψn)n∈N telle que les supports des ψn soient tous inclus dans [a − 1, b + 1], et,
comme (ψn)n∈N converge uniformément, (ψn)n∈N est borné. Donc, par convergence dominée, on a la
convergence simple

ϕn =

∫ ·
−∞

ψn(x)dx =

∫ ·
a−1

ψn(x)dx
CV S−→
n→+∞

∫ ·
−∞

1[a,b](x)dx.

Puis, comme ϕ′n = ψn
CV USTC−→
n→+∞

1[a,b], on a la convergence uniforme sur tout compact

ϕn
CV USTC−→
n→+∞

∫ ·
−∞

1[a,b](x)dx.
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Ainsi, par théorème de convergence dominée,

P(a ≤ F ≤ b) = E

(∫ F

−∞
1[a,b](y)dyδ

(
DF

‖DF‖2

))
= E

(∫ b

a

1]−∞,F [(y)dyδ

(
DF

‖DF‖2

))
.

Puis, par théorème de Fubini,

P(a ≤ F ≤ b) =

∫ b

a

E

(
1{F>y}δ

(
DF

‖DF‖2

))
dy.

D’où F est de densité donnée par

p(x) = E

(
1{F>x}δ

(
DF

‖DF‖2

))
, x ∈ R.

De plus p est bornée par E

(
δ

(
DF

‖DF‖2

))
et continue car continue à droite et à gauche par théorème

de continuité des intégrales à paramètres sachant que 1{F>x}
PS
= 1{F≥x}.

Remarque 3.1.1.2. Le résultat précédent reste vrai si l’on suppose F ∈ D1,p et DF
‖DF‖2H

∈ D1,p′(H) pour
p, p′ ∈ ]1,+∞[.

Corollaire 3.1.1.3. Soit F ∈ D2,4 tel que E
(
‖DF‖−8

H

)
< +∞. Alors F vérifie les hyppothèses de la

proposition précédente. Donc F admet une densité p et, pour tout x ∈ R,

p(x) ≤ (P(|F | > |x|)) 1
2

(
E(‖DF‖−2

H ) + 9
(
E
(∥∥D2F

∥∥4

H⊗H

)) 1
2
(
E
(
‖DF‖−8

H

)) 1
2

) 1
2

.

Démonstration. D’après la proposition précédente et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout x ∈ R,

p(x) ≤ (P(F > x))
1
2

∥∥∥∥∥δ
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

.

De plus, comme E

(
δ

(
DF

‖DF‖2H

))
= 0, on a, avec la proposition précédente,

p(x) = E

(
−1{F<x}δ

(
DF

‖DF‖2H

))
.

Donc, de même,

p(x) ≤ (P(F < x))
1
2

∥∥∥∥∥δ
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

.

Or si x ≤ 0 alors
P(F < x) = P(F < x ≤ 0) ≤ P(|F | > |x|)

Ainsi, quelque soit le signe de x,

p(x) ≤ (P(|F | > |x|)) 1
2

∥∥∥∥∥δ
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

.

Or, par propriété de δ,∥∥∥∥∥δ
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

2

≤ E

∥∥∥∥∥ DF

‖DF‖2H

∥∥∥∥∥
2

H

+E

∥∥∥∥∥D
(

DF

‖DF‖2

)∥∥∥∥∥
2

H⊗H

 = E(‖DF‖−2
H )+E

∥∥∥∥∥D
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

H⊗H

 ,
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avec, par règle de la chaîne,

D

(
DF

‖DF‖2H

)
=

D2F

‖DF‖2H
− 2
〈D2F,DF ⊗DF 〉

‖DF‖4H
.

Ainsi, par inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz,∥∥∥∥∥D
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
H⊗H

≤
3
∥∥D2F

∥∥
H⊗H

‖DF‖2H
.

Donc ∥∥∥∥∥δ
(

DF

‖DF‖2H

)∥∥∥∥∥
2

2

≤ E(‖DF‖−2
H ) + 9E

∥∥D2F
∥∥2

H⊗H

‖DF‖4H

 .

Or, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

E

∥∥D2F
∥∥2

H⊗H

‖DF‖4H

 ≤ ∥∥∥∥∥D2F
∥∥2

H⊗H

∥∥∥
2

∥∥∥‖DF‖−4
H

∥∥∥
2

=
(
E
(∥∥D2F

∥∥4

H⊗H

)) 1
2
(
E
(
‖DF‖−8

H

)) 1
2

.

Par conséquent

p(x) ≤ (P(|F | > |x|)) 1
2

(
E(‖DF‖−2

H ) + 9
(
E
(∥∥D2F

∥∥4

H⊗H

)) 1
2
(
E
(
‖DF‖−8

H

)) 1
2

) 1
2

.

Ce résultat permet d’obtenir un critère de densité concernant les martingales s’écrivant comme une
intégrale stochastique. Pour se faire nous allons nous placer dans l’espace de Wiener.

Proposition 3.1.1.4. Soit (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien et (ut)t∈[0,T ] un processus adapté tel
que :

1.

E

(∫ T

0

u2
tdt

)
< +∞.

2. Pour tout t ∈ [0, T ],
ut ∈ D2,2.

3. Il existe p ∈ [3,+∞[ tel que

λ := sup
s,t∈[0,T ]

E(|Dsut|p) + sup
r,s∈[0,T ]

E

(∫ T

0

|D2
r,sut|pdt

) p
2

 < +∞.

4. Il existe ρ ∈ R∗+ tel que, pour tout t ∈ [0, T ],

|ut| ≥ ρ.

Alors, pour tout t ∈ [0, T ],

Mt :=

∫ t

0

usdWs

admet une densité que l’on note pt. De plus il existe q > p
p−3 et c = c(λ, ρ, p) ∈ R∗+ tel que, pour tout

t ∈ [0, T ] et x ∈ R,
pt(x) ≤ c√

t
P (|Mt| > |x|)

1
q .

54



Démonstration. Soit t ∈ ]0, T ] et s ∈ ]0, t[. Alors

DsMt = Ds

(∫ t

0

urdWr

)
= Ds(δ(u)t) = us +

∫ t

s

DsurdWr.

De plus (Dsur)r∈[0,T ] est adapté et appartient à L1,2. Donc
∫ t

s

DsurdWr ∈ D1,2 et

Dθ

(∫ t

s

DsurdWr

)
= Dsuθ +

∫ t

s∨θ
DθDsurdWr, θ ∈ ]0, t[.

Ainsi

DθDsMt = Dθus +Dsuθ +

∫ t

s∨θ
DθDsurdWr.

Puis, par convexité de id2
R+

et idpR+
, il existe c = c(p) ∈ R+ tel que

E
(∥∥D2Mt

∥∥p
H⊗H

)
= E

((∫ t

0

∫ t

0

|DθDsMt|2dsdθ
) p

2

)

≤ cp

E

((∫ t

0

∫ t

0

|Dθus|2dsdθ
) p

2

)
+ E

((∫ t

0

∫ t

0

|Dsuθ|2dsdθ
) p

2

)
+ E

(∫ t

0

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s∨θ
DθDsurdWr

∣∣∣∣2 dsθ
) p

2

 .

Or, par inégalité de Hölder avec
p

2
et q =

1

1− 2
p

=
p

p− 2
,

∫ t

0

∫ t

0

|Dθus|2dsdθ ≤
(∫ t

0

∫ t

0

|Dθus|2
p
2 dsdθ

) 2
p
(∫ t

0

∫ t

0

1qdsdθ

) 1
q

≤ λ
2
p t2

2
p t2

1
q = λ

2
p t

4
p+

2(p−2)
p = λ

2
p t2.

Donc

E

((∫ t

0

∫ t

0

|Dθus|2dsdθ
) p

2

)
≤ λtp.

De même

E

((∫ t

0

∫ t

0

|Dsuθ|2dsdθ
) p

2

)
≤ λtp.

Puis, par inégalité de Burkholder, il existe cp ∈ R∗+ tel que

E

(∫ t

0

∫ t

0

∣∣∣∣∫ t

s∨θ
DθDsurdWr

∣∣∣∣2 dsdθ
) p

2

 = E

(∥∥∥∥∫ t

s∨θ
DθDsurdWr

∥∥∥∥p
L2([0,t]2,R)

)

≤ cpE

(∫ t

0

∫ t

0

(∫ t

s∨θ
|DθDsur|2 dr

) 1
2

dsdθ

) p
2
 ,

puis, comme précédemment avec l’inégalité de Hölder, on obtient qu’il existe cp ∈ R∗+ tel que

E
(∥∥D2Mt

∥∥p
H⊗H

)
≤ cpλtp.

On considère également

σ(t) := ‖DMt‖2H =

∫ t

0

(
us +

∫ t

s

DsurdWr

)2

ds.

Alors, par positivité de l’intégrant, pour tout h ∈ ]0, 1[,

σ(t) ≥
∫ t

t(1−h)

(
us +

∫ t

s

DsurdWr

)2

ds.
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Or, par convexité,
(a+ b)2 ≤ 2

(
a2 + b2

)
.

Donc, en appliquant cette inégalité avec us et
∫ t
s
DsurdWr, on obtient

σ(t) ≥
∫ t

t(1−h)

1

2
u2
sds−

∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)2

ds.

Ainsi, en utilisant l’hypothèse 4 et en notant

Ih(t) =

∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)2

ds,

on obtient

σ(t) ≥ thρ2

2
− Ih(t).

En particulier pour h = 4
tρ2y avec y ≥ 4

tρ2 =: a,

σ(t) ≥ 2

y
− Ih(t).

Donc, en utilisant l’inégalité de Markov,

P
(
σ(t) ≤ 1

y

)
≤ P

(
Ih(t) ≥ 1

y

)
≤ P

(
|Ih(t)|

p
2 ≥ 1

y
p
2

)
≤ y

p
2E
(
|Ih(t)|

p
2

)
,

avec, par inégalité de Hölder avec q tel que 2
p + 1

q = 1,

|Ih(t)| ≤

(∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)p
ds

) 2
p
(∫ t

t(1−h)

ds

) 1
q

=

(∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)p
ds

) 2
p

(th)
1
q .

Ainsi, comme 1 + p
2q = p

2 ,

E(|Ih(t)|
p
2 ) ≤ (th)

p
2qE

(∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)p
ds

)
= (th)

p
2−1E

(∫ t

t(1−h)

(∫ t

s

DsurdWr

)p
ds

)
,

Donc, par inégalité de Burkholder,

E
(
|Ih(t)|

p
2

)
≤ cp(th)

p
2−1

∫ t

t(h−1)

E

((∫ t

s

(Dsur)
2dr

) p
2

)
ds,

et, par inégalité de Hölder avec p
2 et q tels que 2

p + 1
q = 1,

∫ t

s

(Dsur)
2dr ≤

(∫ t

s

|Dsur|pdr
) 2
p

(t− s)
1
q =

(∫ t

s

|Dsur|pdr
) 2
p

(t− s)1− 2
p .

Donc

E
(
|Ih(t)|

p
2

)
≤ cp(th)

p
2−1 sup

s,r∈[0,t]

E (|Dsur|p)
∫ t

t(h−1)

(t− s)(t− s)
p
2−1ds,

avec ∫ t

t(h−1)

(t− s)(t− s)
p
2−1ds =

∫ t

t(h−1)

(t− s)
p
2 ds =

[
− (t− s)

p
2 +1

p
2 + 1

]t
t(h−1)

=
(p

2
+ 1
)

(th)
p
2 +1.

D’où
E
(
|Ih(t)|

p
2

)
≤ c′p sup

s,r∈[0,t]

E(|Dsur|p)(th)p.
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Ainsi, pour tout γ ∈
]
0, p2

[
,

E
(
σ(t)−γ

)
=

∫ +∞

0

γyγ−1P
(
σ(t)−1 > y

)
dy ≤

∫ a

0

γyγ−1dy + γ

∫ ∞
a

yγ−1P
(
σ(t) <

1

y

)
dy,

avec ∫ a

0

γyγ−1dy = aγ =

(
4

tρ2

)γ
,

et ∫ ∞
a

yγ−1P
(
σ(t) <

1

y

)
dy ≤

∫ +∞

4
tρ2

E
(
|Ih(t)|

p
2

)
yγ−1+ p

2 dy ≤ c′′p
∫ +∞

4
tρ2

tp︸︷︷︸
≤ 4p

ρ2pyp

yγ−1+ p
2 dy.

Donc

E
(
σ(t)−γ

)
≤ c

(
t−γ +

∫ +∞

4
tρ2

yγ−1− p2 dy

)
≤ c′

(
t−γ + t

p
2−γ

)
.

On applique la propositon précédente avec α = p et β tel que 1
q + 1

α + 1
β = 1. Premièrement pour σ = 1

2 ,
on a

E
(
‖DMt‖−1

H

)
= E

(
σ(t)−

1
2

)
≤ c′

(
t−

1
2 + t

p
2−

1
2

)
.

Deuxièmement on a montré précédemment

∥∥D2Mt

∥∥
Lα(Ω,H⊗H)

=
(
E
(∥∥D2Mt

∥∥p
H⊗H

)) 1
p ≤ (cpλ)

1
p t.

Troisièment pour γ = β, on a∥∥∥‖DMt‖−2
H

∥∥∥
β

=
(
E
(
‖DMt‖−2β

H

)) 1
β

=
(
E
(
σ(t)−β

)) 1
β ≤

(
c′
(
t−β + t

p
2−β

)) 1
β ≤ c′β

(
t−1 + t

p
2β−1

)
.

Finalement on obtient le résultat souhaité en réinjectant les inégalité précédentes dans la proposition
précédente.

Corollaire 3.1.1.5. Dans ce cas, si de plus il existe M ∈ R∗+ tel que, pour tout t ∈ [0, T ],

|ut| ≤M.

Alors, pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ R,

pt(x) ≤ c√
t

exp

(
− |x|

2

qM2t

)
.

3.1.2 Matrice de Malliavin et critère d’absolue continuité

Définition 3.1.2.1. Soit F = (F 1, ..., Fm) ∈ (D1,1
loc)

m. Alors la matrice de Malliavin associé à F est
définie par

γF =
(
〈DF i, DF j〉H

)
1≤i,j≤m .

A partir de l’inversibilité de cette matrice, nous allons pouvoir en déduire l’absolue continuité de la
variable aléatoire. Nous allons prouver ce théorème de deux façons différentes. Une basée sur la formule
d’intégration par parties et le lemme suivant. Une autre basée sur l’approche de Bouleau et Hirsch avec
l’utilisation de dérivée approximative.

Lemme 3.1.2.2. Soit µ une mesure finie sur Rm telle que, pour tout i ∈ J1,mK, il existe ci ∈ R∗+ tel
que, pour tout ϕ ∈ Cb(Rm), ∣∣∣∣∫

Rm
∂iϕdµ

∣∣∣∣ ≤ ci ‖ϕ‖∞ .

Alors µ est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
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Démonstration. On suppose m = 1. Soit a, b ∈ R tels que a < b. On considère la fonction ϕ définie par,
pou tout x ∈ R,

ϕ(x) =


0 si x ≤ a
x− a
b− a

si a < x < b

1 si x ≥ b.

Il existe (ϕn)n∈N ∈ (C∞b (R,R+))N tel que

ϕn
CV USTC−→
n→+∞

ϕ et ϕ′n
CV USTC−→
n→+∞

ϕ′ =
1

b− a
1]a,b[.

Or, pour tout n ∈ N, ∫
R
ϕ′n(x)dµ(x) =

∣∣∣∣∫
R
ϕ′n(x)dµ(x)

∣∣∣∣ ≤ c1 ‖ϕn‖∞ .

Ainsi, par théorème de convergence dominée car µ est finie,

µ([a, b]) =

∫ b

a

dµ(x) = (b− a)

∫ b

a

ϕ′(x)dµ(x) = (b− a) lim
n→+∞

∫ b

a

ϕ′n(x)dµ(x) ≤ (b− a)c1 lim
n→+∞

‖ϕn‖∞︸ ︷︷ ︸
=‖ϕ‖∞=1

.

D’où µ([a, b]) ≤ (b − a)c1 = c1λ([a, b]), ce qui montre que µ est abolument continue par rapport à la
mesure de Lebesgue.

Théorème 3.1.2.3. Soit F = (F 1, ..., Fm) un vecteur aléatoire tel que :
1. Il existe p ∈ ]1,+∞[ tel que, pour tout i ∈ J1,mK,

F i ∈ D2,p
loc .

2. La matrice γF est inversible presque sûrement.
Alors la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rm.

Démonstration. On suppose Fi ∈ D2,p pour tout i ∈ J1,mK. Soit ϕ ∈ C∞b (Rm). En particulier Fi ∈ D1,p,
donc, par théorème de la règle de la chaîne, ϕ(F ) ∈ D1,p et

D(ϕ(F )) =

m∑
i=1

∂iϕ(F )DF i.

Ainsi, pour tout j ∈ J1,mK,

〈D(ϕ(F )), DF j〉 =

m∑
i=1

∂iϕ(F )γijF = ((∂1ϕ(F ), ..., ∂mϕ(F ))γF )j .

Donc, comme γF est presque sûrement inversible, on a, pour tout i ∈ J1,mK,

∂iϕ(F ) =

m∑
j=1

〈D(ϕ(F )), DF j〉
(
γ−1
F

)ij
.

On considère, pour N ∈ N∗, le compact KN de GLm(R) défini par

KN =

{
σ ∈Mm(R),∀i, j ∈ J1,mK, |σij | ≤ N, |det(σ)| ≥ 1

N

}
,

et la fonction ψN ∈ C∞c (Rm ⊗ Rm,R+) telle que

(ψN )|KN = 1, (ψN )|KN+1
= 0.

Ainsi, par linéarité de l’espérance,

E(ψN (γF )∂iϕ(F )) =

n∑
j=1

E
(
〈D(ϕ(F )), ψN (γF )(γ−1

F )jiDF j〉
)
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Or, pour tout i, j ∈ J1,mK, F j ∈ D2,p, donc

ψN (γF )(γ−1
F )jiDF j ∈ D1,p(H).

Donc, par définition par dualité de δ et linéarité de δ et de l’espérance,

E(ψN (γF )∂iϕ(F )) =

m∑
j=1

E
(
ϕ(F )δ

(
ψN (γF )(γ−1

F )jiDF j
))

= E

ϕ(F )

m∑
j=1

δ
(
ψN (γF )(γ−1

F )jiDF j
) .

Par conséquent∣∣∣∣∫ ∂iϕ(F )ψN (γF )dP
∣∣∣∣ = |E(ψN (γF )∂iϕ(F ))| ≤ ‖ϕ‖∞ E

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

δ
(
ψN (γF )(γ−1

F )jiDF j
)∣∣∣∣∣∣
 .

Donc, d’après le lemme précédent, (ψN (γF ) · P) ◦ F−1 est absolument continue par rapport à la mesure
de Lebesgue. Ainsi, pour tout A ∈ B(Rm) de mesure de Lebesgue nulle,∫

F−1(A)

ψN (γF )dP = 0.

Or ψN −→
N→+∞

1, donc, par théorème de convergence dominée,

P(F−1(A)) = 0.

Par conséquent la loi P ◦ F−1 de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
On procède localement si F i ∈ D2,p

loc pour tout i ∈ J1,mK.

Passons maintenant à l’approche de Bouleau et Hirsch.

Définition 3.1.2.4. Soit ϕ : R −→ R mesurable et a ∈ R. Alors on dit que ϕ est approximativement
dérivable en a s’il existe b ∈ R tel que, pour tout ε ∈ R∗+,

1

η
λ (x ∈ [a− η, a+ η], |ϕ(x)− ϕ(a)− (x− a)b| > ε|x− a|) −→

η→0
0.

Dans ce cas on note b = apϕ′(a) la dérivée approximative de ϕ en a.

Lemme 3.1.2.5. Soit ϕ, ϕ̃ : R −→ R mesurables telles que ϕ dérivable λ-presque partout et ϕ = ϕ̃
λ-preque partout. Alors ϕ̃ est λ-presque partout approximativement dérivable et λ-presque partout

ap(ϕ̃′) = ϕ′.

Démonstration. On considère N1 ∈ B(R) de mesure de Lebesgue nulle tel que

∀x ∈ R\N1, ϕ(x) = ϕ̃(x).

Comme ϕ est λ-presque partout dérivable, il existe N2 ∈ B(R) de mesure de Lebesgue nulle tel que ϕ
soit dérivable en tout a ∈ R\N2.
On considère N = N1∪N2 de mesure de Lebesgue nulle. Soit a ∈ R\N et ε ∈ R∗+. Alors, par dérivabilité,
il existe η0 ∈ R∗+ tel que

∀x ∈ [a− η0, a+ η0], |ϕ(x)− ϕ(a)− (x− a)ϕ′(a)| ≤ ε|x− a|.

Ainsi, pour tout η ∈ ]0, η0[,

∀x ∈ [a− η, a+ η] ⊂ [a− η0, a+ η0], |ϕ(x)− ϕ(a)− (x− a)ϕ′(a)| ≤ ε|x− a|.

Donc
1

η
λ(x ∈ [a− η, a+ η], |ϕ̃(x)− ϕ̃(a)− (x− a)ϕ′(a)| > ε|x− a|)

≤ 1

η
λ(x ∈ [a− η, a+ η] ∩ (R\N), | ϕ̃(x)︸︷︷︸

=ϕ(x)

− ϕ̃(a)︸︷︷︸
=ϕ(a)

−(x− a)ϕ′(a)| > ε|x− a|) +
1

η
λ(N)︸ ︷︷ ︸

=0

≤ 0.

On a donc montré
1

η
λ(x ∈ [a− η, a+ η], |ϕ̃(x)− ϕ̃(a)− (x− a)ϕ′(a)| > ε|x− a|) −→

η→0
0,

ce qui montre que ϕ̃ est λ-presque partout approximativement dérivable.

59



Définition 3.1.2.6. Soit ϕ : Rn −→ R. Alors on dit que ϕ est approximativement différentiable si, pour
tout i ∈ J1, nK, ϕ admet des des dérivées partielles approximatives. On note ap∂iϕ la dérivée partielle
approximative de ϕ par rapport à la i-ième coordonnée et la gradient approximatif de ϕ

ap∇ϕ = (ap∂1ϕ, ..., ap∂nϕ).

Nous utiliserons le lemme suivant de théorie de la mesure.

Lemme 3.1.2.7. Soit ϕ : Rn −→ Rm mesurable telle que m ≤ n et pour tout i ∈ J1,mK et j ∈ J1, nK,
les dérivées partielles approximatives ∂jϕi existent λ-presque partout. Alors, pour tout B ∈ B(Rm) tel
que λ(B) = 0, ∫

ϕ−1(B) det ((〈ap∇ϕj , ap∇ϕk〉))1≤j,k≤m dλ = 0,

i.e. (
det
(

(〈ap∇ϕj , ap∇ϕk〉)1≤j,k≤m

)
· λ
)
◦ ϕ−1 � λ.

Définition 3.1.2.8. Soit g ∈ H. Alors le processus gaussien translaté W g est défini par

W g(h) = W (h) + 〈h, g〉, h ∈ H.

Lemme 3.1.2.9. Soit g ∈ H. Alors le processus W g a la même loi que W , i.e. les mêmes lois finies
dimensionnelles, sous une probabilité Q équivalente à P donnée par

dQ = exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

)
dP.

Démonstration. Par linéarité de W , on peut montrer que, pour tout famille orthonormale (e1, ..., en)
de H, le vecteur (W g(e1), ...,W g(en)) a la même loi que (W (e1), ...,W (en)) sous la probabilité Q. Soit
f : Rn −→ R borélienne bornée. Alors

E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))
= E (f(W g(e1), ...,W g(en))

× exp

(
−

n∑
i=1

〈ei, g〉W (ei)−
1

2

n∑
i=1

〈ei, g〉2
)

exp

(
−

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉W (ei)−
1

2

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉2
))

,

avec W (ei) indépendant de W (ej) si i 6= j par gaussiennité et car E(W (ei)W (ej)) = 〈ei, ej〉H = 0. Donc

E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))
= E (f(W g(e1), ...,W g(en))

× exp

(
−

n∑
i=1

〈ei, g〉W (ei)−
1

2

n∑
i=1

〈ei, g〉2
))

E

(
exp

(
−

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉W (ei)−
1

2

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉2
))

,

avec

E

(
exp

(
−

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉W (ei)−
1

2

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉2
))

= ϕ n∑
i=1

W (ei)
(〈en+1, g〉, ...) exp

(
−1

2

+∞∑
i=n+1

〈ei, g〉2
)

= 1.

Donc
E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))

= E

f( W g(e1)︸ ︷︷ ︸
=W (e1)+〈g,e1〉

, ...,W g(en))) exp

(
−

n∑
i=1

〈ei, g〉HW (ei)−
1

2

n∑
i=1

〈ei, g〉2
) .

Ainsi, par théorème de transfert,

E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))
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=

∫
Rn
f(x1+〈g, e1〉H , ..., xn+〈g, en〉H) exp

(
−

n∑
i=1

(
〈ei, g〉Hxi −

1

2
〈ei, g〉2H

))
1
√

2π
n exp

(
−1

2

n∑
i=1

x2
i

)
dx.

Donc
E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))

=

∫
Rn
f(x1 + 〈g, e1〉H , ..., xn + 〈g, en〉H) exp

(
−1

2

n∑
i=1

(xi + 〈g, ei〉H)
2

)
1
√

2π
n dx.

Puis, par changement de variable affine yi = xi + 〈g, ei〉H ,

E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))

=

∫
Rn
f(y1, ..., yn) exp

(
−1

2

n∑
i=1

(yi)
2

)
1
√

2π
n dy.

D’où, encore par lemme de transfert,

E
(
f(W g(e1), ...,W g(en)) exp

(
−W (g)− 1

2
‖g‖2

))
= E(f(W (e1), ...,W (en))),

ce qui démontre le résultat voulu.

Lemme 3.1.2.10. Soit F ∈ D1,p et h, g ∈ H. Alors il existe une version de
(
〈DF, h〉sh+g

)
s∈R telle que,

pour tout a, b ∈ R tels que a < b,

F bh+g − F ah+g PS=

∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds.

Ainsi il existe une version de
(
F th+g

)
t∈R à chemins absolument continus par rapport à la mesure de

Lebesgue et, pour tout t ∈ R,
dF th+g

dt
(t) = 〈DF, h〉th+g.

Démonstration. Elle se fait en trois étapes :
Etape 1 : Montrons que F th+g ∈ Lq(Ω) pour tout q ∈ [1, p[ avec une norme Lq bornée uniformément sur
tout segment en t. On a, d’après le lemme précédent,

E(|F th+g|q) = E
(
|F |q exp

(
W (th+ g)− 1

2
‖th+ g‖2

))
= E (|F |q exp (W (th+ g))) exp

(
−1

2
‖th+ g‖2

)
.

Donc, par inégalité de Hölder appliquée avec p
q et p

p−q ,

E(|F th+g|) ≤ (E(|F |p))
q
p

(
E
(

exp

(
p

p− q
(W (th+ g))

)))1− qp
exp

(
−1

2
‖th+ g‖2

)
.

Or

E
(

exp

(
p

p− q
(W (th+ g))

))
= ϕW (th+g)

(
p

p− q

)
= exp

(
−1

2
‖th+ g‖2 p2

(p− q)2

)
.

Donc

E(|F |th+g) ≤ (E(|F |p))
q
p exp

(
−1

2

(
p

p− q
+ 1

)
‖th+ g‖2

)
= (E(|F |p))

q
p exp

(
1

2

q

p− q
‖th+ g‖2

)
.

Ce qui montre le résultat de l’étape 1.
Etape 2 : On suppose que F = f(W (h1), ...,W (hk)) ∈ S.
Dans ce cas, t 7−→ F th+g est continûment dérivable et, par règle de la chaîne,

dF th+g

dt
(t) =

k∑
i=1

∂if(W (h1) + t〈h, h1〉+ 〈g, h1〉, ...)〈h, hi〉 = 〈DF, h〉th+g.
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Etape 3 : Soit F ∈ D1,p. Alors, par densité, il existe (Fk)k∈N ∈ SN tel que

Fk
Lp(Ω)−→
k→+∞

F.

Ainsi, par continuité de D,
DFk

Lp(Ω,H)−→
k→+∞

DF.

Donc, il existe une extractrice ϕ : N −→ N tel que

Fϕ(k)
PS−→

k→+∞
F,DFϕ(k)

PS−→
k→+∞

DF.

Or, d’après l’étape 2, pour tout k ∈ N, h, g ∈ H et a < b ∈ R,

F bh+g
ϕ(k) − F

ah+g
ϕ(k) =

∫ b

a

〈DFϕ(k), h〉sh+gds.

De plus, pour tout t ∈ R,
F th+g
ϕ(k)

PS−→
k→+∞

F th+g.

Donc
F bh+g
ϕ(k) − F

ah+g
ϕ(k)

PS−→
k→+∞

F bh+g − F ah+g.

Et d’un autre côté

E

(∣∣∣∣∣
∫ b

a

〈DFϕ(k), h〉sh+gds−
∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds

∣∣∣∣∣
)
≤ E

(∫ b

a

|〈DFϕ(k), h〉sh+g − 〈DF, h〉sh+g|ds

)
.

Ainsi, par Fubini-Tonelli,

E

(∣∣∣∣∣
∫ b

a

〈DFϕ(k), h〉sh+gds−
∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds

∣∣∣∣∣
)

=

∫ b

a

E
(
|〈DFϕ(k), h〉sh+g − 〈DF, h〉sh+g|ds

)
.

Donc, d’après l’étape 1 avec la variable aléatoire |DhFϕ(k) −DhF |, p et q = 1,

E

(∣∣∣∣∣
∫ b

a

〈DFϕ(k), h〉sh+gds−
∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds

∣∣∣∣∣
)
≤
∫ b

a

(
E
(
|DhFϕ(k) −DhF |p

)) 1
p e(

1
2(p−1)

‖sh+g‖2)ds.

D’où

E

(∣∣∣∣∣
∫ b

a

〈DFϕ(k), h〉sh+gds−
∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds

∣∣∣∣∣
)
≤ (b−a)

(
E
(
|DhFϕ(k) −DhF |p

)) 1
p sup
s∈[a,b]

(
e(

1
2(p−1)

‖sh+g‖2)
)
,

avec
E
(
|DhFϕ(k) −DhF |p

)
≤ ‖h‖p E(

∥∥DFϕ(k) −DF
∥∥p) −→

k→+∞
0.

D’où, par passage à la limite dans l’égalité avec les Fϕ(k), on obtient

F bh+g − F ah+g PS=

∫ b

a

〈DF, h〉sh+gds.

Ainsi il existe une version de
(
F th+g

)
t∈R à chemins absolument continus par rapport à la mesure de

Lebesgue et, pour tout t ∈ R,
dF th+g

dt
(t) = 〈DF, h〉th+g.

Corollaire 3.1.2.11. Soit F ∈ D1,p et h ∈ H. Alors

1

ε
(F εh − F )

Q−PS−→
ε→0

〈DF, h〉.
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Démonstration. D’après le lemme précédent, pour P× λ-presque tout (ω, x) ∈ Ω× R,(
1

ε
(F (x+ε)h(ω)− F xh(ω))

)
−→
ε→0
〈DF (ω), h〉xh.

On en déduit le résultat par changement de probabilité grâce au lemme 3.1.2.9.

Lemme 3.1.2.12. Soit F ∈ D1,2 tel que E(|F |−2) < +∞. Alors P(F > 0) ∈ {0, 1}.

Démonstration. Soit ϕ la fonction signe. On considère u ∈ Dom(δ) borné et (ϕε)ε∈ ]0,1] une approxima-
tion uniforme de ϕ.
Alors

E(ϕε(F )δ(u)) = E(〈D(ϕε(F )), u〉) −→
ε→0

E(〈D(ϕ(F )), u〉),

car ϕε
CV USTC−→
ε→0

ϕ et D est un opérateur fermé.
Or, par règle de la chaîne,

D(ϕε(F )) = ϕ′ε(F )DF.

De plus F ne charge pas 0. En effet, par inégalité de Markov,

P(|F | < ε) = P
(

1

|F |2
>

1

ε2

)
≤ εE(|F |−2) −→

ε→0
0

Donc, comme ϕ′ = 0 sur R∗,
E(ϕε(F )δ(u)) −→

ε→0
0.

D’où
E(〈D(ϕ(F )), u〉) = 0.

Ainsi
D(ϕ(F )) = 0.

Donc ϕ(F ) est presque sûrement constant, i.e. P(F > 0) ∈ {0, 1}.

Théorème 3.1.2.13. Soit F = (F1, ..., Fm) un vecteur aléatoire tel que :
1. Il existe p ∈ ]1,+∞[ tel que pour tout i ∈ J1,mK,

F i ∈ D1,p
loc .

2. La matrice γF est inversible presque sûrement.
Alors la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Démonstration. On suppose F i ∈ D1,p
loc , pour tout i ∈ J1,mK. Soit (ei)i∈N∗ une base hilbertienne de H.

On considère, pour tout n ∈ N∗, k ∈ J1,mK et t1, ..., tn ∈ R,

ϕn,k(t1, ..., tn) = (F k)t1e1+...+tnen .

Soit i ∈ J1, nK. Alors, d’après un lemme précédent, le processus ϕn,k(t1, ..., ti−1, ·, ti+1, ..., tn) admet une
version à chemins absolument continus par rapport à la mesure de Lebesgue, donc ϕn,k admet des dérivées
partielles approximatives et, pour tout t ∈ Rn,

ap∂iϕn,k(t) = 〈DF k, ei〉t1e1+...+tnen .

Donc, pour tout k, j ∈ J1,mK,

〈ap∇ϕn,k, ap∇ϕn,j〉 =

n∑
i=1

ap∂iϕn,kap∂iϕn,j =

(
n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)t1e1+...+tnen

.

Soit B ∈ B(Rm) de mesure de Lebesgue nulle. Alors, d’après un lemme précédent pour ϕ = ϕn :=
(ϕn,1, ..., ϕn,m), ∫

(ϕn)−1(B)

det
((
〈ap∇ϕn,k, ap∇ϕn,j〉

)
1≤k,j≤m

)
dλ = 0.
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On considère
G := {t ∈ Rn, F t1e1+...+tnen ∈ B} = (ϕn)−1.

Alors, en prenant l’espérance,

0 = E
(∫

G

det
((
〈ap∇ϕn,k, ap∇ϕn,j〉

)
1≤k,j≤m

)
dλ

)
= E

∫
G

det

( n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

t1e1+...+tnen

dt

 .

Puis, par théorème de Fubini,

0 =

∫
G

E

det

( n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

t1e1+...+tnen dt.

Ainsi, par égalité en loi avec g =
n∑
i=1

tiei,

0 =

∫
Rn

E

det

( n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

1F−1(B)(t) exp

(
n∑
i=1

(
tiW (ei)−

1

2
t2i

)) dt.

Or, d’après le lemme précédent,

det

(
n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

PS
> 0 ou det

(
n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

PS
< 0

Ainsi λ× P-presque partout, par stricte positivité de la fonction exponentielle,

1F−1(B) det

( n∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

 = 0.

D’où, en faisant tendre n vers +∞, par continuité du déterminant, on obtient

0 = 1F−1(B) det

(+∞∑
i=1

〈DF k, ei〉〈DF j , ei〉

)
1≤k,j≤m

 = 1F−1(B) det
((
〈DF k, DF j〉

)
1≤k,j≤m

)
.

Or
γF

PS
∈ GLm(R).

Donc
P(F−1(B)) = 0.

Par conséquent la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Théorème 3.1.2.14. Soit F ∈ D1,1
loc tel que ‖DF‖H > 0 presque sûrement. Alors la loi de F est

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.

Démonstration. On suppose F ∈ D1,1 et |F | < 1. Soit g : ]− 1, 1[ −→ [0, 1] mesurable tel que

λ(y ∈ ]− 1, 1[, g(y) = 0) = 1.

Montrons que
P(g(F ) = 0) = 1.

Ainsi on aura montré que la loi de F est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue.
Il existe (gn)n∈N : ] − 1, 1[ −→ [0, 1] de classe C1 à dérivée bornée telle que, pour P ◦ F−1 + λ-presque
tout y ∈ ]− 1, 1[,

gn(y) −→
n→+∞

g(y).
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On pose, pour tout n ∈ N et y ∈ ]− 1, 1[,

ψn(y) =

∫ y

−1

gn(x)dx,

et
ψ(y) =

∫ y

−1

g(x)dx.

Par la règle de la chaîne, ψn(F ) ∈ D1,1 et

D(ψn(F )) = (ψn)′(F )DF = gn(F )DF.

Or, pour tout ε ∈ R∗+,

|ψn(F )− ψ(F )| ≤
∫ F

0

|gn(x)− g(x)|dx

≤
∫

[0,F ],{|gn(x)−g(x)|>ε}
|gn(x)− g(x)|dx+

∫
[0,F ]∩{|gn(x)−g(x)|≤ε}

|gn(x)− g(x)|dx.

Donc
|ψn(F )− ψ(F )| ≤ λ (x ∈ ]− 1, 1[, |gn(x)− g(x)| > ε) + Fε.

Or
λ (x ∈ ]− 1, 1[, |gn(x)− g(x)| > ε) −→

n→+∞
0.

Donc
ψn(F )

PS−→
n→+∞

ψ(F ).

De plus, à partir d’un certain rang, P-presque sûrement,

|ψn(F )| ≤ 2ψ(F ) ∈ L1(Ω).

Donc, par convergence dominée,

ψn(F )
L1

−→
n→+∞

ψ(F ).

D’un autre côté, comme gn converge P ◦ F−1-presque partout vers g,

D(ψn(F )) = gn(F )DF
PS−→

n→+∞
g(F )DF.

De plus, à partir d’un certain rang, P-presque sûrement,

|D(ψn(F ))| ≤ 1|D(ψ(F ))| ∈ L1(Ω, H).

Donc, par convergence dominée,

D(ψn(F ))
L1(Ω,H)−→
n→+∞

g(F )DF.

D’où, par caractère fermé de l’opérateur D et hypothèse sur g,

g(F )DF = ψ(F ) =

∫ F

0

g(x)dx
PS
= 0.

De plus, comme ‖DF‖
PS
> 0, on obtient

g(F )
PS
= 0.

Remarque 3.1.2.15. Soit F ∈ D1,1
loc. Alors la mesure (‖DF‖ · P) ◦ F−1 est absolument continue par

rapport à la mesure de Lebesgue.
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3.1.3 Régularité infinie des densités

Maintenant que nous avons un critère de densité, nous pouvons nous demander si une régularité
supérieure au sens de Malliavin de la variable aléatoire implique une régularité supérieure de la densité.

Définition 3.1.3.1. Soit F = (F1, ..., Fm) ∈ (D∞)m. Alors on dit que F est non dégénéré si γF est
inversible presque sûrement et

(det γF )
−1 ∈

⋂
p∈[1,+∞[

Lp.

Définition 3.1.3.2. Soit F = (F1, ..., Fm) ∈ (D1,2)m. Alors on dit que F est localement non dégénéré
sur un ouvert A de Rm s’il existe

(ujA) ∈ (D∞(H))m et (γijA )i,j∈J1,mK ∈ (D∞)m
2

tel que, pour tout p ∈ [1,+∞[,
|det(γA)|−1 ∈ Lp

et, pour tout i, j ∈ J1,mK, sur {F ∈ A},

〈DF i, ujA〉 = γijA .

Remarque 3.1.3.3. Un vecteur aléatoire non dégénéré F est locallement non dégénéré sur Rm avec
ujRm = DF j et γRm = γF .

Lemme 3.1.3.4. Soit γ une matrice carrée de taillem aléatoire presque sûrement inversible à coefficients
dans D∞ telle que, pour tout p ∈ [1,+∞[,

|det(γ)|−1 ∈ Lp.

Alors, pour tout i, j ∈ J1,mK,
(γ−1)ij ∈ D∞

et

D(γ−1)ij = −
m∑

k,l=1

(γ−1)ik(γ−1)ljDγkl.

Démonstration. Or, d’après le lemme précédent, P(det(γ) > 0) ∈ {0, 1}. On peut donc supposer, quitte
à prendre l’opposé, det(γ) > 0 P-presque sûrement.
On définit, pour ε ∈ R∗+,

γ−1
ε =

det(γ)

det(γ) + ε
γ−1 =

1

det(γ) + ε

t

Com(γ).

Or
1

det(γ) + ε
= fε ◦ det(γ),

avec
fε =

1

idR∗+ + ε
1R∗+ + gε1R− ∈ C∞p (R).

Ainsi, comme les coefficients de γ sont dans D∞, ceux de γ−1
ε le sont également.

De plus, pour tout i, j ∈ J1,mK,
(γ−1
ε )ij

Lp−→
ε→0

(γ−1)ij ,

car, par théorème de convergence dominée,

E
(
|(γ−1

ε )ij − (γ−1)ij |p
)

= E
(∣∣∣∣ det(γ)

det(γ) + ε
− 1

∣∣∣∣p ((γ−1)ij
)p) −→

ε→0
0.

On a également, pour tout p ∈ [1,+∞[ et k ∈ N, d’après la règle de Leibniz,

Dk(γ−1
ε )ij = Dk

(
1

det(γ) + ε
Com(γ)ji

)
=

k∑
l=0

Dl

(
1

det(γ) + ε

)
Dk−l (Com(γ)ij

)
,
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avec
D

(
1

det(γ) + ε

)
= − D(det(γ))

(det(γ) + ε)2

de norme ‖·‖p bornée indépendamment de ε car ε > 0. Puis

D2

(
1

det(γ) + ε

)
= − (det(γ) + ε)2D2(det(γ))− 2(det(γ) + ε)D(det(γ))⊗D(det(γ))

(det(γ) + ε)4

= − D2(det(γ)

(det(γ) + ε)2
+ 2

D(det(γ))⊗D(det(γ))

(det(γ) + ε)4

de norme ‖·‖p également bornée indépendamment de ε. On en déduit de même pour les dérivées succes-
sives. Ainsi les dérivées de (γ−1

ε )ij admettent une norme ‖·‖p bornée indépendamment de ε, i.e. (γ−1
ε )ij

admet une norme ‖·‖k,p bornée indépendamment de ε. Par conséquent les coefficients de la limite γ−1

sont également dans D∞. Puis, d’un côté nous avons

D(γ−1
ε γ) = D

(
det(γ)

det(γ) + ε
Im

)
= D

(
det(γ)

det(γ) + ε

)
Im =

(
D(det(γ))

(det(γ) + ε)
− D(det(γ))⊗D(det(γ))

(det(γ) + ε)2

)
Im,

et d’un autre côté
D(γ−1

ε γ) = γ ×D(γ−1
ε ) +D(γ)× γ−1

ε .

Donc, en faisant tendre ε vers 0, on obtient

0 = γ ×D(γ−1) +D(γ)× γ−1,

i.e.
D(γ−1) = −γ−1 ×D(γ)× γ−1,

i.e, pour tout i, j ∈ J1,mK,

D(γ−1)ij = −
m∑

k,l=1

(γ−1)ikDγkl(γ−1)lj .

Proposition 3.1.3.5. Soit F = (F 1, ..., Fm) un vecteur aléatoire localement non dégénéré sur un ouvert
A de Rm, ϕ ∈ C∞p (Rm) et G ∈ D∞ tel que G = 0 sur {F /∈ A}. Alors, pour tout k ∈ N∗ et α ∈ J1,mKk,
il existe Hα ∈ D∞ tel que

E(∂αϕ(F )G) = E(ϕ(F )Hα).

De plus les Hα sont donnés par
Hα = HαkH(α1,...,αk−1),

avec

H(i) =

m∑
j=1

δ
(
G(γ−1

A )ijujA

)
.

De plus, pour tout p, q, r ∈ [1,+∞[ tels que p < q et 1
p = 1

q + 1
r , il existe c = c(p, q) ∈ R∗+ tel que

‖Hα‖p ≤ c
∥∥γ−1

A u
∥∥k
k,2k−1r

‖G‖k,q .

Démonstration. D’après la règle de la chaîne et la bilinéarité du produit scalaire, sur {F ∈ A},

〈D(ϕ(F )), ujA〉 =

m∑
i=1

∂iϕ(F )〈DF i, ujA〉 =

m∑
i=1

∂iϕ(F )γijA .

Ainsi, par inversion,

∂iϕ(F ) =

m∑
j=1

〈D(ϕ(F )), ujA〉(γ
−1
A )ji.
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Or G est nulle sur {F /∈ A}. Alors

G∂iϕ(F ) =

m∑
j=1

G〈D(ϕ(F )), ujA〉(γ
−1
A )ji.

Donc, par linéarité de l’espérance,

E(G∂iϕ(F )) =

m∑
j=1

E(〈D(ϕ(F ), ujAG(γ−1
A )ji)〉).

Puis, d’après la définition par dualité de δ et sa linéarité,

E(G∂iϕ(F )) =

m∑
j=1

E
(
ϕ(F )δ

(
ujAG(γ−1

A )ji
))

= E

ϕ(F )δ

 m∑
j=1

ujAG(γ−1
A )ji

 =: E(ϕ(F )H(i)).

On en déduit, par récurrence,
‖Hα‖p = HαkH(α1,...,αk−1).

Puis, par continuité de δ,

Hα ≤ cp

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

(γ−1
A )αkjujH(α1,...,αk−1)

∥∥∥∥∥∥
1,p

.

Puis, par inégalité de Hölder,

‖Hα‖p ≤ cp
∥∥H(α1,...,αk−1)

∥∥
1,q

∥∥(γ−1
A u)αk

∥∥
1,r
.

On en déduit la formule souhaitée par récurrence.

Remarque 3.1.3.6. Si F est non dégénérée alors la proposition précédente est vraie pour tout G ∈ D∞
et Hα dépend uniquement de F et G, d’où l’équation, pour tout ϕ ∈ C∞p (Rm) et α ∈ J1,mKk,

E(∂αϕ(F )G) = E(ϕ(F )Hα(F,G)),

avec
Hα = HαkH(α1,...,αk−1),

et

H(i) =

m∑
j=1

δ
(
G(γ−1

F )ijDF j
)
.

Théorème 3.1.3.7. Soit F = (F 1, ..., Fm) un vecteur aléatoire localement non dégénéré sur un ouvert
A de Rm. Alors F admet une densité infiniment dérivable sur l’ouvert A.

Démonstration. Soit x0 ∈ A, δ ∈
]
0, 1

2d(x0, A
c)
[
, δ′ ∈ ]δ, d(x0, A

c)[ et ψ ∈ C∞(Rm) tel que

0 ≤ ψ ≤ 1, ψ|B(x0,δ) = 1, ψ|B(x0,δ′)c = 0.

Alors, d’après la proposition précédente avec α = (1, ...,m) et G = ψ(F ), on obtient, pour tout ϕ ∈
C∞p (Rm),

E(ψ(F )∂αϕ(F )) = E(ϕ(F )Hα),

avec

ϕ(F ) =

∫ F 1

−∞
...

∫ Fm

−∞
∂αϕ(x)dx.

Donc, par théorème de Fubini,

E(ψ(F )∂αϕ(F )) =

∫
Rm

∂αϕ(x)E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hα)dx.

Ainsi, pour tout h ∈ C∞c (Rm),

E(ψ(F )h(F )) =

∫
Rm

h(x)E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hα)dx.
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Or ψ = 1 sur B(x0, δ), donc, sur cette boule, F admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
donnée par

p(x) = E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hα).

De même, pour tout β ∈ N(N),

E(ψ(F )∂β∂αϕ(F )) = E(ψ(F )∂α∂βϕ(F )) = E(∂βϕ(F )Hα)

= E(ϕ(F )Hβ(Hα)) =

∫
Rm

∂αϕ(x)E(1{F i>xi,∀i∈J1,K}Hβ(Hα))dx.

Donc, par théorème de transfert, pour tout h ∈ C∞c (B(x0, δ)),∫
Rm

∂βh(x)p(x)dx =

∫
B(x0,δ)

ψ(x)∂βh(x)p(x)dx = E(ψ(F )∂βh(F )) =

∫
Rm

h(x)E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}HβHα)dx.

Ainsi p est infiniment différentiable sur B(x0, δ) et

∂βp(x) = (−1)|β|E(1{|F i>xi,∀i∈J1,mK}HβHα).

En particulier F admet une densité infiniment différentiable sur A.

Corollaire 3.1.3.8. Soit F = (F 1, ..., Fm) un vecteur aléatoire non dégénéré. Alors la densité de F
appartient à S(Rm) et

p(x) = E
(
1{F>x}H(1,...,m)(F, 1)

)
, x ∈ R.

Démonstration. D’après le théorème précédent, avec G = 1, on obtient que F possède une densité p
infiniment différentiable et

p(x) = E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hα).

De plus, pour montrer que p ∈ S(Rm), montrons que pour tout β ∈ N(N), k ∈ N∗ et j ∈ J1,mK,

sup
x∈Rm

(
x2k
j |∂βp(x)|

)
= sup
x∈Rm

(
x2k
j |E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hβ(H(1,...,m)(F, 1)))|

)
< +∞.

En effet, si xj > 0 alors
x2k
j 1{F j>xj} ≤ (F j)2k,

d’où
x2k
j |E(1{F i>xi,∀i∈J1,mK}Hβ(H(1,...,m)(F, 1)))| ≤ E

(
|F j |2k|Hβ(H(1,...,m)(F, 1))|

)
< +∞.

Et si xj < 0 alors on procède de même car

p(x) = E
(
1{F i>xi,∀i∈J1,mK\{j}}1{−F j>−xj}H(1,...,m)(F, 1)

)
et on en déduit le résultat.

3.2 De la solution d’une équation différentielle stochastique
On considère (W (t))t∈[0,T ] un mouvement brownien en dimension d, Ω = Cc([0, T ],Rd), P la mesure

de Wiener en dimension d, F = σ(W (t), t ∈ [0, T ]) et H = L2([0, T ],Rd). Nous allons nous intéresser à
la régularité de solutions d’équations différentielles stochastiques à partir de leurs dérivées de Malliavin.

Définition 3.2.0.1. Soit Aj , B : [0, T ] × Rm −→ Rm, 1 ≤ j ≤ d, mesurables. Alors on dit qu’elles
satisfassent les conditions usuelles si :

1. Elles sont de classe C1.
2. Elles sont globalement lipschiztiennes en espace uniformément en temps : il existe K ∈ R∗+ tel que,

pour tout x, y ∈ Rm, t ∈ [0, T ],

d∑
j=1

‖Aj(t, x)−Aj(t, x)‖+ ‖B(t, x)−B(t, y)‖ ≤ K ‖x− y‖ .

Remarque 3.2.0.2. Dans ce cas, pour x0 ∈ R, il existe un unique processus (X(t))t∈[0,T ] tel que, pour
tout t ∈ [0, T ],

X(t) = x0 +

d∑
j=1

∫ t

0

Aj(s,X(s))dW j
s +

∫ t

0

B(s,X(s))ds.
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3.2.1 Majoration préliminaire

Commençons par obtenir une majoration de la solution.

Théorème 3.2.1.1. Soit (V (t))t∈[0,T ] un processus continu adapté en dimension M tel que, pour tout
p ∈ [2,+∞[,

βp := sup
0≤t≤T

E(‖V (t)‖p) < +∞.

On considère
σ : Rd × Rm −→Mm,d(R), b : RM × Rm −→ Rm

mesurables tels qu’il existe K ∈ R∗+ tel que :
1. Pour tout x ∈ RM , y, y′ ∈ Rm,

‖σ(x, y)− σ(x, y′)‖+ ‖b(x, y)− b(x, y′)‖ ≤ K ‖y − y′‖ .

2. Il existe ν ∈ N∗ tel que, pour tout x ∈ RM ,

‖σ(x, 0)‖+ ‖b(x, 0)‖ ≤ K(1 + ‖x‖ν).

On considère de plus (α(t))t∈[0,T ] un processus continu adapté en dimension m tel que, pour tout p ∈
[2,+∞[,

dp := E
(

sup
0≤t≤T

‖α(t)‖p
)
< +∞.

Alors il existe un unique processus (Y (t))t∈[0,T ] continu adapté en dimension m tel que, pour tout
t ∈ [0, T ],

Y (t) = α(t) +

d∑
j=1

∫ t

0

σj(V (s), Y (s))dW j
s +

∫ t

0

b(V (s), Y (s))ds.

De plus, pour tout p ∈ [2,+∞[, il existe C1 = C1(p, T,K, βpν ,m, dp) ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
0≤t≤T

‖Y (t)‖p
)
≤ C1.

Démonstration. On considère Y0 = α et, pour tout n ∈ N et t ∈ [0, T ],

Yn+1(t) = α(t) +

d∑
j=1

∫ t

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s +

∫ t

0

b(V (s), Yn(s))ds.

On montre par récurrence sur n ∈ N que Yn est un processus continu et adapté tel que, pour tout
p ∈ [2,+∞[,

E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn(t)‖p
)
< +∞.

L’initialisation vient des hypothèses sur α. Pour l’hérédité, on suppose le résultat vrai pour Yn.
On a, par convexité de la fonction idpR+

, il existe cp ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)‖p
)

≤ cp

E
(

sup
0≤t≤T

‖α(t)‖p
)

+

d∑
j=1

E

(
sup

0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

∥∥∥∥p
)

+ E

(
sup

0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0

b(V (s), Yn(s))ds

∥∥∥∥p
) ,

avec, pour tout j ∈ J1, dK et t ∈ [0, T ], comme W j est un mouvement brownien,

E
(〈∫ ·

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

〉
t

)
= E

(∫ t

0

‖σj(V (s), Yn(s))‖2 ds
)
≤ tE

(
sup

0≤s≤t
‖σj(V (s), Yn(s))‖2

)
,
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et, par convexité de id2
R+

, pour tout s ∈ [0, t],

‖σj(V (s), Yn(s))‖2 ≤ 2
(
‖σj(V (s), 0)‖2 + ‖σj(V (s), Yn(s))− σj(V (s), 0)‖2

)
,

puis, par hypothèse sur σj ,

‖σj(V (s), Yn(s))‖2 ≤ 2K2
(

(1 + ‖V (s)‖ν)2 + ‖Yn(s)‖2
)
≤ 4K2

(
1 + ‖V (s)‖2ν + ‖Yn(s)‖2

)
,

ainsi, par hypothèse sur V et l’hypothèse de récurrence,

E
(

sup
0≤s≤t

‖σj(V (s), Yn(s))‖2
)
≤ 4K2

(
1 + sup

0≤s≤t
‖V (s)‖2ν + sup

0≤s≤t
‖Yn(s)‖2

)
< +∞.

Donc
∫ ·

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s est une martingale (de carré intégrable). Ainsi, par inégalité maximale de

Doob,

E

(
sup

0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

∥∥∥∥p
)
≤
(

p

p− 1

)p
E

(∥∥∥∥∥
∫ T

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

∥∥∥∥∥
p)

.

Par conséquent il existe cp ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)‖p
)
≤ cp

dp +

d∑
j=1

E

(∥∥∥∥∥
∫ T

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

∥∥∥∥∥
p)

+ E

((∫ T

0

‖b(V (s), Yn(s))‖ ds

)p) .

Puis, par inégalité de Burkholder, il existe c′p ∈ R∗+ tel que, pour tout j ∈ J1, dK,

E

(∥∥∥∥∥
∫ T

0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

∥∥∥∥∥
p)
≤ c′pE

(〈∫ ·
0

σj(V (s), Yn(s))dW j
s

〉 p
2

T

)
= c′pE

(∫ T

0

‖σj(V (s), Yn(s))‖2 ds

) p
2

 .

Par conséquent

E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)‖p
)
≤ cp

dp + c′pT

p∑
j=1

E
(

sup
0≤t≤T

‖σj(V (t), Yn(t))‖p
)

+ T pE
(

sup
0≤t≤T

‖b(V (s), Yn(s))‖p
) .

Or, pour tout j ∈ J1, dK et t ∈ [0, T ],

‖σj(V (t), Yn(t))‖p ≤ 2p−1 (‖σj(V (t), 0)‖p + ‖σj(V (t), Yn(t))− σj(V (t), 0)‖p) ,

donc, par hypothèse sur σj ,

‖σj(V (t), Yn(t))‖p ≤ 2p−1 (Kp(1 + ‖V (t)‖ν)p +Kp ‖Yn(t)‖p) ≤ 22(p−1)Kp (1 + ‖V (t)‖νp + ‖Yn(t)‖p) .

De même
‖b(V (s), Yn(s))‖p ≤ 22(p−1)Kp (1 + ‖V (t)‖νp + ‖Yn(t)‖p) .

Donc, il existe c′′p ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)‖
)
≤ cp

(
dp + c′′p

(
1 + E

(
sup

0≤t≤T
‖V (t)‖νp

)
+ E

(
sup

0≤t≤T
‖Yn(t)‖p

)))
< +∞.

Ce qui termine la récurrence. De façon similaire on obtient l’existence de cp ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
0≤s≤t

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ cptp−1

∫ t

0

E (‖Yn(s)− Yn−1(s)‖p) ds.

Donc, par récurrence sur n ∈ N, on obtient

E
(

sup
0≤s≤t

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ tn

n!
(cpT

p−1)nE
(

sup
0≤r≤T

‖Y1(r)− Y0(r)‖p
)
.
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En effet, si on suppose le résultat vrai au rang n, alors, d’après l’inégalité précédente,

E
(

sup
0≤s≤t

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ cptp−1

∫ t

0

E
(

sup
0≤u≤s

‖Yn(u)− Yn−1(u)‖p
)
ds

≤ cptp−1

∫ t

0

sn−1

(n− 1)!
(cpT

p−1)n−1E
(

sup
0≤r≤T

‖Y1(r)− Y0(r)‖p
)
ds.

Donc

E
(

sup
0≤s≤t

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ tp−1

(n− 1)!
cnp (T p−1)n−1E

(
sup

0≤r≤T
‖Y1(r)− Y0(r)‖p

)∫ t

0

sn−1ds

=
tp−1tn

n!
cnp (T p−1)n−1E

(
sup

0≤r≤T
‖Y1(r)− Y0(r)‖p

)
avec, t ≤ T , donc tp−1 ≤ T p−1 et

E
(

sup
0≤s≤t

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ tn

n!
cnp (T p−1)nE

(
sup

0≤r≤T
‖Y1(r)− Y0(r)‖p

)
,

ce qui achève la récurrence. En particulier

E
(

sup
0≤s≤T

‖Yn+1(s)− Yn(s)‖p
)
≤ Tn

n!
cnp (T p−1)nE

(
sup

0≤r≤T
‖Y1(r)− Y0(r)‖p

)
=

1

n!
cnpT

pnE
(

sup
0≤r≤T

‖Y1(r)− Y0(r)‖p
)
.

Par conséquent, par inégalité de Markov,

P
(

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)− Yn(t)‖p > 1

2n

)
≤ 2n

1

n!
cnpT

pnE
(

sup
0≤t≤T

‖Y1(t)− Y0(t)‖p
)
.

Ainsi, comme le membre de droite est le terme d’une série convergente, par lemme de Borel-Cantelli,

P
(
limsup
n→+∞

{
sup

0≤t≤T
‖Yn+1(t)− Yn(t)‖p > 1

2n

})
= 0.

D’où, par passage au complémentaire,

P
(
liminf
n→+∞

{
sup

0≤t≤T
‖Yn+1(t)− Yn(t)‖p ≤ 1

2n

})
= 1.

Donc, P-presque sûrement, il existe N ∈ N tel que pour tout n ≥ N ,

sup
0≤t≤T

‖Yn+1(t)− Yn(t)‖p ≤ 1

2n
.

Ainsi, pour tout n ≥ m ≥ N , en utilisant une constante cp de convexité,

sup
0≤t≤T

‖Yn(t)− Ym(t)‖p = sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=m

(Yk+1(t)− Yk(t))

∥∥∥∥∥
p

≤ cp
n−1∑
k=m

sup
0≤t≤T

‖Yk+1(t)− Yk(t)‖p ≤ cp
n−1∑
k=m

1

2k
.

D’où, P-presque sûrement, (Yn)n∈N est uniformément de Cauchy sur [0, T ], donc converge uniformément
vers un processus aléatoire Y continue. Par conséquent, par passage à la limite dans la définition de
Yn+1, on obtient que Y vérifie l’équation différentielle stochastique considérée. De plus

E
(

sup
0≤t≤T

‖Y (t)‖p
)
≤ cp

(
E
(

sup
0≤t≤T

‖Y (t)− Yn+1(t)‖p
)

+ E
(

sup
0≤t≤T

‖Yn(t)‖p
))

< +∞.

Corollaire 3.2.1.2. On suppose que Aj , 1 ≤ j ≤ d,B vérifie les conditions usuelles. Alors, pour tout
p ∈ [2,+∞[, il existe C1 = C1(p, T,K, ν, x0) ∈ R∗+ tel que l’unique solution (X(t))0≤t≤T de l’équation
différentielle stochastique de la remarque 3.2.0.2 vérifie

E
(

sup
0≤t≤T

‖X(t)‖p
)
≤ C1.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème précédent avec V = id[0,T ] et M = 1.
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3.2.2 Dérivabilité de Malliavin des solutions

Remarque 3.2.2.1. Soit F ∈ D1,1 et H = L2([0, T ],Rd). Alors DF est une variable aléatoire dans
L2([0, T ],Rd) que l’on note

DF = (DtF )t∈[0,T ] = ((D1
tF, ...,D

d
tF ))t∈[0,T ].

Théorème 3.2.2.2. On suppose que Aj , 1 ≤ j ≤ d,B vérifient les conditions usuelles. Soit (X(t))t∈[0,T ]

la solution de l’équation différentielle. Alors, pour tout i ∈ J1,mK et t ∈ [0, T ],

Xi(t) ∈ D1,∞.

De plus, pour tout p ∈ N∗ et j ∈ J1, dK,

sup
0≤r≤t

E
(

sup
r≤s≤T

∥∥Dj
rX

i(s)
∥∥p) < +∞,

et les dérivées Dj
rX

i(t) satisfassent l’équation différentielle stochastique linéaire

Dj
rX(t) =


Aj(r,X(r)) +

m∑
k=1

d∑
l=1

∫ r

t

∂kAl(s,X(s))Dj
r(X

k(s))dW l
s +

m∑
k=1

∫ t

r

∂kB(s,X(s))Dj
rX

k(s)ds

si r ≤ t

0 si r > t ,

avec ∂kAl(s,X(s)) et ∂kB(s,X(s)) processus uniformément bornés et adaptés en dimension m.

Démonstration. On considère, pour t ∈ [0, T ], X0(t) = x0 et, pour n ∈ N,

Xn+1(t) = x0 +

d∑
j=1

∫ t

0

Aj(s,Xn(s))dW j
s +

∫ t

0

B(s,Xn(s))ds.

On montre par récurrence sur n ∈ N la propriété P(n) définie par :
1. Pour tout i ∈ J1,mK et t ∈ [0, T ],

Xi
n(t) ∈ D1,∞.

2. Pour tout p ∈ ]1,+∞[ et t ∈ [0, T ],

ψpn(t) := sup
0≤r≤t

E
(

sup
r≤s≤t

‖DrXn(s)‖p
)
< +∞.

3. Pour tout p ∈ ]1,+∞[, il existe c1, c2 ∈ R∗+ tel que, pout tout t ∈ [0, T ],

ψpn+1(t) ≤ c1 + c2

∫ t

0

ψpn(s)ds.

Pour n = 0, on a bien Xi
n(t) = xi0 constant donc dans D1,∞ et ψp0(t) = 0 < +∞. De plus

ψp1(t) = sup
0≤r≤t

(
E
(

sup
r≤s≤t

‖DrX1(s)‖p
))

,

avec

X1(s) =

d∑
j=1

∫ t

0

Aj(s, 0)dW j
s +

∫ t

0

B(s, 0)ds.

Puis, comme Aj(s, 0), B(s, 0) sont déterministes bornés,

Dj
rX1(s) =

d∑
i=1

Ail(r, 0)1{r≤t} +

d∑
i=1

∫ t

r

Dl
r(A

i
j(s, 0))dW j

s +

∫ t

r

Dl
r(B

i(s, 0))ds.

Donc
ψp1(t) ≤ c1.
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On suppose le résultat vrai pour n ∈ N. Alors, d’après la règle de la chaîne, pour tout i ∈ J1,mK et
j ∈ J1, dK,

Aij(s,Xn(s)), Bi(s,Xn(s)) ∈ D1,2,

et de plus

Dr(A
i
j(s,Xn(s))) =

m∑
k=1

∂kA
i
j(s,Xn(s))Dr(X

k
n(s))1{r≤s},

et

Dr(B
i(s,Xn(s))) =

m∑
k=1

∂kB
i(s,Xn(s))Dr(X

k
n(s))1{r≤s}.

Ainsi, comme ∂kAij et ∂kBi sont bornés et d’après la propriété 2 de l’hypothèse de récurrence,

Aij(s,Xn(s)), Bi(s,Xn(s)) ∈ D1,∞.

Les processus Aij(s,Xn(s)) sont adaptés et sont de carrés intégrables d’après les égalités précédentes et
la propriété 2 de l’hypothèse de récurrence. Donc, par propriété,∫ t

0

Aij(s,Xn(s))dW j
s ∈ D1,2,

et

Dl
r

(∫ t

0

Aij(s,Xn(s))dW j
s

)
= Ail(r,Xn(r))1{r≤t} +

∫ t

r

Dl
r(A

i
j(s,Xn(s)))dW j

s .

De plus ∫ t

0

Bi(s,Xn(s))ds ∈ D1,2,

et

Dl
r

(∫ t

0

Bi(s,Xn(s))ds

)
=

∫ t

0

Dl
r(B

i(s,Xn(s)))ds =

∫ t

r

Dl
r(B

i(s,Xn(s)))ds.

Par conséquent
Xi
n+1(t) ∈ D1,∞,

et

Dj
rXn+1(t) =

d∑
i=1

Ail(r,Xn(r))1{r≤t} +

d∑
i=1

∫ t

r

Dl
r(A

i
j(s,Xn(s)))dW j

s +

∫ t

r

Dl
r(B

i(s,Xn(s)))ds.

Ainsi il existe cp ∈ R∗+ tel que

E
(

sup
r≤s≤t

|Dj
rXn+1(s)|p

)
≤ cp

(
γp + T p−1Kp

∫ t

r

E
(
|Dj

rXn(s)|p
)
ds

)
,

avec, comme les Aj vérifient les conditions usuelles,

γp := sup
n∈N,1≤j≤d

(
E
(

sup
0≤t≤T

|Aj(t,Xn(t))|p
))

< +∞.

On obtient bien les propriétés 2 et 3 de pour Xn+1 ce qui conclut la récurrence.
Or nous avons

E
(

sup
0≤t≤T

‖Xn(t)−X(t)‖p
)
−→

n→+∞
0.

De plus

ψn+1(t) ≤ c1 + c2

∫ t

0

ψn(s)ds.

Donc

sup
n∈N

(ψn(t)) = sup
n∈N

(ψn+1(t)) ≤ c1 +

∫ t

0

sup
n∈N

(ψn(s)) ds.

74



Donc, par lemme de Grönwall,

sup
n∈N

(ψn(t)) ≤ c1 exp(c2t) ≤ c1 exp(c2T ).

Ainsi les dérivées des Xi
n(t) sont bornées dans Lp(Ω, H) uniformément en n pour tout p ≥ 2. Par

conséquent la limite vérifie
Xi(t) ∈ D1,∞.

Et on obtient les équations différentielles stochastiques linéaires souhaitées.

De façon similaire à la démonstration du théorème précédent, on peut démontrer le lemme suivant,
cas particulier du théorème 3.2.1.1, avec les coefficients σj et b linéaires.

Lemme 3.2.2.3. Soit (α(r, t))0≤r≤t≤T et (Vj(t))1≤j≤d,0≤t≤T deux processus continus adaptés tels que
α soit à valeurs dans Rm, les Vj soient uniformément bornés et à valeurs dans Mm(R). On suppose de
plus que

αi(r, t), V klj (t) ∈ D1,∞,

et que les quantités suivantes sont finis

sup
0≤r≤T

(
E
(

sup
r≤t≤T

‖α(r, t)‖p
))

, sup
0≤s≤T

(
E
(

sup
s≤t≤T

‖DsVj(t)‖p
))

, sup
0≤s,r≤T

(
E
(

sup
r∨s≤t≤T

‖Dsα(r, t)‖p
))

.

On considère (Y (t))r≤t≤T la solution de l’équation différentielle stochastique

Y (t) = α(r, t) +

∫ t

r

Vj(s)Y (s)dW j
s +

∫ t

r

V0(s)Y (s)ds.

Alors Y i(t) ∈ D1,∞ pour tout i ∈ J1,mK et DsY
i(t) vérifie l’équation linéaire, pour tout s ∈ [0, t],

Dj
sY (t) = Dj

sα(r, t) + Vj(s)Y (s)1{r≤s≤t} +

d∑
l=1

∫ t

r

(
Dj
sVl(u)Y (u) + Vl(u)Dj

sY (u)
)
dW l

u

+

∫ t

r

(
Dj
sV0(u)Y (u) + V0(u)Dj

sY (u)
)
du.

Remarque 3.2.2.4. Dans ce cas, la solution Y vérifie

E
(

sup
0≤t≤T

‖Y (t)‖p
)
< +∞, sup

0≤s≤t
E
(

sup
r≤t≤T

‖DsY (t)‖p
)
< +∞.

Grâce à ce lemme et au théorème précédent, on obtient le résultat suivant. Sa démonstration, faisant
intervenir les dérivées successives de Malliavin dans L2([0, T ]), est technique et se trouve dans le livre de
David Nualart [6].

Théorème 3.2.2.5. Soit X la solution de l’équation différentielle stochastique. On suppose que Aij , Bi
sont infiniment différentiables selon x avec des dérivées partielles à tout ordre plus grandes ou égales à
1 et que Aij(·, 0), Bi(·, 0) sont bornés. Alors

Xi(t) ∈ D∞.

3.2.3 Expression de la dérivée de Malliavin des solutions

Proposition 3.2.3.1. On suppose que Aj , B satisfassent les conditions usuelles. On considère X la
solution de l’équation différentielle stochastique associée et Y la matrice aléatoire dont les coefficients
sont définis par l’équation différentielle stochastique

Y ij (t) = δij +

d∑
l=1

∫ t

0

∂kA
i
l(s,X(s))Y kj (s)dW l

s +

∫ t

0

∂kB
i(s,X(s))Y kj (s)ds.

Alors Y (t) est inversible et

Dj
rX

i
t =

m∑
k=1

m∑
l=1

Y il (Y −1(r))lkA
k
j (r,X(r)).
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Démonstration. On considère la matrice aléatoire Z dont les coefficients sont définis par l’équation dif-
férentielle stochastique

Zij(t) = δij −
m∑
k=1

d∑
l=1

∫ t

0

Zik(s)∂jA
k
l (s,X(s))dW l

s

−
m∑
k=1

d∑
l=1

m∑
α=1

∫ t

0

Zik(s)
(
∂ikB(s,X(s))− ∂αAkl (s,X(s))∂jA

α
l (s,X(s))

)
ds.

Alors, en utilisant la formule d’Itô,
Zij(t)Y

j
k (t) = δijδ

j
k = δik.

Donc
Z(t)Y (t) = Im.

De même
Y (t)Z(t) = Im.

Ainsi Y (t) est inversible et
Y (t)−1 = Z(t).

Puis
m∑
k=1

m∑
l=1

Y il (Y −1(r))lkA
k
j (r,X(r)) vérifie l’équation différentielle stochastique linéaire vérifiée parDr

jX
i
t ,

d’où, par unicité,

Dj
rX

i
t =

m∑
k=1

m∑
l=1

Y il (Y −1(r))lkA
k
j (r,X(r))

Définition 3.2.3.2. Pour tout t ∈ [0, T ] et x ∈ Rm, on définit la matrice σ par

σij(t, x) =

d∑
k=1

Aik(t, x)Ajk(t, x).

Et le temps d’arrêt

S = inf

(
t ∈ ]0, T ],

∫ t

0

1{det(σ(s,X(s)))>0}ds > 0

)
.

Corollaire 3.2.3.3. On suppose que Aj , B satisfasse les conditions usuelles. On considère X la solution
de l’équation différentielle stochastique associée en remarque 3.2.0.2. Alors, pour tout t ∈ [0, T ], la loi
de X(t) conditionnellement à {t > S} est absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue sur
Rm.

Démonstration. Soit t > S. Alors, d’après ce qui précède,

γijX(t) = 〈DXi(t), DXj(t)〉H =

d∑
l=1

∫ t

0

Dl
rX

i(t)Dl
rX

j(t)dr =
(
Y (t)C(t)tY (t)

)ij
,

avec

C(t)ij =

m∑
k,k′=1

d∑
l=1

∫ t

0

(Y −1(s))ikA
k
l (s,X(s))(Y −1(s))jk′A

k′

l (s,X(s))ds.

Donc det(γX(t)) > 0 si et seulement si det(C(t)) > 0.
Or t > S, donc il existe G ⊂ [0, t] tel que λ(G) > 0 et pour tout s ∈ G,

det(σ(s,X(s)) > 0.

Donc σ(s,X(s)) est une matrice symétrique définie positive, d’où, en notant λ(s) sa plus petite valeur
propre, λ(s) > 0 et pour tout v ∈ Rm,

tvσ(s,X(s))v ≥ λ(s) ‖v‖2 .
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Puis, pour tout u ∈ Rn, on considère v = t(Y −1(s))u, d’où, par intégration de l’inégalité précédente sur
[0, t] ∩G, ∫ t

0

1G(s)tvσ(s,X(s))vds ≥
∫ t

0

1G(s)λ(s) ‖v‖2 ds,

on obtient∫ t

0

1G(s)tuY −1(s)σ(s,X(s))t(Y −1(s))uds ≥
∫ t

0

1G(s)λ(s) ‖v‖2 ds ≥
∫ t

0

1G(s)

‖Y (s)‖2
ds ‖u‖2 .

Par conséquent, d’après l’expression de σ et celle de C(t),

tuC(t)u ≥ k(t) ‖u‖2 ,

avec

k(t) =

∫ t

0

1G(s)

‖Y (s)‖2
ds.

Donc C(t) est une matrice symétrique définie positive, en particulier det(C(t)) > 0. De plus, d’après le
théorème 3.2.2.5,

X(t) ∈ D1,∞(Rm).

Par conséquent, d’après le théorème 3.1.2.13, X(t) est absolument continu par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rm.

Remarque 3.2.3.4. Si on suppose que σ est uniformément elliptique i.e. qu’il existe une constante
C ∈ R∗+ tel que, pour tout y ∈ Rm et (s, x) ∈ [0, T ]× Rm,

tyσ(s, x)y ≥ C ‖y‖2 .

Alors, pour tout t ∈ [0, T ] et s ∈ [0, t],

det(σ(s,X(s))) ≥ Cm > 0.

Ainsi
S = 0.

Par conséquent on peut enlever le conditionnement dans le résultat du théorème précédent.
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4 Utilisation pour les équations différentielles stochastiques ré-
trogrades

4.1 Dérivée de Malliavin de la solution
4.1.1 Définition d’une équation différentielle stochastique rétrograde

On se place dans le cadre H = L2([0, T ]). On considère une variable aléatoire ξ appelé condition
initiale, un générateur

f : Ω× [0, T ]× Rd × Rn×d −→ Rd

et une équation différentielle stochastique rétrograde associée

Y (t) = ξ +

∫ T

t

f(s, Y (s), Z(s))ds−
∫ T

t

tZ(t)dWs. (1)

Commençons par rappeler ce qu’est la solution d’une équation différentielle stochastique rétrograde.
Puis nous rappelerons les hypothèses suffisantes pour qu’il y ait existence et unicité de la solution.

Définition 4.1.1.1. Une solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde est une paire (Y, Z)
avec (Y (t))t∈[0,T ] un processus adapté à trajectoires continues à valeurs dans Rd et (Z(t))t∈[0,T ] un

processus prévisible à valeurs dans Rn×d tel que
∫ T

0

‖Z(s)‖2 ds
PS
< +∞.

Définition 4.1.1.2. L’espace LpT (Rd) est défini par

LpT (Rd) = {X ∈ Lp(Rd) FT −mesurable}.

Définition 4.1.1.3. L’espace HpT (Rd) est l’espace des processus prévisibles (X(t))t∈[0,T ] à valeurs dans
Rd tels que

‖X‖pp := E

(∫ T

0

‖X(t)‖p dt

)
< +∞.

Théorème 4.1.1.4. On suppose :
1. ξ ∈ L2

T (Rd),
2. f(·, 0, 0) ∈ H2

T (Rd)
3. f uniformément lipschitzienne i.e. il existe une constante K ∈ R∗+ tel que, pour P⊗λ-presque tout

(ω, t) ∈ Ω× [0, T ], pour tout y1, y2 ∈ Rd et z1, z2 ∈ Rn×d,

‖f(ω, t, y1, z1)− f(ω, t, y2, z2)‖ ≤ K (‖y1 − y2‖+ ‖z1 − z2‖) .

Alors l’équation différentielle stochastique rétrograde (1) admet un unique couple solution (Y, Z) dans
H2
T (Rd)×H2

T (Rn×d). De plus

‖Y ‖2S2 := E
(

sup
0≤t≤T

‖Ys‖2
)
< +∞,

et nous avons la majoration suivante

‖Y ‖2S2 + ‖Z‖22 ≤ C
(
E(‖ξ‖2) + ‖f(·, 0, 0)‖22

)
, C ∈ R∗+.

Remarque 4.1.1.5. Il est également possible de remplacer l’hypothèse 3 en supposant f continue
à croissance linéaire en (y, z), lipschitzienne en z et vérifant une condition de monotonie, pour tout
y, y′ ∈ Rd,

〈f(·, y, ·)− f(·, y′, ·), y − y′〉 ≤ k ‖y − y′‖2 , k ∈ R∗+.

Nous avons également le résultat utile suivant servant à comparer les solutions si les paramètres sont
comparables.
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Corollaire 4.1.1.6. On se place dans le cas unidimensionnel d = 1 avec deux équations différentielles
stochastiques rétrogrades de paramètres (f1, ξ1) et (f2, ξ2) vérifant les hypothèses du théorme 4.1.14. On
suppose que λleb × P-presque partout

ξ1 ≤ ξ2, f1(Y2, Z2) ≤ g2(Y2, Z2).

Alors
∀t ∈ [0, T ], Y1,t ≤ Y2,t

De plus si P(ξ1 < ξ2) > 0 ou f1(Y2, Z1) < g2(Y2, Z2) sur un ensemble de mesure non nulle pour λleb × P,
alors Y1,0 < Y1,0.

Les démonstrations des résultats des théorèmes précédents se trouvent dans les notes de cours de
Bruno Bouchard [3].

4.1.2 Résultats sur la dérivée de Malliavin de la solution

Lemme 4.1.2.1. Soit Z ∈ H2
T (Rn) et, pour tout t ∈ [0, T ],

I(t) :=

∫ T

t

tZ(s)dWs ∈ D1,2.

Alors, pour tout i ∈ J1, nK,

Zi ∈ L2([0, T ],D1,2) i.e.
∫ t

0

∥∥Zi(t)∥∥
1,2
dt < +∞,

et λ⊗ P-presque partout

Di
θI(t) =


∫ T

t

Di
θZ(r)dWr si θ ≤ t

Zi(θ) +

∫ T

θ

Di
θZ(r)dWr si θ > t

Démonstration. Pour simplifier les calculs, on se place en dimension 1. On note

X(t) =

∫ t

0

Z(s)dWs.

Alors, grâce à l’hypothèse

X(T ) =

∫ T

0

Z(s)dWs = Y (0) ∈ D1,2.

Donc, d’après la proposition 1.4.0.8,

Z ∈ L1,2 = D1,2(L2([0, T ])) = L2([0, T ],D1,2) ⊂ Dom(δ).

De plus
X ∈ L1,2 ⊂ Dom(δ),

et, pour tout t ∈ [0, T ],∫ t

0

E
(
‖DsX(t)‖2

)
ds =

∫ t

0

E(‖Z(s)‖2)ds+

∫ t

0

∫ s

0

E
(
‖DrZ(s)‖2

)
drds.

Puis, d’après la proposition 1.3.2.9,

DθX(t) = Dθ

(
δ
(
(Z(s)1{s≤t})s∈[0,T ]

))
= Z(θ)1{θ≤t} +

∫ t

0

DθZ(r)dWr = Z(θ)1{θ≤t} +

∫ t

θ

DθZ(r)dWr.

D’où

DθI(t) = DθX(T )−DθX(t) = Z(θ)1{θ>t} +

∫ T

t

DθZ(r)dWr.
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En particulier si θ ≤ t, alors

DθI(t) =

∫ T

t

DθZ(r)dWr,

et sinon θ > t et

DθI(t) = Z(θ) +

∫ T

θ

DθZ(r)dWr.

Définition 4.1.2.2. L’espace La1,p(Rd) est l’espace des processus (X(t))0≤t≤T progressivement mesu-
rables tels que :

1. pour λ-presque tout t ∈ [0, T ], X(t) ∈ D1,p(Rd),
2. DX admette une version progressivement mesurable,

3. ‖X‖a1,p = E

(∫ T

0

‖X(t)‖2 dt

) p
2

+

(∫ T

0

∫ T

0

‖DθX(t)‖2 dθdt

) p
2

 < +∞

Définition 4.1.2.3. L’espace SpT (Rd) est l’espace des processus (X(t))t∈[0,T ] progressivement mesurables
à trajectoires continues tel que

‖X‖Sp :=

(
E

(
sup
t∈[0,T ]

‖X(t)‖p
)) 1

p

< +∞.

Théorème 4.1.2.4. On suppose :
1. ξ ∈ D1,2,

2. f continûment différentiable en (y, z) ∈ Rd×Rn×d avec des dérivées partielles continues et bornées
uniformément,

3. pour tout (y, z) ∈ Rd × Rn×d, f(·, y, z) ∈ La1,2(Rd) de dérivée de Malliavin notée Dθf(t, y, z),

4. f(·, 0, 0) ∈ H4
T (Rd),

5. ξ ∈ L4(Rd),

6.
∫ T

0

E(‖Dθξ‖2)dθ < +∞,

7.
∫ T

0

‖Dθf(·, Y, Z)‖22 dθ =

∫ T

0

E

(∫ T

0

‖Dθf(t, Y, Z)‖2 dt

)
dθ < +∞,

8. Pour tout t ∈ [0, T ], y1, y2 ∈ Rd et z1, z2 ∈ Rn×d,

‖Dθf(t, ω, y1, z1)−Dθf(t, ω, y2, z2)‖ ≤ Kθ(t, ω) (‖y1 − y2‖+ ‖z1 − z2‖) ,

avec, pour λ-presque tout θ ∈ [0, T ], (Kθ(t))t∈[0,T ] un processus adapté à valeurs dans R+ tel que∫ T

0

‖Kθ‖44 dθ =

∫ T

0

E

(∫ T

0

‖Kθ(t)‖4 dt

)
dθ < +∞.

Alors :
1. l’unique solution (Y,Z) de (1) est dans L2([0, T ],D1,2(Rd)× D1,2(Rn×d)),
2. pour tout i ∈ J1, nK, il existe une version de

(
Di
θY (t), Di

θZ(t)
)

0≤t,θ≤T vérifiant, pour tout θ ∈ [0, T ]

et t ∈ [0, θ[,
Di
θY (t) = 0, Di

θZ(t) = 0,

et, pour tout t ∈ [0, T ] et θ ∈ [0, t],

Di
θY (t) = Di

θξ

+

∫ T

t

(
∂yf(s, Y (s), Z(s))Di

θY (s) + ∂zf(s, Y (s), Z(s))Di
θZ(s) +Di

θf(s, Y (s), Z(s))
)
ds

−
∫ T

t

Di
θZ(s)dWs,
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3. (DtY (t))t∈[0,T ] est une version de (Z(t))t∈Rd .

Démonstration. Pour simplifier on suppose n = d = 1. Soit (Y k, Zk)k∈N la suite des itérés de Picard
définis par, pour tout t ∈ [0, T ],

Y 0(t) = 0, Z0(t) = 0,

et, pour tout k ∈ N et ,

Y k+1(t) = ξ +

∫ T

t

f(s, Y k(s), Zk(s))ds−
∫ T

t

tZ
k+1

(s)dWs.

Alors, par résultat sur la solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde, (Y k, Zk)k∈N converge
dans S4

T (R)×H4
T (R) vers (Y, Z) l’unique solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde. On

montre par récurrence sur k ∈ N que

(Y k, Zk) ∈ L2([0, T ],D1,2 × D1,2).

L’initialisation est immédiate car (Y 0, Z0) = (0, 0). On suppose le résultat vrai au rang k ∈ N i.e.

(Y k, Zk) ∈ L2([0, T ],D1,2 × D1,2) i.e.
∫ T

0

(
‖Y (t)‖21,2 + ‖Z(t)‖21,2

)
dt < +∞.

Donc, d’après la proposition 1.4.0.8 grâce à l’hypothèse 3,∫ T

t

f(s, Y k(s), Zk(s))ds ∈ D1,2.

De plus ξ ∈ D1,2 d’après l’hypothèse 1. Ainsi

ξ +

∫ T

t

f(s, Y k(s), Zk(s))ds ∈ D1,2.

D’où, d’après la proposition 1.2.2.4,

Y k+1(t) = E

(
ξ +

∫ T

t

f(s, Y k(s), Zk(s))ds | Ft

)
∈ D1,2.

Puis ∫ T

t

tZk+1(z)dWs = ξ +

∫ T

t

f(s, Y k(s), Zk(s))ds− Y k+1(s) ∈ D1,2.

Donc, d’après le lemme précédent,
Zk+1 ∈ L2([0, T ],D1,2),

De plus

DθY
k+1(t) = Dθξ −

∫ T

t

DθZ
k+1(s)dWs

+

∫ T

t

(
∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))DθY

k(s) +
∂f

∂z
(s, Y k(s), Zk(s))DθZ

k(s) +Dθf(s, Y k(s), Zk(s))

)
ds

i.e. (DθY
k+1, DθZ

k+1) vérifie une équation différentielle stochastique rétrograde de condition finale Dθξ
et de générateur ne dépendant pas des variables (y, z) représentant (DθY

k+1, DθZ
k+1). Puis, grâce aux

hypothèses 1, 6 et 2, à l’hypothèse de récurrence et à Zk+1 ∈ L2([0, T ],D1,2), on en déduit

Y k+1 ∈ L2([0, T ],D1,2),

ce qui achève la récurrence et montre la conclusion 1. Pour la suite, on considère (Y θ, Zθ) défini par
l’équation différentielle stochastique rétrograde, pour t ∈ [θ, T ],

Y θ(t) = Dθξ

+

∫ T

t

(
∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s))Y θ(s) +

∂f

∂z
(s, Y (s), Z(s))Zθ(s) +Dθf(s, Y (s), Z(s))

)
ds

−
∫ T

t

Zθ(s)dWs.

81



ce qui est bien licite car de générateur

g :
Ω× [0, T ]× R× R −→ R

(ω, t, y, z) 7−→
(
∂f

∂y
(t, Y (t), Z(t))y +

∂f

∂z
(t, Y (t), Z(t))z +Dθf(t, Y (t), Z(t))

)
(ω)

vérifiant les hypothèses du théorème précédent grâce aux hypothèses de ce théorème. Ainsi, par estimée
a priori avec les couples (Y θ, Zθ) et (0, 0), il existe C ∈ R∗+ tel que∥∥Y θ∥∥2

S2 +
∥∥Zθ∥∥2

2
≤ C

(
E((Y θ(T ))2) + ‖g(·, 0, 0)‖22

)
= CE

(
(Dθξ)

2 + ‖Dθf(·, Y, Z)‖22
)
.

Ainsi, grâce aux hypothèses 6 et 7,∫ T

0

(∥∥Y θ∥∥2

S2 +
∥∥Zθ∥∥2

2

)
dθ ≤ CE

(∫ T

0

(Dθξ)
2dθ +

∫ T

0

‖Dθf(·, Y, Z)‖22 dθ

)
< +∞.

Puis, par estimée a priori appliqué aux couples (DθY
k+1, DθZ

k+1) et (Y θ, Zθ) de même condition finale,
il existe C ∈ R∗+ tel que

∥∥DθY
k+1 − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k+1 − Zθ
∥∥2

2
≤ C

∥∥δk∥∥2

2
= CE

(∫ T

θ

(δk(s))2ds

)
,

avec
δk(s) =

∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))DθY

k(s)− ∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s))Y θ(s)

+
∂f

∂z
(t, Y k(s), Zk(s))DθZ

k(s)− ∂f

∂z
(s, Y (s), Z(s))Zθ(s)

+Dθf(s, Y k(s), Zk(s))−Dθf(s, Y (s), Z(s)).

Ainsi, par inégalité de convexité, il existe C ′ ∈ R∗+ tel que∥∥DθY
k+1 − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k+1 − Zθ
∥∥2

2
≤ C ′

(
Ak(θ) +Bk(θ) + Ck(θ)

)
,

avec

Ak(θ) = E

(∫ T

θ

(
Dθf(s, Y k(s), Zk(s))−Dθf(s, Y (s), Z(s))

)2
ds

)
,

Bk(θ) = E

(∫ T

θ

(
∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))

(
DθY

k(s)− Y θ(s)
))2

ds

)

+E

(∫ T

θ

(
∂f

∂z
(s, Y k(s), Zk(s))

(
DθZ

k(s)− Zθ(s)
))2

ds

) ,

et

Ck(θ) = E

(∫ T

θ

((
∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s))

)
Y θ(s)

)2

ds

)

+E

(∫ T

θ

((
∂f

∂z
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂z
(s, Y (s), Z(s))

)
Zθ(s)

)2

ds

) .

Pour Ak(θ), on a, par hypothèse 8,

Akθ ≤ E

(∫ T

θ

(Kθ(s))
2(|Y k(s)− Y (s)|+ |Zk(s)− Z(s)|)2ds

)

≤ 2

(
E

(∫ T

θ

(Kθ(s))
2(Y k(s)− Y (s))2ds

)
+ E

(∫ T

θ

(Kθ(s))
2(Zk(s)− Z(s))2ds

))
.

De plus, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

E

(∫ T

θ

(Kθ(s))
2(Y k(s)− Y (s))2ds

)
≤

(
E

(∫ T

θ

(Kθ(s))
4ds

)) 1
2
(
E

(∫ T

θ

(Y k(s)− Y (s))4ds

)) 1
2

.
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De même avec le terme avec Z, d’où, en utilisant l’hypothèse 8,

Ak(θ) ≤ 2 ‖Kθ‖24︸ ︷︷ ︸
<+∞

(∥∥Y k − Y ∥∥2

4
+
∥∥Zk − Z∥∥2

4

)
︸ ︷︷ ︸

−→
k→+∞

0

.

Donc
Ak(θ) −→

k→+∞
0.

De plus, par hypothèse 8 et convergence donc bornitude,

Ak(θ) ≤ 2
(∥∥Y k − Y ∥∥2

4
+
∥∥Zk − Z∥∥2

4

)
‖Kθ‖24 ≤M ‖Kθ‖24 ∈ L

1([0, T ]).

D’où, par théorème de convergence dominée,∫ T

0

Ak(θ)dθ −→
k→+∞

0.

Puis, pour Ck(θ), on a, par continuité des dérivées partielles de f et convergence λ⊗ P-presque sûre,

∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s)) −→

k→+∞
0.

De plus, comme les dérivées partielles sont bornées, on a la domination,((
∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s))

)
Y θ(s)

)2

≤M ′ sup
s∈[0,T ]

(Y θ(s))2 ∈ L1(Ω× [0, T ]× [0, T ]).

Donc, par théorème de convergence dominée,∫ T

0

E

(∫ T

θ

((
∂f

∂y
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂y
(s, Y (s), Z(s))

)
Y θ(s)

)2

ds

)
dθ −→

k→+∞
0.

On a de même∫ T

0

E

(∫ T

θ

((
∂f

∂z
(s, Y k(s), Zk(s))− ∂f

∂z
(s, Y (s), Z(s))

)
Zθ(s)

)2

ds

)
dθ −→

k→+∞
0,

d’où ∫ T

0

Ck(θ)dθ −→
k→+∞

0.

Enfin, pour Bk(θ), par bornitude des dérivées partielles,∫ T

0

Bk(θ)dθ ≤M ′2T 2
∥∥DθY

k − Y θ
∥∥2

S2 +M ′2T
∥∥DθZ

k − Zθ
∥∥2

2
.

On considère à partir de maintenant T assez petit pour que

α := max(M ′2T 2,M ′2T ) < 1.

Soit ε ∈ R∗+. D’après tout ce qui précède, il existe N ∈ N tel que, pour tout k ≥ N ,∫ T

0

(∥∥DθY
k+1 − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k+1 − Zθ
∥∥2

2

)
dθ ≤ ε+ α

∫ T

0

(∥∥DθY
k − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k − Zθ
∥∥2

2

)
dθ.

Ainsi, par itérations successives,∫ T

0

(∥∥DθY
k − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k − Zθ
∥∥2

2

)
dθ

≤ ε+ αε+ α2ε+ ...+ αk−1ε+ αk
∫ T

0

(∥∥DθY
0 − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

0 − Zθ
∥∥2

2

)
dθ,
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ce qui donne ∫ T

0

(∥∥DθY
k − Y θ

∥∥2

S2 +
∥∥DθZ

k − Zθ
∥∥2

2

)
dθ ≤ ε

1− α
+ αkM ′′,

avec M ′′ ∈ R∗+. Par conséquent, comme α < 1,

(DθY
k, DθZ

k)
La1,2(R)
−→
k→+∞

(Y θ, Zθ).

Or La1,2(R) est fermé pour la norme ‖·‖a1,2, donc

(Y θ, Zθ) ∈ La1,2(R).

De plus, comme D est un opérateur fermé de L2([0, T ],D1,2) dans La1,2(R), donc (Y θ, Zθ) est une version
de (DθY,DθZ), ce qui montre la conclusion 2.
Il ne reste plus qu’à montrer la conclusion 3. On a, pour t ≤ s ∈ [0, T ],

Y (s) = Y (t)−
∫ s

t

f(r, Y (r), Z(r))dt+

∫ s

t

Z(r)dWr.

Donc, d’après le lemme précédent, pour θ ∈ ]t, s],

DθY (s) = DθY (t)

−
∫ s

t

(
∂f

∂y
(r, Y k(r), Zk(r))DθY

k(r) +
∂f

∂z
(r, Y k(r), Zk(r))DθZ

k(r) +Dθf(r, Y k(r), Zk(r))

)
dr

+Z(θ) +

∫ s

θ

DθZ(r)dWr

= 0

−
∫ s

t

(
∂f

∂y
(r, Y k(r), Zk(r))DθY

k(r) +
∂f

∂z
(r, Y k(r), Zk(r))DθZ

k(r) +Dθf(r, Y k(r), Zk(r))

)
dr

+Z(θ) +

∫ s

θ

DθZ(r)dWr.

Ainsi, en particulier en θ = s, on obtient

DsY (s) = lim
θ↗s

DθY (s) = Z(s).

Remarque 4.1.2.5. Si Kθ est borné alors il est suffisant de supposer f(t, 0, 0) ∈ H2
T (Rd) et ξ ∈ L2

T (Rd).

Remarque 4.1.2.6. Le fait que DtY (t) = Z(t) révèle le lien entre le processus de richesse Y et la
stratégie à avoir pour arriver à la richesse finale souhaitée que nous avons établi en section 2.2.

Remarque 4.1.2.7. Ce résulat peut être généralisé au cas p ≥ 2.

4.1.3 Application au cas linéaire

Corollaire 4.1.3.1. Soit β un processus prévisible borné à valeurs réelles, γ un processus prévisible borné
à valeurs dans Rn, ϕ ∈ H2

T (R) et ξ ∈ L2
T (R). On considère (Y,Z) la solution de l’équation différentielle

stochastique linéaire

dYt = −(ϕ(t) + Y (t)β(t) + tZ(t)γ(t))dt+ tZ(t)dWt, YT = ξ. (2)

On suppose :

1. β ∈ La1,4(R),
∫ T

0

‖Dθβ‖44 dθ < +∞,

2. γ ∈ La1,4(Rn),
∫ T

0

‖Dθγ‖44 dθ < +∞,

3. ϕ ∈ H4
T (R) ∩ La1,2(R),

∫ T

0

‖Dθϕ‖22 dθ < +∞,
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4. ξ ∈ L4([0, T ]) ∩ D1,2,
∫ T

0

E((Dθξ)
2)dθ < +∞.

Alors :
1. (Y,Z) ∈ L2([0, T ],D1,2 × D1,2(Rn)),
2. pour tout i ∈ J1, nK, une version de (Di

θY (t), Di
θZ(t)) est donnée par, pour tout t, θ ∈ [0, T ],

(a) si t < θ,
Di
θY (t) = 0, Di

θZ(t) = 0,

(b) si t ≥ θ,

Di
θY (t) = Di

θξ

+

∫ T

t

(
β(s)Di

θY (s) + tγ(s)Di
θZ(s) +Di

θϕ(s) + Y (s)Di
θβ(s) + tZ(s)Di

θγ(s)
)
ds

−
∫ T

t

Di
θ(
tZ(s))dWs

3. (DtY (t))t∈[0,T ] est une version de Z.

Démonstration. On considère la fonction aléatoire f définie par, pour tout t ∈ [0, T ], y ∈ R et z ∈ Rn,

f(t, y, z) = ϕ(t) + yβ(t) + tzγ(t).

Alors les paramètres f et ξ vérifient toutes les hypothèses du théorème précédent. On obtient alors le
résultat souhaité car

Di
θ(f(t, Y (t), Z(t))) = Di

θϕ(t) + Y (t)Di
θβ(t) + β(t)Di

θY (t) +Di
θ(
tZ(t))γ(t) + tZ(t)Di

θγ(t).

Remarque 4.1.3.2. Si les coefficients β et γ sont des fonctions déterministes bornées alors il suffit de
supposer ϕ ∈ H2

T (R) ∩ La1,2(R) et ξ ∈ L2([0, T ]) ∩ D1,2.

Remarque 4.1.3.3. On rappelle qu’au théorème précédent,

Y (t) = E

(
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)ϕ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)
,

avec (Γ(t, s))0≤t≤s≤T défini par l’équation différentielle stochastique

dΓ(t, s) = Γ(t, s)(β(s)ds+ tγ(s)dWs), Γ(t, t) = 1.

Autrement dit nous obtenons une expression du processus Y sans le processus Z.

Nous pouvons allons nous demander si nous pouvons faire de même avec DY . Peut-on l’exprimer
sans DZ ? La réponse est oui et est justifiée par la proposition suivante.

Proposition 4.1.3.4. Dans le cadre du théorème linéaire précédent, pour tout θ ≤ t ∈ [0, T ],

DθY (t) = E

(
Γ(t, T )Dθξ +DθΓ(t, T )ξ +

∫ T

t

(Γ(t, s)Dθϕ(s) + ϕ(s)DθΓ(t, s)) ds

∣∣∣∣Ft
)
.

Démonstration. D’après la proposition 1.2.2.4 et l’intégration par parties, nous avons

DθY (t) = E

(
Dθ

(
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)ϕ(s)ds

)∣∣∣∣Ft
)
,

et

Dθ

(
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)ϕ(s)ds

)
= ξDθΓ(t, T )+Γ(t, T )Dθξ+

∫ T

t

(ϕ(s)DθΓ(t, s)ds+ Γ(t, s)Dθϕ(s)) ds.
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Nous pouvons même obtenir une expression de DY sans faire intervenir la dérivée DΓ.

Proposition 4.1.3.5. Dans le cadre du théorème linéaire précédent, pour tout θ ≤ t ∈ [0, T ], on a

DθY (t) = E

(
Γ(t, T )Dθξ +

∫ T

t

Γ(t, s)(Dθϕ(s) + Y (s)Dθβ(s))ds

∣∣∣∣Ft
)

+E

((
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)φ(s)ds

)(∫ T

t

tDθγ(s)dWs

)∣∣∣∣Ft
)
−E

(∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)tγ(s)Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)
.

Démonstration. Le couple (DθY,DθZ) est solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde

Di
θY (t) = Di

θξ +

∫ T

t

(
β(s)Di

θY (s) + tγ(s)Di
θZ(s) + ϕ̃i(s)

)
ds−

∫ T

t

Di
θ(
tZ(s))dWs, (3)

avec
ϕ̃i(s) = Di

θϕ(s) + Y (s)Di
θβ(s) + tZ(s)Di

θγ(s).

Donc

Di
θY (t) = E

(
Γ(t, T )Di

θξ +

∫ T

t

Γ(t, s)ϕ̃i(s)ds

∣∣∣∣Ft
)

= E

(
Γ(t, T )Di

θξ +

∫ T

t

Γ(t, s)
(
Di
θϕ(s) + Y (s)Di

θβ(s) + tZ(s)Di
θγ(s)

)
ds

∣∣∣∣Ft
)
.

De plus, en appliquant la formule d’Itô à s 7−→ Γ(t, s)Y (s),

Γ(t, T )Y (T ) = Γ(t, t)Y (t) +

∫ T

t

Γ(t, s)dY (s) +

∫ T

t

Y (s)dΓ(t, s) + 〈Γ(t, ·), Y 〉T ,

avec
Y (T ) = ξ,

Γ(t, t) = 1,∫ T

t

Γ(t, s)dY (s) = −
∫ T

t

Γ(t, s)(ϕ(s) + Y (s)β(s) + tZ(s)γ(s))ds+

∫ T

t

Γ(t, s)tZ(s)dWs,∫ T

t

Y (s)dΓ(t, s) =

∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)β(s)ds+

∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)tγ(s)dWs,

et

〈Γ(t, ·), Y 〉T =

∫ T

t

Γ(t, s)tγ(s)Z(s)ds.

Ainsi

Γ(t, T )ξ = Y (t)−
∫ T

t

Γ(t, s)ϕ(s)ds+

∫ T

t

(
Γ(t, s)tZ(s) + Y (s)Γ(t, s)tγ(s)

)︸ ︷︷ ︸
=:tξ(t,s)

dWs

ce qui donne

Y (t) = Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)ϕ(s)ds−
∫ T

t

tξ(t, s)dWs.

Or, en utilisant l’équation différentielle stochastique rétrograde (3) vérifiée par (Di
θY,D

i
θZ), nous avons

Γ(t, T )Di
θξ +

∫ T

t

(Di
θφ(s) + Y (s)Di

θβ(s) + tZ(s)Di
θγ(s))ds

= Di
θY (t) +

∫ T

t

(Γ(t, s)tD
i
θZ(s) +Di

θY (s)Γ(t, s)tγ(s))dWs.

Donc(
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)φ(s)ds

)(∫ T

t

tDθγ(s)dWs

)
= Y (t)

∫ T

t

tDθγ(s)dWs+

∫ T

t

tξ(t, s)dWs

∫ T

t

tDθγ(s)dWs
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= Y (t)

∫ T

t

tDθγ(s)dWs +

∫ T

t

(
Γ(t, s)tZ(s) + Y (s)Γ(t, s)tγ(s)

)
dWs

∫ T

t

tDθγ(s)dWs.

Or, en appliquant l’espérance conditionnelle,

E

(
Y (t)

∫ T

t

tDθγ(s)dWs | Ft

)
= Y (t)E

(∫ T

t

tDθγ(s)dWs

∣∣∣∣Ft
)

= 0

car l’intégrale stochastique apparaissant est une martingale et nulle en T = t. De plus

E

(∫ T

t

(
Γ(t, s)tZ(s) + Y (s)Γ(t, s)tγ(s)

)
dWs

∫ T

t

tDθγ(s)dWs | Ft

)

= E

(∫ T

t

(Γ(t, s)tZ(s) + Y (s)Γ(t, s)tγ(s))Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)

= E

(∫ T

t

Γ(t, s)tZ(s)Dθγ(s)ds | Ft

)
+ E

(∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)tγ(s)Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)
.

Par conséquent

E

((
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)φ(s)ds

)(∫ T

t

tDθγ(s)dWs

)∣∣∣∣Ft
)

= E

(∫ T

t

Γ(t, s)tZ(s)Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)

+ E

(∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)tγ(s)Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)
.

Puis, en combinant avec le premier calcul de la démonstration,

DθY (t) = E

(
Γ(t, T )Dθξ +

∫ T

t

Γ(t, s)(Dθϕ(s) + Y (s)Dθβ(s))ds

∣∣∣∣Ft
)

+E

((
Γ(t, T )ξ +

∫ T

t

Γ(t, s)φ(s)ds

)(∫ T

t

tDθγ(s)dWs

)∣∣∣∣Ft
)
−E

(∫ T

t

Y (s)Γ(t, s)tγ(s)Dθγ(s)ds

∣∣∣∣Ft
)
.

4.1.4 Application au cas Markovien

On considère, pour (t, x) ∈ [0, T ]× Rp, l’équation différentielle stochastique{
dPs = b(s, P (s))ds+ σ(s, P (s))dWs t ≤ s ≤ T
P (s) = x 0 ≤ s ≤ t, (4)

avec b : [0, T ]×Rp −→ Rp et σ : [0, T ]×Rp −→ Rp×n fonctions continues et lipschitziennes en la seconde
variable.

Remarque 4.1.4.1. Dans ce cas, cette équation différentielle stochastique admet une unique solution
(P t,x(s))0≤s≤T .

On considère également l’équation différentielle stochastique rétrograde{
dYs = −f(s, P t,x(s), Y (s), Z(s))ds+ tZ(s)dWs 0 ≤ s ≤ T
Y (T ) = ψ(P t,x(T )),

(5)

avec f : [0, T ] × Rp × Rd × Rn×d −→ Rd continue et lipschitzienne en les deux dernières variables et
ψ : Rp −→ Rd.

Remarque 4.1.4.2. Dans ce cas, cette équation différentielle stochastique rétrograde admet une unique
solution (Y t,x(s), Zt,x(s))0≤s≤T .

Proposition 4.1.4.3. Si les coefficients b, σ, f et ψ sont continûment différentiables alors :
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1. pour tout 0 ≤ t ≤ s ≤ T et x ∈ Rp,

(Y t,x(s), Zt,x(s)) ∈ L2([0, T ], (D1,2)d × (D1,2)n×d,

2. pour tout i ∈ J1, nK, une version de (Di
θY (s), Di

θZ(s))0≤θ,t≤s≤T est donnée par :
(a) pour 0 ≤ θ < t ≤ T ou s < θ ≤ T ,

Di
θYs = 0, Di

θZs = 0,

(b) pour 0 ≤ t ≤ θ ≤ T , (Di
θYs, D

i
θZs) satisfait l’équation différentielle stochastique rétrograde dDi

θYs = −
(
∂yf(s, P (s), Y (s), Z(s))Di

θY (s) + ∂zf(s, P (s), Y (s), Z(s))Di
θZ(s)

)
ds

−∂xf(s, P (s), Y (s), Z(s))Di
θP (s)ds+Di

θ
tZ(s)dWs,

Di
θY (T ) = ψ′(P (T ))Di

θP (T ).

De plus (DsY (s))t≤s≤T est une version de (Z(s))t≤s≤T .
3. λ⊗ P-presque sûrement

Zt,x(s) = ∂xY
t,x(s)(∂xP

t,x(s))−1σ(s, P t,x(s)).

Démonstration. Pour tout 0 ≤ t ≤ T et x ∈ Rp, nous, d’après la proposition 4.1.4.3,

(P t,x(s))0≤s≤T ∈ L2([0, T ], (D1,2)p),

et, pour tout i ∈ J1, nK, si θ < t alors
Di
θP

t,s(s) = 0,

et sinon θ ≥ t et, pour tout s ∈ [θ, T ],

dDi
θP (s) = ∂xb(s, P (s))Di

θP (s)ds+

p∑
j=1

∂xσj(s, P (s))Di
θP (s)dW j

s , Di
θP (θ) = σi(θ, P (θ)). (6)

De plus, par unicité de la solution de l’équation différentielle stochastique (6), comme le processus

Ψ : s 7−→ ∂xP (s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ))

vérifie également la même équation différentielle stochastique, on en déduit

DθP (s) = Ψ(s) = ∂xP (s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)).

En effet
Ψ(θ) = ∂xP (θ)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)) = σ(θ, P (θ)),

et, pour tout s ∈ [θ, T ], d’après l’équation différentielle stochastique vérifiée par P ,

d∂xPs = ∂xb(s, P (s))∂xP (s)ds+

p∑
j=1

∂xσj(s, P (s))∂xP (s)dW j
s ,

interversion est justifiée dans le livre de Philip Protter [10], d’où, en multipliant par (∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)),

dΨs = ∂xb(s, P (s))Ψ(s)ds+

p∑
j=1

∂xσj(s, P (s))Ψ(s)dW j
s .

De plus
sup
t≤s≤T

(‖P (s)‖+ ‖∂xP (s)‖) ∈ Lp(Ω).

On en déduit que toutes les hypothèses du théorème 4.1.2.4 sont vérifiées, ce qui prouve 1 et 2.
Puis, par unicité de la solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde (5) vérifiée par (Y, Z),
on en déduit

DθY (s) = ∂xY (s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)).
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En effet si l’on note
ϕ : s 7−→ ∂xY (s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)).

Alors on a

ϕ(T ) = ∂xY (T )(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)) = ψ′(P (T ))∂xP (T )(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ))

= ψ′(P (T ))Ψ(T ) = ψ′(P (T ))DθP (T ),

et, pour tout s ∈ [θ, T ],

d∂xY (s) = −∂xf(s, P (s), Y (s), Z(s))∂xP (s)ds− ∂yf(s, P (s), Y (s), Z(s))∂xY (s)ds

−∂zf(s, P (s), Y (s), Z(s))∂xZ(s)ds+ t∂xZ(s)dWs,

d’où, en multipliant par (∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)),

dϕ(s) = −∂xf(s, P (s), Y (s), Z(s))Ψ(s)ds− ∂yf(s, P (s), Y (s), Z(s))ϕ(s)ds

−∂zf(s, P (s), Y (s), Z(s))∂xZ(s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ))ds+ t∂xZ(s)(∂xP (θ))−1dWθ,

i.e.
dϕ(s) = −∂xf(s, P (s), Y (s), Z(s))Ψ(s)ds− ∂yf(s, P (s), Y (s), Z(s))ϕ(s)ds

−∂zf(s, P (s), Y (s), Z(s))Z̃(s)ds+ tZ̃(s)dWθ,

avec
Z̃(s) = ∂xZ(s)(∂xP (θ))−1σ(θ, P (θ)),

ce qui montre bien que le couple (ϕ, Z̃) vérifie la même équation différentielle stochastique rétrograde
que le couple (DθY,DθZ). En particulier, en θ = s, on a

Z(s) = DsY (s) = ϕ(s) = ∂xY (s)(∂xP (s))−1σ(s, P (s)),

ce qui montre la fin de 2 et 3.

4.2 Equations différentielles stochastiques rétrogrades avec condition finale
singulière

Nous allons dans cette section nous intéresser à des équations différentielles stochastiques rétrogrades
dont la condition finale peut ne pas être intégrable voire même infini. A partir de la résolution de celle-ci
nous pouvons en déduire des résultats concernant la liquidation d’actifs financiers reliée à une équation
différentielle stochastique rétrograde de condition terminale singulière. Comme vu précédemment, le
calcul de Malliavin servira à interpréter la dérivée de Malliavin de la solution Y comme le processus Z.

4.2.1 Premier exemple

Commençons par étudier un premier exemple avec des coefficients bien particuliers. On considère
deux processus progressivement mesurables (ηt)t∈[0,T ] et (γt)t∈[0,T ]. Remarquons que dans cette section
nous noterons la dépendance des processus en t en indice pour simplifier les notations étant donnée que
nous allons considérer des solutions d’équations différentielles rétrogrades avec condition finale classique
et générateur modifié.

Définition 4.2.1.1. On dit qu’un couple (Y,Z) de processus progressivement mesurable à valeurs dans
R× Rd est solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde

dYt =

(
(p− 1)Yt

|Yt|q−1

ηq−1
t

− γt
)
dt+ 〈Zt, dWt〉 (7)

avec condition finale singulière YT = ξ, où
1

p
+

1

q
= 1 et ξ une variable aléatoire positive vérifiant

P(ξ = +∞) > 0, si :
1. pour tout 0 ≤ s ≤ t < T ,

Ys = Yt −
∫ t

s

(
(p− 1)Yr

|Yr|q−1

ηq−1
r

− γr
)
dr −

∫ t

s

〈Zr, dWr〉,
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2. pour tout 0 ≤ t < T ,

E
(

sup
0≤s≤t

|Ys|2 +

∫ t

0

‖Zr‖2 dr
)
< +∞,

3. on a la convergence P-presque sûre
liminf
t→T

(Yt) ≥ ξ.

Définition 4.2.1.2. Pour t ∈ [0, T ], les espacesM1(0, t) etM2(0, t) sont définis par

Mi(0, t) = Li(Ω× [0, t],P,P⊗ λ),

avec P la tribu engendrée par les sous-ensembles de Ω× [0, t] progressivement mesurables.

Théorème 4.2.1.3. On suppose les conditions d’intégrabilité suivantes :

1. η ∈M2(0, T ) et
1

ηq−1
∈M1(0, T ),

2. E

(∫ T

0

(T − s)pγsds

)2
 < +∞.

Alors il existe une solution (Y,Z) à l’équation différentielle stochastique rétrograde (7) avec condition
finale singulière YT = ξ.

Démonstration. Procédons en plusieurs étapes :
Etape 1 : Construction d’une solution avec une condition finale finie L ∈ R∗+.
On considère l’équation différentielle stochastique rétrograde

dY Lt =

(
(p− 1)Y Lt

|Y Lt |q−1

ηq−1
t

− (γt ∧ L)

)
dt+ 〈ZLt , dWt〉, Y LT = L ∧ ξ. (8)

Montrons qu’il existe une unique solution (Y L, ZL) à cette équation avec ZL ∈M2(0, T ).
Commençons par noter le générateur de l’équation différentielle stochastique rétrograde

f(t, y) = −(p− 1)y
|y|q−1

ηq−1
t

+ γt ∧ L,

et, pour δ ∈ R∗+,

fδ(t, y) = −(p− 1)y
|y|q−1

(ηt ∨ δ)q−1
+ (γt ∧ L).

Alors la fonction fδ(·, · ∨ 0) vérifie l’hypothèse de monotonie théorème d’existence et d’unicité de la
solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde associée, résultat détaillé à la section 2.2
des notes de cours de B. Bouchard [3]. Ainsi il existe (Y δ,L, Zδ,L) solution de l’équation différentielle
stochastique rétrograde de paramètres (fδ(·, · ∨ 0), L), de plus

E

(
sup

0≤t≤T
|Y δ,Lt |2 +

∫ T

0

∥∥∥Zδ,Lt ∥∥∥2

dt

)
< +∞.

En particulier pour L = 0 la solution est (Y δ,0, Zδ,0) = (0, 0). Ainsi, par théorème de comparaison, pour
L ≥ 0,

Y δ,L ≥ 0,

puis (Y δ,L, Zδ,L) est solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde de paramètres (fδ, L).
De plus, pour tout y ∈ R+,

fδ(t, y) ≤ L.

Donc, en appliquant le théorème de comparaison avec (Y δ
L

, Zδ,L) et ((1 + t)L, 0) couple solution de
l’équation différentielle stochastique de paramètres (L,L), on obtient

Y δ,Lt ≤ (1 + T − t)L ≤ (1 + T )L.
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De même, comme δ 7−→ fδ est décroissant, par théorème de comparaison,

δ1 ≤ δ2 =⇒ Y δ1,L ≤ Y δ2,L.

On considère alors Y L la limite décroissante des Y δ,L pour δ → 0. Pour construire ZL, considérons Zδn,L
pour δn −→

n→+∞
0 et montrons que (Zδn,L)n∈N est de Cauchy dans M2(0, T ). Soit n ≥ m. D’après la

formule d’Itô appliquée à (Y δn,Lt − Y δm,Lt )2, nous avons

(Y δn,LT − Y δm,Lt )2 = (Y δn,L0 − Y δm,L0 )2 + 2

∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )d(Y δn,Lt − Y δm,Lt ) +

∫ T

0

d〈Y δn,Lt − Y δm,Lt 〉,

avec
Y δn,LT = L ∧ ξ = Y δm,LT ,

d(Y δn,Lt − Y δm,Lt ) = −(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δm,Lt ))dt+ 〈Zδn,Lt − Zδm,Lt , dWt〉,

et
d〈Y δn,Lt − Y δm,Lt 〉 = (Zδn,Lt − Zδm,Lt )2dt.

Donc

0 = (Y δn,L0 − Y δm,L0 )2 − 2

∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δm,Lt ))dt

+

∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )〈Zδn,Lt − Zδm,Lt , dWt〉+

∫ T

0

(Zδn,Lt − Zδm,Lt )2dt,

i.e.∫ T

0

(Zδn,Lt − Zδm,Lt )2dt = −(Y δn,L0 − Y δm,L0 )2 + 2

∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δm,Lt ))dt

−
∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )〈Zδn,Lt − Zδm,Lt , dWt〉.

Or le dernier terme est d’espérance nulle car il s’agit d’une martingale issue de 0 car

E
(〈∫ ·

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )〈Zδn,Lt − Zδm,Lt , dWt〉
〉
T

)
= E

(∫ T

0

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )2
∥∥∥Zδn,Lt − Zδm,Lt

∥∥∥2

dt

)

≤ 4(1 + T )2L2E

(∫ T

0

∥∥∥Zδn,Lt − Zδm,Lt

∥∥∥2

dt

)
< +∞.

De plus, fδm est décroissante en la seconde variable et Y δn,L ≤ Y δm,L, donc

fδm(t, Y δm,Lt ) ≤ fδm(t, Y δn,Lt ).

Ainsi

(Y δn,Lt − Y δm,Lt )︸ ︷︷ ︸
≤0

(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δm,Lt )) ≤ (Y δn,Lt − Y δm,Lt )(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δn,Lt ))

= (p− 1)(Y δm,Lt − Y δn,Lt )(Y δn,Lt )q
(

1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

(ηt ∨ δm)q−1

)
,

avec
Y δm,Lt , Y δn,Lt ≤ (T + 1)L,

d’où
(Y δn,Lt − Y δm,Lt )(fδn(t, Y δn,Lt )− fδm(t, Y δm,Lt )) ≤ C

(
1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

(ηt ∨ δm)q−1

)
.

Par conséquent en appliquant l’espérance aux calculs précédents on obtient

E

(∫ T

0

∥∥∥Zδn,Lt − Zδm,Lt

∥∥∥2

dt

)
≤ −E

(
(Y δn,L0 − Y δm,L0 )2

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

+2CE

(∫ T

0

(
1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

(ηt ∨ δm)q−1

)
dt

)
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≤ 2CE

(∫ T

0

(
1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

(ηt ∨ δm)q−1

)
dt

)
.

Or P⊗ λ-presque partout
1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

ηq−1
t

−→
n→+∞

0,

et, en utilisant l’hypothèse 1, ∣∣∣∣ 1

(ηt ∨ δn)q−1
− 1

ηq−1
t

∣∣∣∣ ≤ 2
1

ηq−1
∈M1(0, T ).

Donc, par théorème de convergence dominée,

1

(η ∨ δn)q−1

M1(0,T )−→
n→+∞

1

ηq−1
.

En particulier il s’agit d’une suite de Cauchy dansM1(0, T ) puis (Zδn,L)n∈N également dansM2(0, T ),
donc convergente vers ZL ∈M2(0, T ).
Essayons de passer à la limite P-presque sûre dans

Y δn,Lt = L ∧ ξ − (p− 1)

∫ T

t

(Y δn,Ls )q

(ηs ∨ δn)q−1
ds+

∫ T

t

(γs ∧ L)ds−
∫ T

t

Zδn,Ls dWs.

Pour le premier terme, nous avons directement

Y δn,Lt
PS−→

n→+∞
Y Lt .

Pour le second terme, nous avons P⊗ λ-presque partout

(Y δn,Ls )q

(ηs ∨ δn)q−1
−→

n→+∞

(Y Ls )q

ηq−1
s

,

et, par l’hypothèse 1, ∣∣∣∣ (Y δn,Ls )q

(ηs ∨ δn)q−1

∣∣∣∣ ≤ (1 + T )qLq
1

ηq−1
s

∈ L1([t, T ]).

Donc, par théorème de convergence dominée,∫ T

t

(Y δn,Ls )q

(ηs ∨ δn)q−1
ds

PS−→
n→+∞

∫ T

t

(Y Ls )q

ηq−1
s

ds.

Pour le dernier terme, par isométrie d’Itô,∫ T

t

〈Zδn,Ls , dWr〉
L2(Ω)−→
n→+∞

∫ T

t

〈ZLs , dWs〉.

Ainsi, il existe une extractrice ϕ : N −→ N telle que∫ T

t

〈Zδϕ(n),L
s , dWr〉

PS−→
n→+∞

∫ T

t

〈ZLs , dWs〉.

Par conséquent, à partir d’une extraction, nous obtenons

Y Lt = L ∧ ξ − (p− 1)

∫ T

t

(Y Ls )q

ηq−1
s

ds+

∫ T

t

(γs ∧ L)ds−
∫ T

t

〈ZLs , dWs〉.

Ainsi (Y L, ZL) satisfait l’équation différentielle stochastique rétrograde (8).
Etape 2 : Minoration de Y Lt . Montrons que l’on a la minoration suivante, pour tout t ∈ [0, T ],(

1

(L ∧ ξ)q−1
+ E

(∫ T

t

ds

ηq−1
s

| Ft

))1−p

≤ Y Lt .
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On note

Vt =
1

(L ∧ ξ)q−1
+ E

(∫ T

t

ds

(ηs ∨ δ)q−1
| Ft

)
.

Alors le processus V vérifie l’équation différentielle stochastique rétrograde linéaire

dVt = − 1

(ηt ∨ δ)q−1
dt+ ZtdWt,

avec Z ∈ M2(0, t). En effet cette équation différentielle stochastique rétrograde linéaire admet pour
solution

V t = Γ
−1

t E

(
ΓTV T +

∫ T

t

Γs
1

(ηs ∨ δ)q−1
ds

∣∣∣∣Ft
)
,

avec

Γt = exp

(
−
∫ t

0

0× ds
)

= 1.

Donc nous avons bien V = V . Puis notons

Ut =
1

V p−1
t

= V −p+1
t .

Alors, d’après la formule d’Itô,

dUt = −(p− 1)V −pt dVt +
1

2
p(p− 1)V −p−1

t d〈Vt, Vt〉

= (p− 1)Uqt
1

(ηt ∨ δ)q−1
dt− (p− 1)V −pt ZtdWt +

1

2
p(p− 1)U

p+1
p−1

t Z
2

tdt.

Or, d’après la définition de Vt,
1

Lq−1
≤ Vt.

Donc
Ut ≤ L(−q+1)(−p+1) = L.

Ainsi
Ut = Ut ∧ L,

et
dUt = −h(t, Ut, Z̃t)dt+ Z̃tdWt,

avec
h(t, u, z) = −(p− 1)

(u ∧ L)q

(ηt ∨ δ)q−1
− 1

2
p(p− 1)(u ∧ L)

p+1
p−1 z2,

et
Z̃t = −(p− 1)V −pt Zt.

Alors
h(t, u, z) ≤ −(p− 1)

(u ∧ L)q

(ηt ∨ δ)q−1
≤ −(p− 1)

uq

(ηt ∨ δ)q−1
+ γt ∧ L︸ ︷︷ ︸

≥0

= fδ(t, u).

De plus
UT = V −p+1

T = L(q−1)(p−1) = L = Y δ,LT .

Donc, par théorème de comparaison,
Ut ≤ Y δ,Lt .

Donc, en faisant tendre δ vers 0, nous obtenons l’inégalité souhaitée.
Etape 3 : Majoration de Y Lt . Montrons que l’on a la majoration suivante, pour tout t ∈ [0, T ],

Y Lt ≤ (1 + T )L ∧ 1

(T − t)p
E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγs)ds
∣∣∣∣Ft
)
.
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On considère une équation différentielle stochastique rétrograde linéaire de paramètres (g, Y δ,LT−ε) avec
ε ∈ R∗+ et

g(t, y) = −p y

T − t
+

ηt ∨ δ
(T − t)p

+ γt.

On note ψε la solution. Alors, par théorème sur les équations différentielles stochastiques rétrogrades
linéaires,

ψεt = Γ−1
t E

(
ΓT−εY

δ,L
T−ε +

∫ T−ε

t

Γs

(
ηs ∨ δ

(T − s)p
+ γs

)
ds

∣∣∣∣Ft
)
,

avec

Γt = exp

(
−
∫ t

0

p

T − s
ds

)
= exp

(
p [ln(T − s)]t0

)
=

(
T − t
T

)p
.

Or, pour tout y, b ∈ R+,

by ≤ bp

p
+
yq

q
.

Donc, pour tout y, a ∈ R+, en appliquant l’inégalité précédente à b = aq−1,

aq−1y ≤ a(q−1)p

p
+
yq

q
=
aq

p
+
p− 1

p
yq,

i.e.
(p− 1)yq − paq−1y + aq ≥ 0.

Ainsi, pour a = (ηt ∨ δ)(T − t)−
p
q ,

fδ(t, y) = −(p− 1)
yq

(ηt ∨ δ)q−1
+ γt ∧ L︸ ︷︷ ︸

≤γt

≤ −p y

T − t
+

ηt ∨ δ
(T − t)p

+ γt = g(t, y).

Donc, par théorème de comparaison,

Y δ,Lt ≤ ψεt =

(
T − t
T

)−p
E

((
T − T + ε

T

)p
Y δ,LT−ε +

∫ T−t

t

(
T − s
T

)p(
ηs ∨ δ

(T − s)p
+ γs

)
ds

∣∣∣∣Ft
)

=
1

(T − t)p
E

(
εpY δ,LT−ε +

∫ T−t

t

(ηs ∨ δ + (T − s)pγs) ds
∣∣∣∣Ft
)
.

Ainsi, en faisant tendre ε vers 0, par théorème de convergence dominée, nous obtenons

Y δ,Lt ≤ 1

(T − t)p
E

(∫ T

t

(ηs ∨ δ + (T − s)pγs)ds
∣∣∣∣Ft
)
.

Puis, en faisant tendre δ vers 0,

Yt ≤
1

(T − t)p
E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγs)ds
∣∣∣∣Ft
)
.

De plus, d’après l’étape 1, nous avons
Y Lt ≤ (T + 1)L.

Donc

Y Lt ≤ (1 + T )L ∧ 1

(T − t)p
E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγs)ds
∣∣∣∣Ft
)
.

Etape 4 : Construction de la solution avec condition terminale singulière.
La fonction L 7−→ Y Lt est croissante par théorème de comparaison. De plus, grâce à l’étape 3, nous avons
la majoration suivante indépendante de L

Y Lt ≤
1

(T − t)p
E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγs)ds
∣∣∣∣Ft
)
.
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On peut donc considérer Yt la limite croissante des Y Lt quand L −→ +∞. On a également, par inégalité
de Jensen conditionnelle,

E((Y Lt )2) ≤ 1

(T − t)2p
E

E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγsds | Ft

)2
 ≤ 1

(T − t)2p
E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγsds

)2
 ,

avec, grâce aux hypothèses du théorème,

E

(∫ T

t

(ηs + (T − s)pγsds

)2
 < +∞.

Donc, par théorème de convergence dominée,

Y Lt
L2(Ω)−→
L→+∞

Yt.

De plus, en faisant tendre L vers +∞ dans l’inégalité obtenue à l’étape 2, on obtient l’inégalité suivante

E

(
1

ξq−1
+

∫ T

t

ds

ηq−1
s

∣∣∣∣Ft
)1−p

≤ Yt,

avec, comme 1
ηq−1 ∈M1(0, T ),

E

(∫ T

t

ds

ηq−1
s

∣∣∣∣Ft
)

= E

(∫ T

0

ds

ηq−1
s

∣∣∣∣Ft
)
−
∫ t

0

ds

ηq−1
s

=: Mt −At.

Ainsi, par continuité,

E

(∫ T

t

ds

ηq−1
s

∣∣∣∣Ft
)
−→
t→T

MT −AT = 0.

Par conséquent, d’après l’inégalité précédente,

liminf
t→T

(Yt) ≥ ξ,

on a donc montré que Y vérifiait la condition finale singulière.
Ensuite, pour construire Z, montrons que (ZL)L∈R∗+ est de Cauchy dans M2(0, t) pour tout t ∈ [0, T [.
Soit 0 ≤ s ≤ t < T et N ≥ L ∈ N. Alors, d’après la formule d’Itô appliqué à (Y N − Y L)2, nous avons

(Y Nt − Y Lt )2 = (Y Ns − Y Ls )2 + 2

∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )d(Y Nr − Y Lr ) +

∫ t

s

d〈Y Nr − Y Lr 〉.

Donc, en utilisant les équations différentielles stochastiques vérifiées par Y N et Y L, on obtient

(Y Ns − Y Ls )2 +

∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

= (Y Nt − Y Lt )2 − 2

∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉+ 2

∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(fN (r, Y Nr )− fL(r, Y Lr ))dr,

avec, pour le dernier terme, par décroissance de fL(r, y) en y,∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(fN (r, Y Nr )− fL(r, Y Lr ))dr

≤
∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(fN (r, Y Nr )− fL(r, Y Nr ))dr =

∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr.

Pour le second terme, nous avons

E
(〈∫

s

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉
〉
t

)
= E

(∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )2
∥∥ZNr − ZLr ∥∥2

dr

)
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≤ 4(1 + T )2L2E
(∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
< +∞.

Donc
∫
s

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉 est une martingale issue de 0 en t = s, en particulier d’espérance

nulle

E
(∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉
)

= 0.

Par conséquent

E
(∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
≤ E

(
(Y Ns − Y Ls )2 +

∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)

≤ E
(
(Y Nt − Y Lt )2

)
+ 2E

(∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
.

De plus, d’après l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy pour p = 1, nous avons également

E
(

sup
0≤s≤t

(∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉
))
≤ C1E

(〈∫ ·
0

(Y Nr − Y Lr )〈ZNr − ZLr , dWr〉
〉 1

2

t

)

= C1E

((∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )2
∥∥ZNr − ZLr ∥∥2

dr

) 1
2

)
.

On en déduit donc l’inégalité suivante

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ E

(
sup

0≤s≤t
(Y Ls − Y Ns )2 +

∫ t

0

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)

≤ E((Y Nt −Y Lt )2)+2C1E

((∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )2
∥∥ZNr − ZLr ∥∥2

dr

) 1
2

)
+2E

(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
.

Or, par inégalité de Young,
1

p
+

1

q
= 1 =⇒ ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Donc, en appliquant cette inégalité avec

p = 2 = q, a =
1√
2C1

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls ), b =
√

2C1

(∫ t

0

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

) 1
2

,

on obtient

E

((∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )2
∥∥ZNr − ZLr ∥∥2

dr

) 1
2

)
≤ 1

4C1
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+ C1E

(∫ t

0

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
.

Par conséquent, en combinant les inégalités obenues, nous avons

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)

≤ E((Y Nt −Y Lt )2)+2C1E

((∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )2
∥∥ZNr − ZLr ∥∥2

dr

) 1
2

)
+2E

(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)

≤ E((Y Nt −Y Lt )2)+
1

2
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+2C2

1E
(∫ t

0

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
+2E

(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)

≤ (1+2C2
1 )E((Y Nt −Y Lt )2)+

1

2
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+(4C2

1 +2)E
(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
.
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Donc nous obtenons

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ 2(1+2C2

1 )E((Y Nt −Y Lt )2)+4(2C2
1 +1)E

(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
,

puis, en notant C2 = 4(2C2
1 + 1),

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ C2E

(
(Y Nt − Y Lt )2

)
+ C2E

(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
.

De plus, d’après l’inégalité de Young avec

p = 2 = q, a =
1√
2C2

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls ), b =
√

2C2

∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)dr,

nous avons

E
(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
≤ 1

4C2
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+C2E

((∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)2
)
.

Donc

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ C2E((Y Nt −Y Lt )2)+

1

4
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+C2

2E

((∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)2
)
,

i.e., en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ 4C2

3
E((Y Nt − Y Lt )2) +

4C2
2

3
E

((∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)2
)
,

≤ 4C2

3
E((Y Nt − Y Lt )2) +

4T 2C2
2

3
E
(∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)2dr

)
i.e., en notant C3 = 4

3 max(C2, T
2C2

2 ),

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
≤ C3E((Y Nt − Y Lt )2) + C3E

(∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)2dr

)
.

Or Yt
L2(Ω)−→
L→+∞

Yt, donc

E((Y Nt − Y Lt )2) −→
N,L→+∞

0.

De plus
γr ∧N − γr ∧ L −→

N,L→+∞
0,

et
|γ ∧N − γ ∧ L| ≤ 2γ ∈M2(0, T ).

Donc, par théorème de convergence dominée,

E
(∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)

)2

dr −→
N,L→+∞

0.

Par conséquent

E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
−→

N,L→+∞
0.

Or

E
(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
≤ 1

4C2
E
(

sup
0≤s≤t

(Y Ns − Y Ls )2

)
+C2E

((∫ t

0

(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)2
)
.
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Donc

E
(∫ t

0

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
−→

N,L→+∞
0.

Par conséquent, à partir de

E
(∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
≤ E

(
(Y Nt − Y Lt )2

)
+ 2E

(∫ t

s

(Y Nr − Y Lr )(γr ∧N − γr ∧ L)dr

)
,

et de
0 ≤ E

(
(Y Nt − Y Lt )2

)
≤ E

(
sup

0≤s≤t
(Y Ns − Y Ls )2

)
−→

N,L→+∞
0,

nous obtenons finalement

E
(∫ t

s

∥∥ZNr − ZLr ∥∥2
dr

)
−→

N,L→+∞
0

ce qui montre que (ZL)L∈R∗+ est de Cauchy dansM2(0, t) complet donc converge vers Z ∈M2(0, t). Nous

avons en particulier montré que (Y L)L∈R∗+ est de Cauchy pour la norme E

(
sup
[0,t]

(·)2

)
donc converge, vers

Y , donc

E
(

sup
0≤s≤t

Y 2
s

)
< +∞.

Terminons cette démonstration en vérifiant que le couple (Y, Z) vérifie bien l’équation (7) souhaitée.
Nous avons, d’après la première étape, pour tout s ≤ t < T ,

Y Lt = L ∧ ξ − (p− 1)

∫ T

t

(Y Lr )q

ηq−1
r

dr +

∫ T

t

(γr ∧ L)dr −
∫ T

t

〈ZLr , dWr〉,

Y Ls = L ∧ ξ − (p− 1)

∫ T

s

(Y Lr )q

ηq−1
r

dr +

∫ T

s

(γr ∧ L)dr −
∫ T

s

〈ZLr , dWr〉.

Donc

Y Lt − Y Ls = (p− 1)

∫ t

s

(Y Lr )q

ηq−1
r

dr +

∫ t

s

(γr ∧ L)dr −
∫ t

s

〈ZLr , dWr〉,

avec la convergence presque sûre uniforme sur [s, t], Y L PS,CV U−→
L→+∞

Y, donc∫ t

s

(Y Lr )q

ηq−1
r

dr
PS−→

L−→+∞

∫ t

s

Y qr

ηq−1
r

dr.

De plus ∫ t

s

(γr ∧ L)dr
PS−→

L→+∞

∫ t

s

γrdr,

et, par isométrie d’Itô,

E

((∫ t

s

〈ZLr , dWr〉 −
∫ t

s

〈Zr, dWr〉
)2
)

= E

((∫ t

s

〈ZLr − Zr, dWr〉
)2
)

= E
(∫ t

s

∥∥ZLr − Zr∥∥2
dr

)
−→

L→+∞
0.

Donc il existe une extractrice ϕ : N −→ N telle que∫ t

s

〈Zϕ(L)
r , dWr〉

PS−→
L→+∞

∫ t

s

〈Zr, dWr〉.

Par conséquent, en faisant tendre L vers +∞ dans

Y
ϕ(L)
t − Y ϕ(L)

s = (p− 1)

∫ t

s

(Y
ϕ(L)
r )q

ηq−1
r

dr +

∫ t

s

(γr ∧ ϕ(L))dr −
∫ t

s

〈Zϕ(L)
r , dWr〉,

on obtient

Yt − Ys = (p− 1)

∫ t

s

Y qr

ηq−1
r

dr +

∫ t

s

γrdr −
∫ t

s

〈Zr, dWr〉,

ce qui montre bien que le couple (Y,Z) est solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde
(7) avec condition finale singulière.
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Puis, comme pour les équations différentielles stochastiques rétrogrades, nous avons un résultat de
type comparaison.

Proposition 4.2.1.4. Avec les hypothèses du théorème précédent, la solution (Y,Z) est minimale : si
(Y ′, Z ′) est une solution positive de l’équation différentielle stochastique rétrograde avec condition finale
singulière alors Y ′ ≥ Y .

Démonstration. Soit n ∈ N et (Y n, Zn) les solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde
avec condition finale ξ ∧n et générateur f(y) = y|y|q. Or l’équation différentielle stochastique rétrograde

de générateur f et de condition finale n admet comme solution

((
1

q(T − t) + 1
nq

) 1
q

, 0

)
. En effet

(
1

q(T − T ) + 1
nq

) 1
q

= n,

et

d

dt

((
1

q(T − t) + 1
nq

) 1
q

)
=

1

q

d

dt

(
1

q(T − t) + 1
nq

)(
1

q(T − t) + 1
nq

) 1
q−1

=

(
1

q(T − t) + 1
nq

) 1
q+1

.

Or ξ ∧ n ≤ n, donc, par théorème de comparaison,

Y nt ≤
(

1

q(T − t) + 1
nq

) 1
q

≤ n.

Puis, pour 0 ≤ t ≤ s < T ,

Y t − Yt = Y s − Ys −
∫ s

t

αnr (Y r − Y nr )dr −
∫ s

t

(Zr − Znr )dWr,

avec

αnr =


Y

1+q

r − (Y nr )1+q

Y r − Y nr
si Y r − Y nr 6= 0

0 si Y r − Y nr = 0

Le processus αn est progressivement mesurable, positif et, par inégalité des accroissements finis,

αnr ≤ (1 + q)
(
Y r ∨ Y nr

)q
.

Alors, par linéarité et monotonie du générateur (r, y) 7−→ αnr y,

Y t − Yt = E
(

(Y s − Y ns ) exp

(
−
∫ s

t

αnr dr

) ∣∣∣∣Ft) .
Ainsi, en passant à la limite inférieure et en utilisant le lemme de Fatou conditionnel,

Y t − Y nt = liminf
s→T

(
E
(

(Y s − Y ns ) exp

(
−
∫ s

t

αnr dr

) ∣∣∣∣Ft))

≥ E
(
liminf
s→T

(
(Y s − Y ns ) exp

(
−
∫ s

t

αnr dr

) ∣∣∣∣Ft)) ≥ 0

car les conditions terminales des processus vérifient

ξ − ξ ∧ n ≥ 0.

Par conséquent, Y étant la limite des Y n, nous obtenons Y ≥ Y .
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4.2.2 Utilisation en liquidation d’actifs financiers

On considère un investisseur avec un actif financier dont la stratégie est noté (xt)t∈[0,T ] et dont la
quantité initiale est q0. On a alors

xt = q0 +

∫ t

0

x′sds.

On suppose de plus que l’investisseur souhaite liquider son actif à l’instant final T i.e.

xT = 0.

Cependant la volonté de vendre son actif impacte le prix de celui-ci, la relation entre l’offre et la de-
mande varie donc la valeur de l’actif également. On suppose que l’impact au temps t est de la forme
ηtsign(x′t)|x′t|p−1 avec (ηt)t∈[0,T ] processus positif progressivement mesurable et que le coût lié à l’impact
de la stratégie x est ∫ T

0

ηt|x′t|pdt.

De plus dans un tel problème il y a un risque associé à la taille du portefeuille qui va être interprété par
un terme de la forme ∫ T

0

γt|xt|pdt,

avec (γt)t∈[0,T ] processus positif progressivement mesurable. En effet l’investisseur ne va pas avoir le
même impact sur le marché s’il s’agit d’une société internationale ou d’une petite entreprise. En somme,
l’investisseur cherche donc à minimiser la fonctionnelle

J(x) = E

(∫ T

0

(ηt|x′t|p + γt|xt|p) dt

)

sur l’ensemble des processus progressivement mesurables x absolument continus par rapport à la mesure
de Lebesgue tels que x0 = q0 et xT = 0.

Définition 4.2.2.1. On définit A0 l’ensemble de ces processus et

v = inf
x∈A0

J(x).

Lemme 4.2.2.2. Nous avons l’égalité suivante

ν = inf
x∈A0

J(x) = inf
x∈D0

J(x),

avec D0 l’ensemble des processus x ∈ A0 à trajectoires décroissantes.

Démonstration. On considère x ∈ A0 et

xt = min
0≤s≤t

(xs) ∨ 0.

Alors x est un processus progressivement mesurable à trajectoires décroissantes et absolument continues
par rapport à la mesure de Lebesgue car, pour λ-presque tout t ∈ [0, T ],

x′t = x′t1{xt=xt}.

De plus, comme q0 ≥ 0 et xT = 0,

x0 = x0 = q0, xT = min
0≤s≤T

(xs)︸ ︷︷ ︸
≤0

∨0 = 0.

Ainsi
x ∈ D0.

Nous avons également
x ≤ x, x′ ≤ x′.
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Donc
J(x) ≤ J(x).

Par conséquent, en utilisant également le fait que D0 ⊂ A0,

inf
x∈D0

J(x) ≤ inf
x∈A0

J(x) ≤ inf
x∈D0

J(x),

d’où le résultat souhaité.

Théorème 4.2.2.3. Avec les hypothèses du théorème, nous avons que le minimum de J est

v = Y0|q0|p,

et la stratégie optimale minimisant J est donnée par

x∗t = q0 exp

(
−
∫ t

0

(
Ys
ηs

)q−1

ds

)
.

Démonstration. Procédons en deux étapes.
Etape 1 : Optimisation avec une condition finale L ∈ R∗+.
On considère le couple (Y L, ZL) solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde avec condi-
tion finale L comme dans la démonstration précédente. Pour simplifier on suppose q0 = 1. On note

γLt = γt ∧ L, g(z) = |z|p,

xLt = exp

(
−
∫ t

0

(
Y Ls
ηs

)q−1

ds

)
,

ML
t = pY Lt (xLt )p−1 + p

∫ t

0

γLs (xLs )p−1dt.

Alors, par formule d’Itô, nous avons

dML
t = p(xLt )p−1dY Lt + p(p− 1)Y Lt (xLt )p−2dxLt + pγLt (xLt )p−1dt,

avec
dY Lt =

(
(p− 1)η−q+1

t (Y Lt )q − γLt
)
dt+ 〈ZLt , dWt〉

et
dxLt = −xLt η

−q+1
t (Y Lt )q−1dt.

Donc, après simplification,
dML

t = p(xLt )p−1〈ZLt , dWt〉.

Or, par isométrie d’Itô et comme xLt ≤ 1 et ZL ∈ML2
(0, t),

E(〈ML〉t) = p2E
(∫ t

0

(xLt )2(p−1)
∥∥ZLt ∥∥2

dt

)
≤ p2E

(∫ t

0

∥∥ZLt ∥∥2
dt

)
< +∞.

Ainsi ML est une martingale de carré intégrable.
Soit x ∈ A i.e. x : Ω× [0, T ] −→ R progressivement mesurable à trajectoires absolument continues et tel
que x0 = ξ = 1. On considère

θt = xLt − xt.

Alors θ0 = 0 et on peut supposer que x est à trajectoires décroissantes d’après le lemme précédent. Alors

|θt| ≤ |xLt |+ |xt| ≤ 2.

De plus nous avons, comme
1

p
+

1

q
= 1 i.e. q =

p

p− 1
,

ηtg
′(xL

′

t ) = −pηt|xL
′

t |p−1 = −pηt|xLt η
−q+1
t (Y Lt )q−1|p−1 = −pY Lt (xLt )p−1 = p

∫ t

0

γLs (xLs )p−1ds−ML
t ,
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et la convexité de g implique

g(xLt )− g(xt) ≤ g′(xLt )(xLt − xt) = g′(xLt )θt,

et
g(xL

′

t )− g(x′t) ≤ g′(xL
′

t )(xL
′

t − x′t) = g′(xL
′

T )θ′t.

Donc, par intégration par parties,∫ T

0

ηt(g(xL
′

t )− g(x′t))dt ≤
∫ T

0

ηtg
′(xL

′

t )d(xL
′

t − x′t) =

∫ T

0

(
p

∫ t

0

γLs (xLs )p−1ds−ML
t

)
dθt

=

[(
p

∫ t

0

γLs (xLs )p−1ds−ML
t

)
θt

]T
0

−
∫ T

0

θt
(
pγLt (xLt )p−1dt− dML

t

)
=

(
p

∫ T

0

γLs (xLs )p−1ds−ML
T

)
︸ ︷︷ ︸

=−pY LT (xLT )p−1=−Y LT g′(xLT )

θT −
∫ T

0

θt pγ
L
t (xLt )p−1︸ ︷︷ ︸

=γLt g
′(xLt )

dt+

∫ T

0

θtdM
L
t ,

i.e., comme YT = L,∫ T

0

ηt(g(xL
′

t )− g(x′t))dt ≤ −Lg′(xLT )θT +

∫ T

0

θtdM
L
t −

∫ T

0

γLt g
′(xLt )θtdt.

Or ML est une martingale de carré intégrable et θ est borné, donc
∫ ·

0

θtdMt est une martingale issue de

0 donc d’espérance nulle. Par conséquent

E

(∫ T

0

ηt(g(xL
′

t )− g(x′t))dt

)
≤ −E

(
Lg′(xLT )θT +

∫ T

0

γLt g
′(xLt )θtdt

)

≤ −E

(
L(g(xLT )− g(xT )) +

∫ T

0

γLt (g(xLt )− g(xt))dt

)
.

Ainsi, en notant

JL(x) = E

(∫ T

0

(ηt|x′t|p + γLt |xt|p)dt+ L|xT |p
)
,

nous obtenons
JL(xL) ≤ JL(x).

Par conséquent
vL := inf

x∈A
JL(x) = JL(xL) = Y L0 ,

avec la dernière égalité étant justifiée par la formule d’Itô,

L(xLT )p − Y L0 =

∫ T

0

d(Y Lt (xLt )p) =

∫ T

0

(xLt )pdY Lt +

∫ T

0

Y Lt d((xLt )p)

= −
∫ T

0

(
(Y Lt )q

ηq−1
t

(xLt )p + γLt (xLt )p
)
dt+

∫ T

0

(xLt )p〈ZLt , dWt〉

et

(xL
′

t )p =

((
Y Lt
ηt

)q−1

xLt

)p
,

d’où

Y L0 = E

(∫ T

0

(ηt(x
L′

t )p + γLt (xLt )p)dt+ L(xLT )p

)
= JL(xL).
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Etape 2 : Cas avec contrainte sur x.
On considère

xt = exp

(
−
∫ t

0

(
Ys
ηs

)q−1

ds

)
∈ A,Mt = pYtx

p−1
t + p

∫ t

0

γsx
p−1
s ds ≥ 0.

Alors, comme précédemment par formule d’Itô,

dMt = xp−1
t 〈Zt, dWt〉.

Ainsi M est une martingale locale positive sur [0, T [ donc en particulier une sur-martingale. De plus,

comme E
(

sup
0≤s≤t

|Ys|
)
< +∞, x est borné et γ ∈ M2(0, t) ⊂ M1(0, t), M est bornée dans L1(Ω). Par

conséquent, par théorème de convergence sur les sur-martingales, il existe MT− ∈ L1(Ω) tel que

Mt
PS−→
t→T

MT−.

Puis, comme Yt
PS−→
t→T

+∞ et d’après la définition de Mt,

0 ≤ xt =

(
Mt − p

∫ t
0
γsx

p−1
s ds

pYt

) 1
p−1

≤
(
Mt

pYt

) 1
p−1

PS−→
t→T

0.

Donc xT = 0 ce qui montre que x ∈ A0.
Puis, comme à l’étape précédente, par formule d’Itô, nous avons

Ytx
p
t − Y0 =

∫ t

0

d(Ysx
p
s)ds = −

∫ t

0

(ηs(x
′
s)
p + γsx

p
s)ds+

∫ s

0

xps〈Zs, dWs〉.

Or Z ∈M2(0, t) et x est borné, donc

E
(∫ t

0

xps〈Zs, dWs〉
)

= 0.

Ainsi

Y0 = E
(∫ t

0

(ηs(x
′
s)
p + γsx

p
s)ds

)
+ E(Ytx

p
t ) ≥ E

(∫ t

0

(ηs(x
′
s)
p + γsx

p
s)ds

)
.

Par positivité nous pouvons appliquer le théorème de convergence monotone pour obtenir en faisant
tendre t vers T

Y0 ≥ E

(∫ T

0

(ηs(x
′
s)
p + γsx

p
s)ds

)
= J(x).

Or, pour tout x ∈ A0, nous avons xT = 0 et γLt ≤ γt ce qui donne

JL(x) = E

(∫ T

0

(ηt|x|′t|p + γLt |xt|p)dt+ L|xT |p
)
≤ E

(∫ T

0

(ηt|x′t|p + γt|xt|p)dt

)
= J(x).

Donc
v = inf

x∈A0

J(x) ≥ inf
x∈A0

JL(x) = vL = Y L0 .

D’où, en faisant tendre L vers +∞,
v ≥ Y0.

Finalement, comme x ∈ A0,
Y0 ≤ v ≤ J(x) ≤ Y0

ce qui montre le résultat souhaité.
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Remarque 4.2.2.4. Dans le cas d’une liquidation linéaire, nous avons

xt = q0
T − t
T

, x′t = −q0

T
.

Ainsi

J(x) =
qp0
T p

E

(∫ T

0

(ηt + (T − t)pγt)dt

)
.

Nous obtenons donc, grâce au théorème précédent, l’inégalité

Y0 ≤
1

T p
E

(∫ T

0

(ηt + (T − t)pγt)dt

)
.

Exemple 4.2.2.5. Si T = 1, ηt = (1 − t)β , avec β ∈ [0, 1[, γt = 0 et p = q = 2 alors l’équation
différentielle stochastique rétrograde avec condition finale singulière se réécrie en

dYt =
Y 2
t

(1− t)β
dt+ ZtdWt, Y1 = +∞.

On cherche une solution déterministe de la forme Yt = c (1− t)β−1
, Zt = 0, avec c ∈ R. Alors

dYt
dt

= −c(β − 1) (1− t)β−2
,

Y 2
t

(1− t)β
= c2(1− t)β−2, Y1 = +∞.

Donc la solution est donnée par

Yt = −(β − 1)(1− t)β−1, Zt = 0.

Ainsi, d’après le corollaire précédent,

x∗t = q0 exp

(
−
∫ t

0

−(β − 1)

1− s
ds

)
= q0 exp

(
(β − 1)

∫ t

0

ds

1− s

)
= q0 exp

(
−(β − 1) [ln (1− s)]t0

)
= q0(1−t)−β+1,

et
v = −(β − 1)q2

0

Exemple 4.2.2.6. Si maintenant β ∈ [1,+∞[ alors le raisonnement précédent ne s’applique plus. Ce-
pendant si xt = (1− t)α avec α ∈ R∗+ alors

J(x) =

∫ 1

0

ηtx
′2
t dt = α2

∫ 1

0

(1− t)2α+β−2dt =
α2

2α+ β − 1
−→
α→0

0

mais il n’existe pas de stratégie x ∈ A0 atteignant cette valeur.

4.2.3 Second exemple avec le calcul de Malliavin

Nous étudierons dans cette section un autre exemple d’équation différentielle stochastique rétrograde
plus particulière. Nous nous concentrerons sur la démonstration du résultat faisant intervenir le calcul
de Malliavin par le biais de la section 4.1.2. Les autres démonstrations se trouvent dans l’article [9]. Soit
q ∈ R∗+ et ξ une variable aléatoire quelconque. Alors on considère l’équation différentielle stochastique
rétrograde avec condition finale singulière ξ

dYt = Yt|Yt|qdt+ 〈Zt, dWt〉. (9)

Nous avons alors comme précédemment le résultat d’existence d’une solution suivant.

Théorème 4.2.3.1. On suppose ξ
PS
≥ 0. Alors il existe un couple de processus stochastiques progres-

sivement mesurables (Y, Z) à valeurs dans R+ × Rd solution de l’équation différentielle stochastique
rétrograde (9) avec condition finale singulière ξ. De plus

1. pour tout t ∈ [0, T [,

Yt ≤ (q(T − t))−
1
q , E

(∫ t

0

‖Zr‖2 dr
)
≤ (q(T − t))−

2
q ,
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2. Y est à trajectoires continues sur [0, T [ et

Yt
PS−→
t→T

YT−
PS
≥ ξ,

3. Z satisfait

E

(∫ T

0

(T − r)
2
q ‖Zr‖2 dt

)
≤ 8q−

2
q .

Nous pouvons alors nous demander si la propriété 2 du théorème précédent est une égalité i.e. si
la solution Y est continue au temps t = T . Sans utiliser le calcul de Malliavin nous avons les résultats
suivants.

Proposition 4.2.3.2. Sur l’ensemble {ξ = +∞}, nous avons la convergence P-preque sûre

(T − t)
1
q Yt

PS−→
t→T

q−
1
q .

On considère la solution de l’équation différentielle stochastique

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt, X0 = x, (10)

où b : [0, T ] × Rm −→ Rm et σ : [0, T ] × Rm −→ Rm×d boréliennes vérifiant les hypothèses de lipschit-
ziennité et de croissance : il existe K ∈ R∗+ tel que, pour tout t ∈ [0, T ] et (x, y) ∈ Rm × Rm,

‖b(t, x)− b(t, y)‖+ ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ K|x− y|, ‖b(t, x)‖+ ‖σ(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖).

Définition 4.2.3.3. On définit l’hypothèse (H) suivante : il existe g : Rm −→ R+ tel que

ξ = g(XT ),

avec F∞ := {g = +∞} fermé et pour tout compact C ⊂ Rm\F∞,

g(XT )1C(XT ) ∈ L1(Ω).

Théorème 4.2.3.4. On suppose l’hypothèse (H) et q > 2. Alors le processus Y est continu en T :

Yt
PS−→
t→T

ξ.

Puis, pour traiter le cas q ≤ 2 nous allons avoir besoin d’hypothèses supplémentaires et d’utiliser le
calcul de Malliavin avec la représentation Zt = DtYt.

Définition 4.2.3.5. On définit les hypothèses sur les paramètres b et σ :
— (B) il existe K ∈ R∗+ tel que, pour tout t, x ∈ [0, T ]× Rm,

‖b(t, x)‖+ ‖σ(t, x)‖ ≤ K,

— (D) pour tout i, j ∈ J1,mK,
∂2σtσ

∂xi∂xj
∈ L∞([0, T ]× Rm×m),

— (E) σtσ est uniformément elliptique i.e. il existe λ ∈ R∗+ tel que, pour tout t ∈ [0, T ] et x, y ∈ Rm,

tyσtσ(t, x)y = 〈σtσ(t, x)y, y〉Rm ≥ λ ‖y‖2 .

Définition 4.2.3.6. On définit l’hypothèse (H’) suivante : (H) et g : Rm −→ R+ est continue et, pour
tout M ∈ R+, g est lipschitzienne sur OM := {|g| ≤M}.

Théorème 4.2.3.7. On suppose les hypothèses (B), (D), (E), (H’) et q ∈ ]0, 2]. Alors le processus Y
est continu en T :

Yt
PS−→
t→T

ξ.
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Démonstration. Procédons en plusieurs étapes.
Etape 1 : On suppose ξ = h(XT ) avec h lipschizienne bornée.
Soit ϕ ∈ C2

c (Rm). Alors il existe ψ : ]0, T ]× Rm −→ R borélienne telle que, pour tout t ∈ ]0, T ],

E(|Ytψ(t,Xt)|) < +∞,E (〈Zt,∇ϕ(Xt)σ(t,Xt)〉) = −E(Ytψ(t,Xt)),

et ψ est donnée par la formule

ψ(t, x) =

d∑
i=1

(∇ϕσ)i(x)
div(pσi)(t, x)

p(t, x)
+ tr(Hϕ(x)σtσ(t, x)) +

d∑
i=1

〈∇ϕ(x), ((∇σi)σi)〉(t, x),

avec p(, ·) la densité de Xt.
En effet, d’après le théorème 3.2.2.2,

XT ∈ D1,∞, sup
0≤r≤t

E
(

sup
r≤s≤T

∥∥Dj
rXs

∥∥p) < +∞.

En particulier, en utilisant la règle de la chaîne et le caractère borné de h,∫ T

0

E(‖Dθξ‖2)dθ < +∞

Puis, comme h est lipschitzienne, d’après la remarque 1.2.1.24,

ξ = h(XT ) ∈ D1,2.

Notons M une borne de la fonction h. Alors Y est également bornée par M . Ainsi le générateur de
l’équation différentielle stochastique rétrograde est une fonction déterministe f ∈ C∞c (R) tel que, pour
tout y ∈ [0,M ],

f(y) = yq+1.

Toutes les hypothèses du théorème 4.1.2.4 sont donc vérifiées et on obtient

Zis = Di
sYs = lim

r→s−
Di
rYs.

Ainsi

E(〈Zt,∇ϕ(Xt)σ(t,Xt)〉) = E(〈DtYt,∇ϕσ(t,Xt)〉) =

d∑
i=1

E(Di
tYt(∇ϕσ)i(t,Xt)).

On considère, pour i ∈ J1, dK, j ∈ N∗ et r ∈ [0, T ],

vij(r) = j1[t− 1
j ,t]

(r)ei,

et
DvijYt = 〈DYt, vij〉L2([0,T ],Rd).

Alors, par intégration par parties avec F = Yt, G = (∇ϕσ)i(t,Xt) et h = vij ,

E
(
DvijYt(∇ϕσ)i(t,Xt)

)
= E

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)W (vij)

)
− E

(
Yt〈D((∇ϕσ)i(t,Xt)), v

i
j〉L2([0,T ],Rd)

)
= E

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)

∫ T

0

vij(r)dWr

)
− E

(
YtD

vij ((∇ϕσ)i(t,Xt))
)
,

avec, par définition de vij ,

E

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)

∫ T

0

vij(r)dWr

)
= jE

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)

(
W i
t −W i

t− 1
j

))
.

Ainsi, en utilisant l’article [8],

E

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)

∫ T

0

vij(r)dWr

)
= −E

(
Yt(∇ϕσ)i(t,Xt)j

∫ t

t− 1
j

div(pσi)(u,Xu)

p(u,Xu)
du

)
.
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On obtient finalement en faisant tendre j vers +∞ et en utilisant des arguments d’équations aux dérivées
partielles (grâce aux hypothèses sur b et σ),

E(Di
tYt(∇ϕσ)i(t,Xt)) = −E

(
Yt(∇ϕσ)i(Xt)

div(pσi)(t,Xt)

p(t,Xt)

)
− E

(
YtD

i
t((∇ϕσ)i(t,Xt))

)
,

avec, d’après la règle de la chaîne et l’équation différentielle stochastique (10) vérifiée par X,

Di
t((∇ϕσ)i(t,Xt)) = ∇(∇ϕσ)i(Xt)D

i
tXt = ∇(∇ϕσ)i(Xt)σi(t,Xt)

= (tσHϕσ)ii(t,Xt) + 〈∇ϕ, (∇σi)σi〉(t,Xt).

Finalement on obtient bien l’expression

E (〈Zt,∇ϕ(Xt)σ(t,Xt)〉) = −E(Ytψ(t,Xt)).

Etape 2 ; Appliquer ce résultat à (Y n, Zn, ϕ).
On considère (Y n, Zn) solution de la même équation différentielle stochastique rétrograde (9) mais avec
comme condition finale

Y nT = (g ∧ n)(XT ).

Or g ∧ n est bornée (par n) et Kn+1-lipschitzienne si l’on note

Kn := sup{ |g(x)− g(y)|
|x− y|

, g(x) ∨ g(y) ≤ n}.

En effet, par l’hypothèse (H’), (Kn)n∈N est une suite croissante de réels positifs, et de plus, pour tout
x, y ∈ Rm,

— si g(x) ∨ g(y) ≤ n alors

|(g ∧ n)(x)− (g ∧ n)(y)| = |g(x)− g(y)| ≤ Kn|x− y| ≤ Kn+1|x− y|,

— si g(x) ∧ g(y) ≥ n alors

|(g ∧ n)(x)− (g ∧ n)(y)| = 0 ≤ Kn+1|x− y|,

— si g(y) < n ≤ g(x) alors

|(g ∧ n)(x)− (g ∧ n)(y)| = n− g(y) ≤ Kn+1d(y, {z ∈ Rm, g(z) ≥ n}) ≤ Kn+1|y − x|,

car, pour z ∈ Rm tel que n ≤ g(z) ≤ n+ 1 (existe par continuité de g),

n− g(y) ≤ g(z)− g(y) =
g(z)− g(y)

|z − y|
|z − y| ≤ Kn+1|z − y|,

d’où le résultat en passant à la borne inférieure sur z.
On peut donc appliquer ce qui précède avec (Y n, Zn) et ϕ pour obtenir

E (〈Znt ,∇ϕ(Xt)σ(t,Xt)〉) = −E(Y nt ψ(t,Xt)).

Or, d’après la formule d’Itô appliquée à Y nt ϕ(Xt), nous avons

Y nT ϕ(XT ) = Y nt ϕ(Xt)+

∫ T

t

ϕ(Xr)(Y
n
r (Y nr )qdr+〈Znr , dWr〉)+

∫ T

t

Y nt d(ϕ(Xr))+

∫ T

t

〈Znr ,∇ϕ(Xr)σ(r,Xr)〉dr,

avec, grâce à la formule d’Itô, l’équation différentielle stochastique (10) vérifiée par X et la définition de
L,

d(ϕ(Xr)) =

m∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(Xr)dX

i
r +

1

2

∑
1≤i,j≤m

∂2ϕ

∂xi∂xj
(Xr)d〈Xi, Xj〉r

=

m∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(Xr)(bi(r,Xr)dr + 〈σi(r,Xr), dW

i
r〉) +

1

2

∑
1≤i,j≤m

∂2ϕ

∂xi∂xj
(Xr)

m∑
k=1

σik(r,Xr)σjk(r,Xr)dr,
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i.e.
d(ϕ(Xr)) = 〈∇ϕ(Xr), b(r,Xr)〉dr + 〈∇ϕ(Xr)σ(r,Xr), dWr〉+

1

2
tr(Hϕ(Xr)σ

tσ(r,Xr))dr

= L(ϕ)(Xr)dr + 〈∇ϕ(Xr)σ(r,Xr), dWr〉,

d’où l’expression

Y nT ϕ(XT ) = Y nt ϕ(Xt) +

∫ T

t

〈Znr ,∇ϕ(Xr)σ(t,Xt)〉dr +

∫ T

t

ϕ(Xr)(Y
n
r )1+qdr +

∫ T

t

Y nr L(ϕ)(Xr)dr

+

∫ T

t

ϕ(Xr)〈Znr , dWr〉+

∫ T

t

〈∇ϕ(Xr)σ(r,Xr), dWr〉.

Ainsi, en appliquant l’espérance et en utilisant le fait que l’intégrale stochastique est une martingale issue
de 0, il ne reste plus que

E(Y nT ϕ(XT )) = E(Y nt ϕ(Xt))+E

(∫ T

t

〈Znr ,∇ϕ(Xr)σ(t,Xt)〉dr

)
+E

(∫ T

t

ϕ(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+E

(∫ T

t

Y nr L(ϕ)(Xr)dr

)
.

Donc, en utilisant le théorème de Fubini et ce qui précède,

E(Y nT ϕ(XT )) = E(Y nt ϕ(Xt))−E

(∫ T

t

Y nr ψ(r,Xr)dr

)
+E

(∫ T

t

ϕ(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+E

(∫ T

t

Y nr L(ϕ)(Xr)dr

)
,

avec, par définition de L,

E

(∫ T

t

Y nr L(ϕ)(Xr)dr

)
= E

(∫ T

t

Y nr 〈∇ϕ(Xr), b(r,Xr)〉dr

)
+

1

2
E

(∫ T

t

Y nr tr(Hϕ(Xr)σ
tσ(r,Xr))dr

)
.

Etape 3 : Continuité de Y en T .
D’après l’hypothèse (H), F∞ = {g = +∞} est fermé, donc F c∞ = {g < +∞} est ouvert, il existe donc
un ouvert borné U de Rm tel que

U ⊂ F c∞ = {g < +∞}.

On considère φ ∈ C2
c (Rm,R+) tel que

φ|Rm\U = 0, φ|U > 0.

On considère également α ∈
]
2
(

1 + 1
q

)
,+∞

[
. Alors, en appliquant ce qui précède avec ϕ = φα,

E(Y nT φ
α(XT )) = E(Y nt φ

α(Xt)) + E

(∫ T

t

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+ E

(∫ T

t

Y nr ψα(r,Xr)dr

)
,

avec
ψα(t, x) = 〈∇(φα)(x), b(t, x)〉 − 1

2
tr
(
Hφα(x)σtσ(t, x)

)
−

d∑
i=1

(
(∇(φα)(x)σ(t, x))i

div(p(t, x)σi(t, x))

p(t, x)

)
−

d∑
i=1

〈∇(φα)(x), (∇σi(t, x)σi(t, x))〉.

Soit ε ∈ ]0, T ] et p = 1 + 1
q .

Or, pour les deux premiers termes, d’après les hypothèses (B) et (H),

φ−α(p−1)|〈∇(φα), b(t, ·)〉|p, 1

2
φ−α(p−1)

∣∣tr (Hφασ
tσ(t, ·)

)∣∣p ∈ L∞([0, T ]× Rm).

De plus α > 2
(

1 + 1
q

)
= 2p, donc, pour le dernier terme, en utilisant les hypothèses sur σ et le fait que

ϕ est C2 à support compact,

φ−α(p−1)

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

〈∇(φα),∇σi(t, ·)σi(t, ·)〉

∣∣∣∣∣
p

≤ Cp
d∑
i=1

φ−α(p−1)|〈∇(ϕα),∇σi(t, ·)σi(t, ·)〉|p
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≤ Cp
d∑
i=1

φ−α(p−1) ‖∇(ϕα)‖p ‖∇σi(t, ·)σi(t, ·)‖p ∈ L∞([0, T ]× Rm).

Enfin, pour le troisième terme,

φ−α(p−1)

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

(∇(φα)σ(t, ·))i
div(pσi)(t, ·)

p(t, ·)

∣∣∣∣∣
p

= αpφα−p

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

(∇φσ(t, ·))i
div(pσi)(t, ·)

p(t, ·)

∣∣∣∣∣
p

= αpφα−p

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

(∇φσ(t, ·))i
(
div(σi)(t, ·) +

1

p(t, ·)
〈σi(t, ·),∇p(t, ·)〉

)∣∣∣∣∣
p

.

Ainsi, par convexité,

φ−α(p−1)

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

(∇(φα)σ(t, ·))i
div(pσi)(t, ·)

p(t, ·)

∣∣∣∣∣
p

≤ αp(2d)p−1
d∑
i=1

φα−p|(∇φσ(t, ·))idiv(σi)(t, ·)|p + αp(2d)p−1
d∑
i=1

φα−p|(∇φσ(t, ·))iσi(t, ·)|p
|∇p(t, ·)|p

|p(t, ·)|p
.

Le premier terme appartient à L∞([0, T ]×Rm) car α− p > 0, φ continue à support compact et d’après
les hypothèses sur σ (lipschitziennité et (B)).
Pour le second terme la densité p vérifie d’après l’article d’Aronson [2]

exp
(
−C |y−x|s

)
Cs

m
2

≤ p(s, y) ≤
C exp

(
− |y−x|

2

Cs

)
s
m
2

,

et φα−p est à support compact K, donc le minimum de p existe sur [ε, T ] × K et est positif, ainsi le
numérateur est contrôlé, de plus pour le dénominateur ∂p

∂xi
satisfait une condition de Hölder en x d’après

les résultats sur les équations aux dérivées partielles. Par conséquent

φ−α(p−1)

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

(∇(φα)σ(t, ·))i
div(pσi)(t, ·)

p(t, ·)

∣∣∣∣∣
p

∈ L∞([ε, T ]× Rm).

Finalement nous avons bien, d’après l’expression de ψα,

φ−α(p−1)|ψα|p ∈ L∞([ε, T ]× Rm).

Ainsi, pour tout t ∈ [ε, T ],

E

(∫ T

t

|Y nr ψα(r,Xr)|dr

)
= E

(∫ T

t

|Y nr φα(p−1)(Xr)||φ−α(p−1)ψα(r,Xr)|dr

)

≤
∥∥∥φ−α(p−1)|ψα|p

∥∥∥
∞

E

(∫ T

t

|Y nr φα(p−1)(Xr)|dr

)
.

Donc, par inégalité de Hölder avec 1 + q et 1
1− 1

1+q

= 1+q
q ,

E

(∫ T

t

|Y nr ψα(r,Xr)|dr

)
≤
∥∥∥φ−α(p−1)|ψα|p

∥∥∥
∞

(T−t)
q

1+q

(
E

(∫ T

t

|(Y nr )1+qφα(p−1)(1+q)(Xr)|dr

)) 1
1+q

,

avec
(p− 1)(1 + q) =

1 + q

q
= 1 +

1

q
.

Donc, comme φ est bornée, il existe une constante C ∈ R∗+ telle que

E

(∫ T

t

|Y nr ψα(r,Xr)|dr

)
≤ C

(
E

(∫ T

t

|(Y nr )1+qφα(Xr)|dr

)) 1
1+q

.
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De même il existe une constante C ∈ R∗+ tel que, pour tout t ∈ [ε, T ],

E(|Y nt ψα(t,Xt)|) ≤ C
(
E(|(Y nt )1+qφα(Xt)|)

) 1
1+q .

Utilisons à présent la relation

E(Y nT φ
α(XT )) = E(Y nt φ

α(Xt)) + E

(∫ T

t

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+ E

(∫ T

t

Y nr ψα(r,Xr)dr

)
.

En particulier

E(Y nT φ
α(XT ))− E(Y nε φ

α(Xε)) = E

(∫ T

ε

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+ E

(∫ T

ε

Y nr ψα(r,Xr)dr

)
.

Or
Y nT φ

α(XT ) ≤ g(XT )φα(XT )

et, comme φ est à support dans {g < +∞} et d’après l’hypothèse (H),

E(g(XT )φα(XT )) = E(g(XT )φα(XT )1U (XT )) ≤ ‖φ‖α∞ E(g(XT )1U (XT )) < +∞.

De plus Y nε vérifie
0 ≤ Y nε ≤ (q(T − ε))−

1
q .

Donc
0 ≤ E(Y nε φ

α(Xε)) ≤ ‖φ‖α∞ (q(T − ε))−
1
q .

Ainsi il existe C ∈ R∗+ indépendant de n tel que

E(Y nT φ
α(XT ))− E(Y nε φ

α(Xε)) ≤ C.

Or, d’après ce qui précède,

E

(∫ T

ε

|Y nr ψα(r,Xr)|dr

)
≤ C

(
E

(∫ T

ε

(Y nr )1+qφα(Xr)dr

)) 1
1+q

.

Donc, en utilisant cette inégalité dans l’inégalité suivante,

E

(∫ T

ε

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
= E

(∫ T

ε

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+E

(∫ T

ε

Y nr ψα(r,Xr)dr

)
−E

(∫ T

ε

Y nr ψα(r,Xr)dr

)

= E(Y nT φ
α(XT )− E(Y nε φ

α(Xε))− E

(∫ T

ε

Y nr ψα(r,Xr)dr

)
≤ C + E

(∫ T

ε

Y nr |ψα(r,Xr)|dr

)
nous obtenons

E

(∫ T

ε

φα(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
− C

(
E

(∫ T

ε

φα(Xt)(Y
n
t )1+qdt

)) 1
1+q

≤ C.

Or {x ∈ R+, x− Cx
1

1+q ≤ C} est borné car

x− Cx
1

1+q ∼
x→+∞

x −→
x→+∞

+∞ > C.

Donc φα(X)(Y n)1+q est une suite bornée dans L1(Ω× [ε, T ]). De plus il s’agit d’une suite croissante vers
φα(X)Y 1+q, donc, d’après le théorème de Beppo-Levi,

φα(X)Y 1+q ∈ L1(Ω× [ε, T ]).

Par conséquent, comme Y est borné sur [0, ε] par (q(T − ε))−
1
q , nous avons

E

(∫ T

0

Y 1+q
r φα(Xr)dr

)
< +∞.
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Pour terminer on considère θ ∈ C2
c (Rd,R+) à support compact inclus strictement dans F c∞ = {g < +∞}.

Il existe φ comme précédemment telle que

|θ| ≤ Cφα, ‖∇θ‖ ≤ Cφα−1, ‖Hθ‖ ≤ Cφα−2.

Alors, pour t ∈ [ε, T ],

E((ξ ∧ n)θ(XT )) = E(Y nT θ(XT )) = E(Y nt θ(Xt)) + E

(∫ T

t

θ(Xr)(Y
n
r )1+qdr

)
+ E

(∫ T

t

Y nr Θ(r,Xr)dr

)
,

avec

Θ(t, x) = 〈∇θ(x), b(t, x)〉−
d∑
i=1

(
(∇θ(x)σ(t, x))i

div(p(t, x)σi(t, x))

p(t, x)

)
−1

2
tr(Hθ(x)σσ(t, x))−

d∑
i=1

〈∇θ(x),∇σi(t, x)σi(t, x)〉.

Ainsi, par en faisant tendre n vers +∞, on obtient grâce au théorème de convergence dominée justifié
par les inégalités précédentes indépendantes de n,

E(ξθ(XT )) = E(YT θ(XT )) = E(Ytθ(Xt)) + E

(∫ T

t

θ(Xr)Y
1+q
r dr

)
+ E

(∫ T

t

YrΘ(r,Xr)dr

)
.

Puis, en faisant tendre t vers T , on obtient également

E(ξθ(XT )) = lim
t→T

E(Ytθ(Xt)) + 0.

Ainsi, par lemme de Fatou,

E(ξθ(XT )) = liminf
t→T

(E(Ytθ(Xt))) ≥ E
(
liminf
t→T

(Yt)θ(XT )
)
.

Or, d’après le théorème 4.2.3.1, nous avons déjà

lim
t→T

(Yt)
PS
≥ g(XT ) = ξ.

Donc l’inégalité précédente est une égalité

E(ξθ(XT )) = E
(

lim
t→T

(Yt)θ(XT )
)
.

D’où, P-presque sûrement sur {g < +∞},

lim
t→+∞

(Yt) = ξ,

ce qui montre bien la continuité de Y en T .

4.2.4 Adaptation de l’utilisation précédente

On se demande dans cette section si l’on peut comme à la section 5.2 quelle fonctionnelle va être
minimiser si on change l’équation différentielle stochastique rétrograde de la section 5.1 en celle de la
section 5.3. Dans la section 5.2, la fonctionnelle à minimiser était

J(x) = E

(∫ T

0

(ηt|x′t|p + γt|xt|p)dt

)
avec comme minimiseur

x∗t = ξ exp

(
−
∫ t

0

(
Ys
ηs

)q−1

ds

)
,

où ξ = x0 et Y est solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde avec condition terminale
singulière YT = +∞

dYt =

(
(p− 1)

Y qt

ηq−1
t

− γt
)
dt+ 〈Zt, dWt〉.
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Proposition 4.2.4.1. La fonctionnelle

J(x) = E

(∫ T

0

|x′t|pdt

)

est minimisée par

xt = ξ exp

(
− 1

p− 1

∫ t

0

Y qs ds

)
,

avec Y solution de l’équation différentielle stochastique rétrograde avec condition terminale singulière de
la section 5.3

dYt = Y q+1
t dt+ 〈Zt, dWt〉.

Démonstration. Pour transposer le problème des sections 5.1 et 5.2 à la section 5.3, on passe de q à q+ 1
et on suppose

γt = 0,

et
ηt = (p− 1)−

1
q .

La fonctionnelle à minimiser est donc

J(x) = (p− 1)−
1
qE

(∫ T

0

|x′t|pdt

)
,

i.e., comme (p− 1)−
1
q ≥ 0,

J(x) = E

(∫ T

0

|x′t|pdt

)
,

Les processus γ et η étant déterministes et constants, ils vérifient directement les hypothèses de la section
5.1. Ainsi cette fonctionnelle est minimisée par

xt = ξ exp

(
− 1

p− 1

∫ t

0

Y qs ds

)
.
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