Exercice.

1. Soit (un)nen €t (vy)nen deux suites de nombres réels. On suppose que

Un ~ Un.
n—-4o00

Montrer que, sous certaine(s) condition(s) a préciser, Y w, et Y v, sont de méme
nature.

2. Etudier la convergence de la série

((=1)" + ) In(n) sin (3)
2 Vn+3-1 '

Exercice. On considére X une variable aléatoire de loi uniforme sur [1,n] avec n € N*. Soit
p € [1,n] et A, I'événement {p | X}.
1. On suppose dans cette question que p divise n. Déterminer P(A4,).

2. On considére py, ..., pr des diviseurs premiers distincts de n, montrer que les événements
Ay .oy Ay, sont indépendants, i.e. pour tout iy, ..., 4, € [1,..., k],

]P’(Am1 N..NA, )= ]P’(Apil)...]P’(Apir)

3. On considére ¢(n) le nombre d’entiers positifs non nuls inférieurs a n et premiers avec
n, montrer que



Exercice. On considére le plan P et la droite D de I'espace vectoriel R3 définis par

x 1
P = y | eRa+y+2=0p,D=Vect | 2
z 3
1. Montrer que
R®=P®D.
2. On considére p la projection vectorielle de R? sur le plan P parallélement & la droite
x
D,etu= | y | €R3 Déterminer le vecteur p(u) en fonction de x,y, z et la matrice
z

de ’endomorphisme p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de I’endomorphisme p est diagonale.
Exercice. On considére F un espace vectoriel et A, B deux parties de E. On note
A+B={z+y,(z,y) € Ax B}

1. Montrer que si A est ouvert alors A + B est ouvert.

2. Montrer que si A est compact et B fermé alors A + B fermé.



Exercice. Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C. A
I'instant ¢ = 0, il se trouve au point A. Quand il a épuisé I'eau du point ou il se trouve, il
part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points d’eau. L’eau du point qu’il
vient de quitter se régénere alors. Pour n € N, on note les événements

A, = "lanimal est en A aprés son n-iéme trajet",
B,, = "lanimal est en B aprés son n-iéme trajet",
C,, = "l'animal est en C' aprés son n-iéme trajet".

On consideére également

P(A,) = an, P(B,) = by, P(Cy) = ¢y,

1. Déterminer la relation entre a,.; et a,,b,,c,. Faire de méme avec entre b,,; et
Gy by, Cny €6 entre cpaq et ay, by, Cp.

2. On considére la matrice A définie par

1 011
1 10

(a) Justifier que la matrice A est diagonalisable.

(b) Montrer que —: est valeur propre de la matrice A et déterminer le sous-espace

2
propre associé.

(c) Déterminer une matrice P € M3(R) inversible et une matrice D € M3(R) diago-

nale telle que
A=PDP.

3. Sans finaliser les calculs, en déduire une expression de a,, b,, ¢, en fonction de n.

Exercice. On considére E un espace préhilbertien réel de dimension n et v un endomor-
phisme de E symétrique de trace nulle.

1. Montrer qu'il existe z € E non nul tel que (u(x),z) = 0.

2. En déduire qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u a tous
ses coefficients diagonaux nuls.



