Exercice. Soit N € N. Pour k£ € N, on note
=
o(X) = L JJ(X )
i=0

1. Montrer que, pour tout (n,k) € N?,

ot = ()

2. On considére, pour n € [0, N], j € [0, N] et u € R,

PaX) = S (1 (X)gn (N = X), fiw) = S Pa(iur

Montrer que
filw) = (1 —uf(1+u)".

3. On considére, pour (u,v) € R?
Y (N
Pl = 3 () r )
=0

Montrer que
F(u,v) = 2Y(1 + uwv)™.

4. Soit (a,b) € [0, N]*. Montrer que

aa+bF 0 sl a 7£ b
— = (0.0) = Nlal .
8uaé?vb( 0) QNM si a=0>0.

5. En déduire que (Py)o<k<n est une base orthogonale de Ry[X] 'espace des polyndomes
de degré au plus N, pour le produit scalaire (-, -) défini par

(P.Q) = Z(JJV )P(j)@(j» (P.Q) € (Ry[X])".

Corrigé.
1. Soit (n, k) € N2. Alors

=
o) = [ J(n )
i=0
Dongc, si k > n alors il existe i € [0,k — 1] tel que n =i, d’ou
wr(n) =0.
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Réciproquement si k < n alors
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On a donc bien dans les deux cas ¢y(n) = (}).

. Nous avons, d’apres la question précédente,

fiw) = 3P = 30 (- D k() s(N—ipu = 3OS (~1)F (}1) (f__ i)“

n=0 n=0 k=0 n=0 k=0

_ i(_nk(i);:(g:é) u Rk = i(—nk(i) uk]:z_::(Nl—J) !

k=0

_ :0 <2> <_1)kukNZ_j (N ; j) W = (1—u)i(1+u)N - j.

N

Pl = 3 (V) a0 = 2 () a =+ 0¥ = o0

=0 J §=0

- Z(".V ) (1= w)(L = o)) ((1 4 w)(1+0)¥F = (1 —w)(1 =) + (L + u)(1+ o))"

=(l-u—v+uw+1+u+v+u) =21+ u)V.

. Nous avons
N /N
F(u,v) =2V (1 4+ uv)N = 2N2(k)ukvk
k=0
Donc
9atb B QNi N 8a+b(ukvk) B QNi N\ 92 kabvk B QNi N 99k ﬁ
ousovd k ousovd k ) Oue Y ot ) k ous ovb
k=0 k=0 k=0
N /N
= 2Nz<k) (k(k —1)...(k —a+ 1)u*) (k(k — 1)...(k — b+ 1)v*?)
k=0
Ainsi
8a+bF N
Juedub (0,0) = 2N(a) (ala—1)..(a—a+1))(b(b—1)...,b—b+1)) Lio—p)
Nlal
__ 9N
72 mﬂ{a:b}.
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5. Soit (a,b) € [0, N]? tels que a # b. Alors, d’aprés la question précédente,

aa—l—bF
Juadob (0,0) = 0.

Or nous avons également

k+l1 N S
LTRSS ROV URS ol (Y FT o)

Donc
(Pu, ) = i(N ) Pa(i)Py() = 0.

i=o \J

Ainsi (Py)o<k<n est une famille de polynémes orthogonaux. Donc il s’agit d’une famille
libre. Or il s’agit également d’une famille & N 41 = dim(Ry[X]) vecteurs, donc il s’agit
d’une base orthogonale de Ry[X] pour le produit scalaire (-, -).



Exercice. Soit p € N tel que p > 2.
1. Soit K le corps des réels ou des complexes. Montrer que GL,(K) est dense dans M, (K).
2. Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables de taille p est dense dans M, (C).
3. Le résultat précédent est-il valable avec R 7

4. Déterminer 'adhérence des matrices réelles diagonalisables de taille p dans M,(R).

Corrigé.

1. Soit M € M,(K). Alors le polynéme caractéristique &y (M) est non nul, il admet donc
un nombre fini de racines. Donc, il existe N € N tel que

1
Vn > N’ﬁ ¢ Sp(M).

Ainsi ]
VYn>N,M — ﬁ[p € GL,(K).

De plus

1

M-—-—-I, — M.

n n—-+oo

Donc
M e GL,(K).

Ainsi

GL,(K) = M,(K).

2. Soit M € M,(C). Alors, comme C est algébriquement clos, M est trigonalisable, il
existe P € GL,(C) et T € M,(C) triangulaire supérieure, dont on note Aq,..., A, les
valeurs diagonales, telles que

M = PTP .
On considére alors, pour n € N*,
)\1 +% (*)
: L p
Tn:T+d1ag(—,...,—>=
n n
(0) Ao+ o
Alors
T, — T,

n—-+00

et, pour tout 7,7 € [1,p] distincts,
A=A =L =N N+ —2
n n n

Donc si A\; = A; alors




si A\; > \j et ¢ > j alors
; . i
n n n
et si \; > \; et © < j alors

YIRS A VRS P a it S v v
n n

N nos+4oo

donc il existe N;; € N tel que

. . S )\1—>\
\V/HZNZ],/\Z+£—)\J—12)\Z—>\]+Z ]> ]>0.
n n n

2

Par conséquent il existe N € N tel que, pour tout n > N, les \; + % soient distincts.
Ainsi T}, est diagonalisable. Puis, par continuité du produit matriciel,

PT,P~' — PTP'= M.

n—-+o0o

Donc

M € D,(C).

Ainsi
Dp<(c) = MP(C)'

. La réponse est négative. Par exemple pour p = 2 et
0 —1
e (0

MyR) — R
N — A(xwm)

Nous avons 'application
Q:
continue car polynomiale en les coefficients de N. Or
e(M)=A(X*+1)=-4<0.
Donc, par continuité, il existe 6 € R% tel que
VN € My(R),||M — N|| <d = ¢(N) < 0.
Or il existe (M,,)nen € Ma(R) diagonalisables tels que

M, — M.
n—-+00
Alors

n—-+o0o

ce qui est contradictoire.



4. Comme & la question 2, on peut montrer que I’ensembles 7,(R) trigonalisables sur R est
inclus dans l'adhérence des matrices diagonalisables. Montrons l'inclusion réciproque.
Soit M € M,(R) tel qu’il existe (M, )nen € Dy(R) tel que

M, — M.

n—-+oo
Alors, pour tout n € N, xy, est scindé sur R[X]. De plus 'application

MpR) — Ry[X]

X N — xn

est continue car polynomiale en les coefficients de N. Ainsi

XMn —> XM

n—-+o0o

Il ne resterait plus qu’a montrer que xj; est également scindé sur R. On en déduit que
M est trigonalisable sur R. Par conséquent




