
Exercice. Etude préalable

1. Soit P ∈ C[X] de degré 2 de racines α et β. Exprimer la racine de P ′ en fonction de α
et β.

2. Soit P ∈ C[X] de degré n. Que peut-on dire de la racine de P (n−1) ?

Corrigé.

1. Nous avons
P = c(X − α)(X − β) = cX2 − c(α + β)X + cαβ.

Donc
P ′ = 2cX − c(α + β).

Ainsi la racine de P ′ est donnée par α+β
2
.

2. On écrit

P = c
n∏
k=1

(X − αk).

Alors

P = cXn − c

(
n∑
k=1

αk

)
Xn−1 +Q,

avec Q ∈ C[X] de degré inférieur ou égal à n− 2. Ainsi

P (n−1) = cn!X − c(n− 1)!
n∑
k=1

αk.

Donc la racine de P (n−1) est donnée par

1

n

n∑
k=1

αk.

Exercice. Partie Python

1. Ecrire une fonction Python qui prend en variable un polynôme et renvoie la représen-
tation de ses racines dans le plan complexe.

2. Ecrire une fonction Python qui prend en variable un polynôme et renvoie la représen-
tation des racines de P et de ses dérivées. Pour n’afficher les racines qu’à la demande
de l’utilisateur, on pourra utiliser la fonction plt.waitforbuttonpress().

3. Que peut-on conjecturer sur l’enveloppe complexe des racines du polynômes et de ses
dérivées ?

Corrigé.
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Nous pouvons conjecturer que les enveloppes convexes sont décroissantes pour l’inclusion.

Exercice. Partie théorique

1. On considère (zi)1≤i≤n ∈ (C∗)n. Montrer que 0 est barycentre à coefficients positifs des
(zi)1≤i≤n si et seulement s’il l’est des

(
1
zi

)
1≤i≤n

.

2. On considère ϕ : Cn[X]\{0} −→ Cp[X] définie par

∀P ∈ Cp[X]\{0}, ϕ(P ) = P ′

P
.

Montrer que l’application ϕ transforme les produits en sommes.
3. En déduire la décomposition en éléments simples de P ′

P
.

4. Démontrer le théorème de Gauss-Lucas : toute racine de P ′ est combinaison convexe
des racines de P .

Corrigé.

1. On suppose que 0 est barycentre à coefficients positifs des (zi)1≤i≤n : il existe (λi)1≤i≤n ∈
(R+)

n tels que

0 =
n∑
i=1

λizi.

Alors, comme les λi sont réels et les zi non nuls,

0 = 0 =
n∑
i=1

λizi
zi
zi

=
n∑
i=1

λi|zi|2︸ ︷︷ ︸
=:µi∈R+

1

zi
=

n∑
i=1

µi
1

zi
.
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Ce qui montre que 0 est barycentre à coefficients positifs des
(

1
zi

)
1≤i≤n

. Réciproque-

ment on applique ce qui précède avec la famille
(

1
zi

)
1≤i≤n

pour obtenir que 0 est

barycentre à coefficients positifs des (zi)1≤i≤n =
(
(z−1i )−1

)
1≤i≤n.

2. Soit P1, P2 ∈ Cn[X]\{0}. Alors

ϕ(P1P2) =
(P1P2)

′

P1P2

=
P ′1P2 + P1P

′
2

P1P2

=
P ′1
P1

+
P ′2
P2

= ϕ(P1) + ϕ(P2).

3. On écrit la décomposition en produits d’irréductibles du polynôme P ∈ Cn[X] :

P = c
m∏
k=1

(X − αk)νk .

Alors la décomposition en éléments simples de P ′

P
est donnée par

P ′

P
= ϕ(P ) = ϕ(c) +

m∑
k=1

νkϕ(X − αk) = 0 +
m∑
k=1

νk
X − αk

.

4. Soit z ∈ C racine du polynôme dérivée P ′. Si z est racine du polynôme P alors z est
combinaison convexe triviale des racines P . Sinon, d’après ce qui précède,

0 =
P ′(z)

P (z)
=

m∑
k=1

νk
z − αk

=
m∑
k=1

νk
|z − αk|2

(z − αk),

i.e.

0 = 0 =
m∑
k=1

νk
|z − αk|2

(z − αk),

i.e.

z =

m∑
k=1

νk
|z−αk|2

αk

m∑
k=1

νk
|z−αk|2

.

Donc z est bien combinaison convexe de racines de P .

3



Exercice.

Corrigé.
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