Exercice. Etude préalable

1. Soit P € C[X] de degré 2 de racines « et . Exprimer la racine de P’ en fonction de o
et 5.
2. Soit P € C[X] de degré n. Que peut-on dire de la racine de P"~1)?

Corrigé.
1. Nous avons
P=c¢(X —a)(X —B) =cX?—cla+ B)X + cap.

Donc
P'=2c¢X — cla+ p).

Ainsi la racine de P’ est donnée par #
2. On écrit .
P = CH(X — ag).
k=1
Alors

P:cX"—C( ak) X+ Q,

k=1

avec ) € C[X] de degré inférieur ou égal a n — 2. Ainsi

PO=Y — eplX — ¢(n — 1)!Z@k-

k=1

Donc la racine de P~ est donnée par
1 n
2o
n
k=1
il s’agit donc de l'isobarycentre des racines de P comptées avec multiplicité.

Exercice. Partie Python

1. Ecrire une fonction Python qui prend en variable un polynéme et renvoie la représen-
tation de ses racines dans le plan complexe.

2. Ecrire une fonction Python qui prend en variable un polynoéme et renvoie la représen-
tation des racines de P et de ses dérivées. Pour n’afficher les racines qu’a la demande
de l'utilisateur, on pourra utiliser la fonction plt.waitforbuttonpress().

3. Que peut-on conjecturer sur I’enveloppe complexe des racines du polynomes et de ses
dérivées ?

Corrigé.



import math

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
from numpy.polynomial import Polynomial

f P = Polynomial([-3, 2, &, 1

T T e,
#uestion 1

1 def racine(F):

y =

4 plt.scatter(x,y}
plt.show(}

#Question 2

def racineiterees(F):
n = P.degree()

1 X =

y
plt.scatter(x,y}
4 plt.waitforbuttonpress()

B

]
=
L =l

Q
fo in range{n}:
Q.deriv(}

plt.scatter(x,y}

.
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Nous pouvons conjecturer que les enveloppes convexes sont décroissantes pour I'inclusion.

Exercice. Partie théorique

1. On considére (2;)1<i<n € (C*)". Montrer que 0 est barycentre a coefficients positifs des

Zi)1<i<n Sl et seulement s’il 'est des | =
=t Z.

2 ¥ = [P.roots()[1].real for 1 in
[P.roots()[1].1imag for 1 in

[F.roots()[1].real for 1 in
[P.roots()[1].1imag for 1 in

1, 6, 7. 41}

rangel{len(P.roots(})}]
rangellen(P.roots(})}]

rangel{len(P.roots(})}]
rangellen(P.roots(})}]

[Q.roots()[i].real for i in range(len(Q.roots())
[Q.roots()[1].1imag for 1 in range(len(Q.roots())

plt.waitforbuttonpress()

1
i) 1<i<n

2. On considére ¢ : C,[X]\{0} — C,[X] définie par

VP € C,[X]\{0},o(P)
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Montrer que 'application ¢ transforme les produits en sommes.

3. En déduire la décomposition en éléments simples de %.

4. Démontrer le théoréme de Gauss-Lucas :

des racines de P.

Corrigé.

1. On suppose que 0 est barycentre a coefficients positifs des (z;)1<i<y, il existe (A;)1<i<n €

(Ry)™ tels que

i=1

Alors, comme les \; sont réels et les z; non nuls,

Ny G - 1 "1
0=0= ;Azzzj— = ; Az - _ ;uzz_z

7
= €ERy

toute racine de P’ est combinaison convexe




Ce qui montre que 0 est barycentre & coefficients positifs des (%) . Réciproque-
v/ 1<i<n

ment on applique ce qui précede avec la famille (Zi) pour obtenir que 0 est
i/ 1<i<n

barycentre a coefficients positifs des (z)1<i<n = ((z,1) "), c.c-

. Soit Py, P, € C,,[X]\{0}. Alors

(PLPy) PP+ PP, P n Py

P P)) = = 1,72
o(hP) =55 PP P P

= ¢(P) + ¢(P).

. On écrit la décomposition en produits d’irréductibles du polynéme P € C,,[X] :
=l =y

4 .. o1 . / ,
Alors la décomposition en éléments simples de % est donnée par

m

%:¢(P):¢(c)+ZVkSO< X —ay) Z X —ay
k=1 b=

. Soit z € C racine du polynéme dérivée P’. Si z est racine du polynéme P alors z est
combinaison convexe triviale des racines P. Sinon, d’aprés ce qui précéde,

l.e.
— m Vk
O:O:Z‘Z_a‘2(2 C%k),
k=1 k
i.e.
m
];‘z_akpak
z=—
1%
Z \Z—Otkk|2
k=1

Donc z est bien combinaison convexe de racines de P.



Exercice. Partie théorique
Soit @ € R7Y. On considere deux variables aléatoires X et Y sur un espace probabilisé
(Q, A, P) a valeurs dans [2, +oo[ dont la loi conjointe est donnée par

(e}
Y(p,q) € [2, +oo[>,P(X =p,Y =¢q) = —.

pq

—_

. Donner la loi marginale de la variable aléatoire X.

2. Calculer, pour n € [2, +o0[,

o=y P(X =p).

. En déduire la valeur de «a.

-~ w

. La variable aléatoire X admet-elle une espérance finie.

5. Donner une approximation décimale correcte de P(X =Y).
Corrigé.

1. Pour tout p € [[2, 400,

» P(P_l)'

P<X:p):§P(X:p’Y:q):ai(é)q:af?l: a

Donc X est a valeurs dans [2, +oo[ de loi

2. Soit n € [2,+oo[. Alors, d’aprés la question précédente,

- 1 "1 "1 1
=0y —— =aq — = Z|=al1=-=}).
p;p(p—l) (;p—l p) < n)

p=2

3. Comme X est une variable aléatoire, nous devons avoir

n—-+0o00

—+00
1=P(X €[2,+0c]) =Y P(X =p)= lim r, =a.
p=2

4. La série
+oo +o0 1
D IPX =p) =)
p=2 p=2

est divergente, donc la variable aléatoire X n’admet pas d’espérance.



5. Nous avons

o= <1011 01 11
IP’(X:Y):ZIP’(X:p,Y:p):ZZE:Z+§+1_6+2—5+%+...20,4.
p:

p=2

Exercice. Partie Python

1. Ecrire une fonction f pour z dans [0, 1] qui renvoie 'entier naturel p non nul tel que
rp—1 ST <71

2. On considére

-
=2 P
Ecrire une fonction g pour p € N* et y € [r,_1,7,| qui renvoie l'entier naturel ¢ non

nul tel que
Spg—1 S Y = Tp-1 < Spg-

3. Proposer une procédure informatique qui permet de simuler le résultat des deux va-
riables aléatoires X et Y. On donne la fonction random() du module numpy.random
qui renvoie z dans [0, 1[ avec P(a < x < b) = b — a. Puis simuler 25 expériences.

Corrigé.

1. Nous avons 1
rn=0 mrn=1-- /1

P p—+oo

Donc, pour tout = € [0, 1], il existe un unique p € [2, +o00[ tel que
Tp—1 <o < T

2. Nous avons

1

Sp1 =0, Spy= q (1){#_1%_1_’F / :
p,1 ) P.a . p(p—1) ¢St p(p— 1)

et

Donc il existe un unique ¢ € [2, +oo[ tel que
Spg-1 S Y = Tp-1 < Spyq.

3. On considére U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 1]. Alors, pour tout
p € [2, 400,

P(f(U)=p)=P(rp.1 <U <ry) =1, —1p_1 =P(X =p).

5



Donc

loi
FU) x.
Puis pour Y nous avons, pour tout ¢ € [2, +oc],
P(g(U, f(U)) = @) =P(Spw)g-1 S U = 1wy-1 < Spwya)

= P(Srw)e1 + 1)1 S U < Spwyg +7w)-1)-
Donc, par formule des probabilités totales, nous avons

+oo

P(g(U, f(U)) =q) = ZP(Sp,qfl +7p1 SU < Spq+ 11, f(U) =p)
p=2
+00
= Z]P)(Sp,qfl + Tyt <U«< Sp7q + Tp_1,Tp—1 <U«< Tp>

p=2
+oo

= ZP (Spg—1+7p-1 S U <min(Syq + 1p-1,7p)) ,
p=2

avec, comme U est de loi uniforme,

P(Spq—1+7p-1 < U <min(S,, + 1p-1,7p)) = min(Sy 4 + 7p—1,7p) — Sp.g—1 — Tp—1-

Or
1— 1 l—g=tpp—1)—p  prt 14 prt - 2p0
Sp,q‘f'rp—l:—pql-%l— = P! _ P P L
p(p—1) p—1 p(p—1) pi(p—1)
-1 _ 1 _ pa atl _ pa 1— 1
P PP P Poiqo1-to,
pi(p—1) pilp—1) ~ plp—1) p
Donc 1
min(Sp,q + 7p-1,7p) = Spg-1 = Tp-1 = Spg — Spqg = E-
Par conséquent
—+o0 “+o0 1

P(g(U, f(U) =q) =D P(Spge1 +7p1 U <min(Sp g +rp1,1)) = » — =P(Y =

p=2 p=2

Donc o
g(U, f(U) =Y.
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import numpy.random as rd
#question 1

def rip):
return 1 - 1/p

def f{x):
n=2
while rin}) == x:
n=n+1
return n

#question 2

def S(p.q):
s =0
for k in range(2.qg+1l}:
s =5 + 1/(p**k)
return =

def glx.p): 2y dans [rip-1), rip)I
q=2
while S{p.q} == x - rip-1):

g=0+1
return q

#question 3
N =25

for 1 in range(N):
u = rd.random(}

p - flul
q = glu,p)
print{p.q)




