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Lemme. Soit p ∈ [1,+∞[, (Ω,A, µ) un espace mesuré et (fn)n∈N ∈ (Lp)N tel que

+∞∑
n=1

‖fn‖p < +∞

Alors la série F =
+∞∑
n=1

fn converge presque partout, appartient à Lp et vérifie

lim
N→+∞

∥∥∥∥∥
N∑

n=1

fn − F

∥∥∥∥∥
p

= 0

Démonstration.

On considère, pour tout N ∈ N∗, GN =
N∑

n=1

|fn|, M =
+∞∑
n=1

‖fn‖p < +∞ et G =
+∞∑
n=1

|fn|.

Donc, d’après l’inégalité de Minkoswky,

∀N ∈ N∗, ‖GN‖p ≤
N∑

n=1

‖fn‖p ≤M

De plus (Gp
N)N∈N∗ est une suite croissante de fonctions convergeant vers G, donc, d’après le

théorème de convergence monotone∫
Ω

Gpdµ =

∫
Ω

lim
N→+∞

(Gp
N)dµ = lim

N→+∞

(∫
Ω

Gp
Ndµ

)
= lim

N→+∞

(
‖GN‖pp

)
≤Mp < +∞

Ainsi Gp ∈ L1, en particulier G est finie presque partout.

Par conséquent la série F =
+∞∑
n=1

fn converge presque partout (car C ou R sont complets).
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On considère, pour N ∈ N∗, FN =
N∑

n=1

fn convergeant simplement vers F presque partout.

Or |FN |p ≤ Gp ∈ L1, d’où, par théorème de convergence dominée

F p ∈ L1 ie F ∈ Lp

Et
lim

N→+∞

(∫
Ω

|FN − F |pdµ
)

= 0

Ainsi la série F =
+∞∑
n=1

fn converge presque partout et dans Lp.

Théorême. Soit p ∈ [1,+∞] et (Ω,A, µ) un espace mesuré, alors Lp est un espace de Banach
pour la norme ‖·‖p.

Démonstration.
Etape 1 : Cas où p ∈ [1,+∞[

Soit (fn)n∈N ∈ (Lp)N de Cauchy, alors on construit par récurrence sur k ∈ N∗ une suite
croissante d’entiers (nk)k∈N∗ telle que

∀k ∈ N∗,∀n,m ≤ nk, ‖fn − fm‖p ≤
1

2k

En effet, pour k = 1, (fn)n∈N est de Cauchy, donc il existe n1 ∈ N tel que

∀n,m ≤ n1, ‖fn − fm‖p ≤
1

21

Puis si on suppose construit (n1, ..., nk) ∈ (N∗)k croissant, alors la suite (fn)n≥nk
est de

Cauchy, donc il existe nk+1 ≥ nk tel que

∀n,m ≥ nk+1, ‖fn − fm‖p ≤
1

2k+1

Ainsi

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
≤

n∑
k=1

1

2k
≤

+∞∑
k=1

1

2k
=

1

1− 1
2

− 1 = 1 < +∞

Donc
+∞∑
k=1

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
p
< +∞

D’où, d’après le lemme précédent, la série F =
+∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

) converge µ-presque partout

et dans Lp.
Or

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

(fnk+1
− fnk

) = fnn+1 − fn1
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D’où la suite extraite (fnk
)k∈N∗ est convergente dans Lp et µ-presque partout vers une fonction

f ∈ Lp.
Ainsi pour tout ε, il existe (N1, N2) ∈ (N∗)2 tel que

∀k ∈ N∗, k ≥ N1 ⇒ ‖fnk
− f‖p ≤

ε

2

Et
∀(m,n) ∈ N2,m ≥ N2, n ≥ N2 ⇒ ‖fm − fn‖p ≤

ε

2
D’où

∀k ∈ N∗, k ≥ max(N1, N2)⇒ ‖fk − f‖p ≤ ‖fk − fnk
‖p + ‖fnk

− f‖p ≤
ε

2
+
ε

2
= ε

D’où (fn)n∈N est convergente dans Lp.
Par conséquent Lp est un espace de Banach pour la norme ‖·‖p.
Etape 2 : Cas où p = +∞
Soit (fn)n∈N ∈ (L∞)N de Cauchy, alors pour tout k ∈ N∗, il existe Nk ∈ N tel que

∀(m,n) ∈ N2,m ≥ Nk, n ≥ Nk ⇒ ‖fm − fn‖∞ ≤
1

k

Donc

∀(m,n) ∈ N2,m ≥ Nk, n ≥ Nk ⇒ ∃Em,n ∈ A, µ(Em,n) = 0,∀x ∈ Ω\Em,n, |fm(x)−fn(x)| ≤ 1

k

On considère E =
⋃

k∈N∗

⋃
m,n≥Nk

Em,n ∈ A, alors

∀x ∈ Ω\E,∀k ∈ N∗,∀m,n ≥ Nk, x ∈ Ω\Em,n

Donc
∀x ∈ Ω\E,∀k ∈ N∗,∃Nk ∈ N,∀m,n ≥ Nk, |fm(x)− fn(x)| ≤ 1

k
D’où pour tout x ∈ Ω\E, (fn(x))n∈N est de Cauchy dans R complet, donc il existe f(x) ∈ R
tel que

fn(x) −→
n→+∞

f(x)

Ainsi en faisant tendre m vers +∞ dans une inégalité précédente, on obtient

∀k ∈ N,∃Nk ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ Nk ⇒ ∀x ∈ Ω\E, |f(x)− fn(x)| ≤ 1

k

Or µ(E) ≤
∑
k∈N∗

µ(Ek) = 0, donc

∀k ∈ N, ∃Nk ∈ N,∀n ∈ N, n ≥ Nk ⇒ ‖f − fn‖∞ ≤
1

k

D’où f ∈ L∞ et fn
L∞−→

n→+∞
f , ce qui montre que L∞ est complet, ie un espace de Banach.

Remarque. Soit (fn)n∈N ∈ (Lp)N convergent dans Lp vers f ∈ Lp, alors il existe une
extractrice ϕ tel que (fϕ(n))n∈N converge µ-presque partout vers f .

3


