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Théoréme. Soit f : [0,1] — C continue, w son module de continuité i.e.

Vh e [0,1],w(h) = sup ([f(u) = f(v)],|u—v]<h)

(u,v)€0,1]2

Pour n € N* on considére le n-iéme polynome de Bernstein

B0 =Y (1)x a0 (1)

k=0
Alors v
Bulh) o
Plus précisément il existe C' € R tel que
1
— B, < COuw | —
I = Bl < o (=)

Et cette estimation est optimale, i.e. il existe une fonction continue f : [0,1] — Cet § € Ry
telle que

IF = Bl = 0 (=)

n

1
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Démonstration.

Etape 1 : Convergence de (B,(f))nen

Soit x € [0,1], X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre = et
(X1, ..., X;) un n-échantillon de X.

On consideére la variable aléatoire .S,, = ZX k-
k=

Alors, par indépendance des X ~ B(x), S ~ B(n,x).
Donc, par théoréme de transfert,

2(1(3)) =2 ()0 (3) = minee

Soit ¢ € ]0, 1], alors
|f(x) = Bn(f)(2)]

B (f(z) = f(5))]
< E(If@) = f (2) 1y su15) +E(1(@) - f (5
< w@) x 1+ 2)|f P (|5 — 2] > 6)
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D’ou par inégalité de Bienaymé-Tchebychev

ar (S, r(l—
£2) = BN < 00) + 20 T = 5) 4 21l 0T < i) + Ul
Done 1]
1f = BulF)lloo < w(6) + 52
Ainsi

limsup [|f = Bu(f)loe < w(9)

n—-4o0o

Or par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1], d’ot w(d) P 0, ainsi
%

timsup | f ~ Bu(f)llo = 0t [If = Bl — 0

n—+o00 n—+0o0
Ce qui montre bien B,(f) vy f.

n——+00
Etape 2 : Vitesse de convergence

D’aprés les propriétés sur le module de continuité, comme S,, € [0,n] et x € [0,1], on a

Sh, S

N ST S o Wi
o £(@) - Bu)@)] < E(f(x) - F(5))
< E(w |x—5—;|)
< w
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D’ou, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

@) = B D@l < w(&) (va E(\x_%f)le)
— w(&)(vn @Jrl)
< (s
Ihmpmp%%@ahnmmmmﬁMMJV—f%me§%w(ﬁ)

Etape 3 : Optimalité de ’estimation
On considére

f:

Alors f est uniformément continue sur [0, 1] car continue sur [0, 1] et par théoréme de Heine,
et

0,1] — R
5|

Vh e [0,1],w(h) < h

Or
If = Ba(f)le = | (3) = Balf)(3)]
= [B.()(3)
= [E(|% — 5])]
= E(% -3
= 5E([25, —n|)
De plus 25, —n = > (2X; — 1) = >V, avec Y}, :=2X;, — 1 ~ R (1).

k=1 k=1
D’ou, par inégalité de Khintchine,

If = Ba(f)lloe =

E((2S, —

=2 ()

]

Lemme. (Sl reste du temps) Soit (X, 0) € (R%)? et (u,v) € [0,1]* tels que § < 1,0 <
Lv>u,|v—u| <A alors w(A)) < (A + 1)w(d).

1
2n./e

Démonstration. Onau < u+06 < u+25 < ... <u+md < v, avec m = |A] car |v —u| < A,
donc, pour zx = u + kd et x4 = v,

W) = F@)] <D 1 f(@rn) = fla)] < (m+ Dw(d) < (A + Dw(5)

Dot w(AJ) < (A + 1)w(0). O
Lemme. (S’il reste encore du temps) Inégalité de Khintchine Soit Y3, ..., Y, n variables

aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—%, % (des variables de Rademacher), F,, le

R-espace vectoriel de dimension n engendré par les Y7, ..., Y, alors
VY € Fo, VE(Y?) < VEE(Y))
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Démonstration. .
Soit Y € F),, alors il existe ay, ...,a, € R tels que Y = > a, Y.
k=1

On suppose y/E(Y?2) = 1, done, par linéarité de 'espérance et propriétés des Yy,

1=E(Y?) =Y aaEYiV) =Y a+0

k=1 k=1

Soit Z = [] (1 + iaxYy) le produit de Riesz imaginaire, alors, par théoréme de Pythagore,
k=1

7] = H 1+a2V? = ﬁ,/ +a2 < ﬁ%
Dou [|Z]|, < Ve.

D’autre part, pour k € [1,n], par indépendance des Y}, on a

7j=1
J#k
’J;
= zakH 1= iak
j=1
J#k

DounE(YZ) = Zak]E(Yk ) = Zzak = 1.
Par consequent comme |E(YZ)| < E(|Y]) | Z]|,,, on obtient

i1
BVD 2 -2 =

Puis, pour /E(Y?) quelconque, on considére Y’ E(Y2 pour avoir /E(Y”?) = 1 et
d’apres ce qui précede
1 EWYD . e
— < E(lY']) = ——% ie V/E(Y?2) < VeE(]Y
O]



