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Théorême. Soit f : [0, 1] −→ C continue, ω son module de continuité i.e.

∀h ∈ [0, 1], ω(h) = sup
(u,v)∈[0,1]2

(|f(u)− f(v)|, |u− v| ≤ h)

Pour n ∈ N∗ on considère le n-ième polynome de Bernstein

Bn(f) =
n∑
k=0

(
n

k

)
Xk(1−X)n−kf

(
k

n

)
Alors

Bn(f)
CV U−→
n→+∞

f

Plus précisément il existe C ∈ R+ tel que

‖f −Bn(f)‖∞ ≤ Cω

(
1√
n

)
Et cette estimation est optimale, i.e. il existe une fonction continue f : [0, 1] −→ C et δ ∈ R+

telle que

‖f −Bn(f)‖∞ ≥ δω

(
1√
n

)
1
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Démonstration.
Etape 1 : Convergence de (Bn(f))n∈N
Soit x ∈ [0, 1], X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramètre x et
(X1, ..., Xn) un n-échantillon de X.

On considère la variable aléatoire Sn =
n∑
k=1

Xk.

Alors, par indépendance des Xk ∼ B(x), Sn ∼ B(n, x).
Donc, par théorème de transfert,

E
(
f

(
Sn
n

))
=

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
= Bn(f)(x)

Soit δ ∈ ]0, 1[, alors

|f(x)−Bn(f)(x)| =
∣∣E (f(x)− f (Sn

n

))∣∣
≤ E

(
|f(x)− f

(
Sn

n

)
|1|x−Sn

n
|≤δ

)
+ E

(
|f(x)− f

(
Sn

n

)
|1|x−Sn

n
|>δ

)
≤ ω(δ)× 1 + 2 ‖f‖∞ P

(∣∣Sn

n
− x
∣∣ > δ

)
D’où par inégalité de Bienaymé-Tchebychev

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤ ω(δ) + 2 ‖f‖∞
V ar(Sn)

n2δ2
= ω(δ) + 2 ‖f‖∞

x(1− x)
nδ2

≤ ω(δ) +
‖f‖∞
2nδ2

Donc
‖f −Bn(f)‖∞ ≤ ω(δ) +

‖f‖∞
2nδ2

Ainsi
limsup
n→+∞

‖f −Bn(f)‖∞ ≤ ω(δ)

Or par théorème de Heine, f est uniformément continue sur [0, 1], d’où ω(δ) −→
δ→0

0, ainsi

limsup
n→+∞

‖f −Bn(f)‖∞ = 0 ie ‖f −Bn(f)‖∞ −→n→+∞
0

Ce qui montre bien Bn(f)
CV U−→
n→+∞

f .
Etape 2 : Vitesse de convergence
D’après les propriétés sur le module de continuité, comme Sn ∈ [0, n] et x ∈ [0, 1], on a

ω

(∣∣∣∣x− Sn
n

∣∣∣∣) = ω

(√
n

∣∣∣∣x− Sn
n

∣∣∣∣ 1√
n

)
≤
(√

n

∣∣∣∣x− Sn
n

∣∣∣∣+ 1

)
ω

(
1√
n

)
Donc

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤ E(|f(x)− f(Sn

n
)|)

≤ E
(
ω
(
|x− Sn

n
|
))

≤ ω
(

1√
n

)
E
(√

n
∣∣x− Sn

n

∣∣+ 1
)

= ω
(

1√
n

) (√
nE
(
|x− Sn

n
|
)
+ 1
)

= ω
(

1√
n

) (√
nE
(
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n
| × 1

)
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)
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D’où, par inégalité de Cauchy-Schwarz,

|f(x)−Bn(f)(x)| ≤ ω
(

1√
n

)(√
n

√
E
(∣∣x− Sn

n

∣∣2)× 1 + 1

)
= ω

(
1√
n

)(√
n
√

x(1−x)
n

+ 1

)
≤ 3

2
ω
(

1√
n

)
Puis, par passage à la norme uniforme, ‖f −Bn(f)‖∞ ≤

3
2
ω
(

1√
n

)
.

Etape 3 : Optimalité de l’estimation
On considère

f :
[0, 1] −→ R

x 7−→
∣∣x− 1

2

∣∣
Alors f est uniformément continue sur [0, 1] car continue sur [0, 1] et par théorème de Heine,
et

∀h ∈ [0, 1], ω(h) ≤ h

Or
‖f −Bn(f)‖∞ ≥

∣∣f (1
2

)
−Bn(f)

(
1
2

)∣∣
= |Bn(f)(

1
2
)|

= |E(|Sn

n
− 1

2
|)|

= E(|Sn

n
− 1

2
|)

= 1
2n
E(|2Sn − n|)

De plus 2Sn − n =
n∑
k=1

(2Xk − 1) =
n∑
k=1

Yk avec Yk := 2Xk − 1 ∼ R
(
1
2

)
.

D’où, par inégalité de Khintchine,

‖f −Bn(f)‖∞ ≥
1

2n
√
e

√
E((2Sn − n)2) =

1

2n
√
e

√√√√ n∑
k,l=1

E(YkYl) =
1

2
√
n
√
e
≥ 1

2
√
e
ω

(
1√
n

)

Lemme. (S’il reste du temps) Soit (λ, δ) ∈ (R∗+)2 et (u, v) ∈ [0, 1]2 tels que δ ≤ 1, λδ ≤
1, v > u, |v − u| ≤ δλ, alors ω(λδ) ≤ (λ+ 1)ω(δ).

Démonstration. On a u < u+ δ < u+2δ < ... < u+mδ < v, avec m = bλc car |v−u| ≤ δλ,
donc, pour xk = u+ kδ et xm+1 = v,

|f(v)− f(u)| ≤
m∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)| ≤ (m+ 1)ω(δ) ≤ (λ+ 1)ω(δ)

D’où ω(λδ) ≤ (λ+ 1)ω(δ).

Lemme. (S’il reste encore du temps) Inégalité de Khintchine Soit Y1, ..., Yn n variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur

{
−1

2
, 1
2

}
(des variables de Rademacher), Fn le

R-espace vectoriel de dimension n engendré par les Y1, ..., Yn, alors

∀Y ∈ Fn,
√

E(Y 2) ≤
√
eE(|Y |)
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Démonstration.
Soit Y ∈ Fn, alors il existe a1, ..., an ∈ R tels que Y =

n∑
k=1

akYk.

On suppose
√

E(Y 2) = 1, donc, par linéarité de l’espérance et propriétés des Yk,

1 = E(Y 2) =
n∑

k,l=1

akalE(YkYl) =
n∑
k=1

a2k + 0

Soit Z =
n∏
k=1

(1 + iakYk) le produit de Riesz imaginaire, alors, par théorème de Pythagore,

|Z| =
n∏
k=1

√
1 + a2kY

2
k =

n∏
k=1

√
1 + a2k ≤

n∏
k=1

e
1
2
a2k =

√
e

D’où ‖Z‖∞ ≤
√
e.

D’autre part, pour k ∈ J1, nK, par indépendance des Yj, on a

E (YkZ) = E

Yk (1 + iakYk)
n∏
j=1
j 6=k

(1 + iajYj)


= E(Yk(1 + iakYk))

n∑
j=1
j 6=k

E(1 + iakYk)

= iak
n∏
j=1
j 6=k

1 = iak

D’où E(Y Z) =
n∑
k=1

akE(YkZ) =
n∑
k=1

ia2k = i.

Par conséquent, comme |E(Y Z)| ≤ E(|Y |) ‖Z‖∞, on obtient

E(|Y |) ≥ |i|
‖Z‖∞

≥ 1√
e
=

√
E(Y 2)√
e

Puis, pour
√

E(Y 2) quelconque, on considère Y ′ := Y√
E(Y 2)

pour avoir
√

E(Y ′2) = 1 et

d’après ce qui précède

1√
e
≤ E(|Y ′|) = E(|Y |)√

E(Y 2)
ie
√
E(Y 2) ≤

√
eE(|Y |)
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