Feuille d’exercice n°1 L3 SIF

1 Raisonnement autour du pged
1. Associativité : Soient a, b, c € N, montrez que :
pged [pged (a, b) , ¢] = pged [a, pged (b, ¢)]
2. Equation diophantiennes : Résoudre a Paide de I'identité de Bézout dans Z? I'équation :
10x + 15y = —365
3. Généralisation : En déduire la méthode générale pour résoudre une équation du type :
ur + 0y = a
ou pged (u,v) = 1.
4. Diviseur de 3 ¢ : Soient a,b € Z, montrez que :
3| pged (a,b) < 3|a® + b?

5. pged de plus de deux nombres : Donner le pged de ’ensemble des coefficient binomiaux :

d, :{(Z) pourie{l,---,n—l}}

dans le cas ou :

(a) n est premier

(b) n est une puissance d’un nombre premier.
Indication pour cette partie :

— Tout d’abord, utiliser la formule du Binome pour montrer que d,, divise (k + 1)" —
(1 + &™) pour tout k > 1, en déduire que :

Vp > 1,dp|p" —p

— Montrer que soit d,, = 1, soit d,, a des facteurs premiers d’ordre au plus 1. (Pour
d, # 1, regarder d,, comme le produit d’un nombre premier et d’'un nombre quel-
conque.)
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2 Criteres de cyclicité

1. Produit de deuz groupes cycliques : Soient H et K deux groupes cycliques.
Montrez que H x K est cyclique si et seulement si pged [ord (K),ord (H)] =1

2. Cyclicité d’un groupe d’ordre fini : Soit (G, -) un groupe fini d’ordre m. Soit e I’élément
neutre de G pour la multiplication.
Supposons que pour tout entier d divisant m, le cardinal de ’ensemble A; = {x eG \xd = e}

est au plus d.
Montrer que le groupe G est alors cyclique.

Indication :

— On veut en fait montrer que #A4,; = ¢ (d) ou 0. On peut tout d’abord choisir un
générateur quelconque = de g et regarder H = () et compter le nombre d’élément
d’ordre d.

— Voir G comme |_| {l‘ € Gzt = e} et utiliser que m = ng(d) pour montrer par

dlm dlm
I’absurde que aucun Ay n’est vide.

3. En déduire que si p est premier, alors (Z/pZ)* est cyclique.

3 Théoréme chinois, d’Euler et le théoréme de Fermat

1. Fonction indicatrice : Calculer la fonction indicatrice ¢ (n) pour n = 425250000
2. Des modulos : Donner les deux derniers chiffres de ’écriture décimale de :
(a) 31000
(b) 21000
3. Théoréme de Schinzel : Soit k € Z\ {1}, montrez qu'il existe une infinité d’entiers n tels
que 22" + k ne soit pas premier.
Indications/Remarques :
(a) On ne sait pas le démontrer pour k = 1...
(b) On peut exprimer k a 'aide de choses, dont des puissance de 2 et d’autres choses.

(c) On va chercher & majorer un entier a quelconque par quelque chose de la forme 22" 4+ k.

4 Exercices de fin

1. Soit G un groupe ou chaque élément est son propre inverse (Va € G, a? = eq)-
(a) Montrer que G est abélien.
(b) Montrer que on peut munir G d’une structure de Z/2Z—espace vectoriel.
(c) Montrer que si en plus G est d’ordre fini, alors ord (G) est une puissance de 2.
)

(d) En déduire que si un groupe H est d’ordre 4, alors H est isomorphe a Z/47Z ou a
7)2Z x 72T
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Calcul de symbole de Legendre
Utilisez trois méthodes différentes pour calculer les symboles de Legendre suivants :
Méthode 1 : par le critére Euler : @

101

Méthode 2 : par le loi de réciprocité quadratique : a1

Exercice 1

1. On a vu en cours que : Vn € N, @ =n mod 2

Montrez ici que
VnGN,@ =n mod3

2. Soit p un nombre premier impair, et posons n le plus petit entier n’étant pas un résidu
quadratique modulo p.
Montrez que n < 1+ /p
Indications : On veut en fait montrer que (n — 1)2 < p. On pourra poser m € N le plus
petit entier tel que m -n > p et travailler sur les conditions ’le plus petit..tel que... ’

Exercice 2 : Somme de Gauss

On rappellera la construction des sommes de Gauss :
Soit ¢ un entier premier, impair, et A un anneau commutatif, d’élément neutre 1 4.
q—1 .
. ; ; ) ) .
Soit o € A tel que : Z o' =0 dans A et o’ et @ ne dépendent que de i mod gq.
i=0
On posera la somme de Gauss 7 comme étant :

On a montré en cours que :

Maintenant on veut montrer que :



Feuille d’exercice n°2: Résidus quadratiques et symbole de Legendre L3 SIF

1. Soit p un nombre premier impair, tel que p # ¢, supposons que p - a = 0 dans A.

Montrez que :
P = @ T
q

2. Montrez que :

i
[

I
o

Exercice 3

1. Montrez qu’il existe une infinité de nombres premiers congru a 7 modulo 8.
Indications :
— Raisonner par l'absurde en posant un ensemble P = {p1,--- ,pn} l'ensemble des tels
nombres décrits.
— Poser N = (4py - -pn)2 — 2 et montrer qu’il existe un diviseur de N, congru a 7
modulo 8.

2. Soit n € N, posons F;, = 22" + 1 (Nombre de Fermat).
Montrez que pour tout n > 2 entier, les facteurs premiers de F;, sont congru & 1 modulo
2" t2,
Indications :
— FEtudier Uordre de 2 dans le groupe multiplicatif (Z/pZ)* pour montrer que p = +1
mod 8

— Utiliser le théoréeme d’Euler pour montrer que b

—1 =0 mod 2""!

3. Soit p un nombre premier. supposons que p soit de la forme p = 4¢q + 1, ou ¢ est premier.
Montrez que 2 est un générateur du groupe multiplicatif (Z/pZ)*.
Indications : Réfléchir aux valeurs possibles de l'ordre de 2 et ensuite, tester les possibilités
(faire des disjonctions de cas)

4. On rappelle que Vn > 1, le nombre de Fermat s’écrit : Fj, = 22" + 1.

. . o fn—1 .
On va montrer que F,, est premier si et seulement si 3~ 2 = —1 mod F,, par les étapes
suivantes :

(a) Soit k € N, montrer que si 2F 1+ 1 est premier, alors k s’écrit comme une puissance de

2.
(b) Montrer que g € N est un générateur du groupe multiplicatif (Z/F,Z)" si et seulement
51 an =-1

(c) Montrer que si F, est premier alors 3 est un générateur du groupe multiplicatif
(Z)F,Z)", en déduire le premier sens de la proposition.

Fpn— .
(d) Montrer enfin que si 3~ 2 "= -1 mod F,, alors F,, est premier.
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1 Petits rappels sur les corps finis

On rappellera ici quelques notions sur les corps finis :

e Corps finis :
Un corps fini k est un corps commutatif qui est fini (i.e. #k < 4+00).
On notera I, le corps fini & p élément, il est unique & isomorphisme prés.
Un corps fini k£ a toujours pour cardinal ¢ la puissance d’un nombre premier p. Ce
nombre premier s’appelle la caractéristique du corps fini k.

e Cas des corps finis [, ol p est premier :
Si p est un nombre premier, alors on peut montrer que I, = Z/pZ.

e Autres cas :
Pour les cas ou le cardinal ¢ du corps fini n’est pas premier, ¢ = p" ot p est un nombre
premier et n > 1. On peut alors représenter ce corps fini comme un quotient de F,, [X]
avec un polynéme irréductible. En effet :

L’anneau F), [X] / (P) est un corps sst P est un polynéme irréductible.

Si P est irréductible, le corps Fy, [X] / (P) est de cardinal pes”.
Pour finir, Fy» posséde un sous-corps de cardinal pd ssi d|n. Ce corps est unique, a
isomorphisme prés, et est formé de I'ensemble des racines de X pt .

e Comment caractériser un corps ? quelle propriété peut-on en tirer 7 On rappelle
que :

— Soit k un anneau, k est un corps ssi I’ensemble des inversible k* est exactement
I’ensemble des éléments non nuls k* de k, i.e k est un corps ssi k* = k*.

— Si (k,+,-) est un corps commutatif, alors (kx, ) est un groupe commutatif multi-
plicatif. Ce sera important pour manipuler 'ordre des éléments! en effet la notion
d’ordre est propre aux groupes. quand on prend un élément a dans un corps k et
que 'on parle de son ordre, on parle de I'ordre de a dans le groupe multiplicatif k*.

e Factorisation des polynémes et polynémes irréductibles sur les corps finis :

n
Soit k un corps commutatif. On rappelle que k [X] = {Z a;X'a; € k,Y0 <i<n,ne N}
représente ’ensemble des polynomes & coefficients daris (;4:.
Soit k un corps. Un polynéme P € k[X] est réductible ssi il est le produit de deux poly-
nomes irréductibles @ et R € k[X] avec deg (R) > 1 et deg (R) > 1.
On rappelle qu'un polynéme peut étre réductible dans k [z] et n’avoir aucune racine dans
le corps k. Exemple : (X 24 1)2 est réductible dans R [X], pourtant ses racines sont dans
C\R.
En fait, un polynéme de degré 2 ou 3 sur un corps est irréductible ssi il n’admet aucune
racine.
Prenons I'exemple sur un corps finis k et avec n = 4 > 3 pour montrer qu’un po-
lynéme est donc irréductible sur k[X]. Soit un polynéme P € k[X] de degré 4,
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supposons que P n’a aucune racine dans k. S’il était réductible dans k [X], alors il fau-
drait qu’il soit le produit de deux polynémes irréductibles de degré 2.

En effet s’il était le produit d’un polynéme irréductible de degré 1 et d’un polynéme de
degré 3, tous deux dans k[X], alors il aurait des racines dans k.

Pour un corps k particulier, par exemple k = [F3,0n peut alors lister la liste des polyndmes
irréductibles de degré 2. Les polyndmes irréductibles de degré 2 dans g sont :

X24+1,X2-X-1,X>+X -1
Ainsi, on peut vérifier que notre polynéme n’est pas le produit de deux polynémes irré-

ductibles de degré 2.

2 Exercices de base

1. Soit p un nombre premier, montrer que pour tout k € {1,--- ,p — 1}, p divise (i)

2. Soit p un nombre premier, soient a,b € F,, montrer que (a + b)Y = a” + bP.
3. Montrer que Z/pZ est un corps ssi p est un nombre premier.

Si p est premier, montrer que ‘Z/pZX{ =p(p)=p-1
4. Soient a € N\ {0, 1}, et d,n € N, montrer que at — 1la"™ — 1 ssi d|n

3 Exercice calculatoires

1. Soit Fy = Fo [X]/ (X? + X +1)
Montrer que Yz € F},2° = 1.
2. Soit k un corps de cardinal q. Montrer que Vx € k,z¢ =z

3. Factoriser le polynome P = 3X> 4 4X? 4+ 2X — 4 dans F5 [X] et dans F7 [X]. Est-ce la
méme décomposition ? Ce polyndéme a-t-il toutes ces racines dans Fr?

4. Montrer que X2+ 2X + 2 est irréductible dans F7[X].

4 Exercice un peu plus difficile

On rappelle le critére d’Euler si k est un corps fini de cardinal ¢ = p? ou p est un nombre

premier :
X , .4zl %
a € k™ est un carré ssi a2 =1 dans k

1. Montrer que, pour un nombre premier p :

P =X?+1€TF,[X] est irréducible ssi p=3 mod 4
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5 Une application de la loi de réciprocité quadratique

On rappelle le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 (Loi de réciprocité quadratique). Soient p et q deux entiers impairs, alors :

-1 p—1
1. e —1 2
=
2 p-1
2. = —1 8
()=
P\ (4 p-la_l
3. =(=1)7 2
. @9 (1)

1. Soit a un entier premier impair. Montrer que :

(a) Sia=1 mod 4, alors a est un résidu quadratique modulo p ssi p =r mod a ou r
est un résidu quadratique modulo a

(b) Sia =3 mod 4, alors a est un résidu quadratique modulo p ssi p = + (b)2 mod (4a)
ou b est un entier impair premier a a.

6 Un test de primalité : Les suites de Lucas

6.1 Enoncé du théoréme

On va tout d’abord définir la suite de Lucas (V},), cy associées a I'entier relatif a € Z :

\Vo =2 Vi =a,Vig1 =aVj — Ve_1,Vk > 1

On va vouloir montrer le critére de primalité suivant :

Théoréme 6.1. soit n € N\ {0,1} tel que n est impair. Soit b € N impair, et a € Z et (Vi,)pen
sa suite de Lucas associée.
SUPPoOSons que :

1. (a2 — 4) est premier avec n

2. Vor1 =2 mod n

3. Pour tout diviseur premier ¢ de n + 1, Vay1 — 2 est premier avec n.
q

Alors, n est un nombre premier.

6.2 Notations des exercices préliminaires

Pour ce faire, on aura tout d’abord besoin de résoudre deux premiers exercices ou l'on doit
définir quelques objets : Soit p un nombre premier impair, et @ la classe de a modulo p.
On définit anneau polynomial A := F, [X]/(X? —@X +1). On notera que F, est alors un
sous-anneau de A.
Posons «a la classe de X modulo (X 2_aX + 1). On obtient alors que o« € A* et que :

o —ad-a+1=0,a+al=a
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6.3 Exercices préliminaires

Une fois que ces notations sont posées, on peut donc prouver ces deux premiers exercices :
(dans l'ordre que 'on veut, le deuxiéme étant le plus facile)

1. Premier exercice :
Soit A := a® — 4, supposons que le nombre premier impair p définit plus haut (s. 6.2) ne
divise pas A.
-1
Montrer alors qu’on a A" =41 mod p, montrer que :
-1
(a) — Si A" =1 mod p, alors o? ' =1
—1
— SiA"Z = -1 mod p, alors o? ™!t =1

(b) ¥m € Z, on a I’équivalence suivante :

a"=1ld"+ta ™" =2.

2. Deuxiéme exercice : Montrer la relation de récurrence suivante :

VkGN,Vk+pZ:ak+a_k.

Indications pour le premier exercice :

— Montrer que AP"! =1 mod p.

— Se rappeler que A est un corps de caractéristique p, cela signifie que Vai,as € A,
(a1 + az)? = d + ab. Comme @ est calculé modulo p, donc a” = a mod p.

— Pour la (b) : considérer la base (1,a) du F,—espace vectoriel A et montrer que

Vee A az?=0=z=0.

6.4 Démonstration du théoréme

Maintenant que ces deux exercices sont prouvés/admis, on va vouloir démontrer le théoréme
(les notations de la section 6.2 ne sont pas utilisées, elles serviront a la preuve.) :

Théoréme 6.2. soit n € N\ {0,1} tel que n est impair. Soit b € N impair, et a € Z et (Vi)
sa suite de Lucas associée.
supposons que :

1. (a2 — 4) est premier avec n
2. Vo1 =2 modn

3. Pour tout diviseur premier ¢ de n+ 1, Vat1 — 2 est premier avec n.
q
Alors, n est un nombre premier.

On peut démontrer le théoréme avec les étapes suivantes :

1. Poser p un diviseur premier de n, le but sera de montrer que n = p.

2. Utiliser les exercices précédents pour montrer que o™ = 1 et anTH # 1 pour tout
diviseur g premier de n + 1.

3. En déduire l'ordre de o dans le groupe multiplicatif A*.

4. Montrer ensuite que soit a?! =1, soit a?~!

5. En déduire que n + 1 divise p == 1 et conclure.
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1 Un test de primalité.

1. THEOREME DE WILSON :
Soit p € N\ {0, 1}, on a 'équivalence suivante :

‘p est un nombre premier ssi p divise (p — 1)! +1 ‘

avec D'indication suivante : montrer que 1+ (—1)?"' (p —1)! =0 mod p en étudiant les
racines de XP~! — 1.

2 Exercices sur les corps finis.

1. INVERSER DES ELEMENTS SUR DES ANNEAUX ET DES CORPS FINIS :
Soit A anneau A = Fs [X]/ <X3 +1).

(a) Factoriser X> 4 1 dans Fy [X]

(b) Lister les éléments inversibles de A, leur ensemble étant noté A*. Hormis 1, ont-ils
un lien I'un envers l'autre ?

(c) On rappelle que 1" on peut déterminer l'inversibilité et l'inverse d’un élément via
I'identité de Bézout.

Déterminer inverse de X2 + 1 dans le corps Fy [X] / <X4 + X +1).
2. DES POLYNOMES IRREDUCTIBLES DANS Fq [X] :

(a) Montrer que X? 4+ X + 1 est I'unique polynéme irréductible de degré 2 sur Fy [X].

(b) Lister tous les polynomes irréductibles de Fo [X] de degré 1,2, 3.

(c) Montrer que X* + X +1 € Fy [X] est irréductible.
Soit K =y [X]/(P). Quel est le cardinal de K 7 sa caractéristique ?

(d) Soit « la classe de X modulo P.
Montrer que « est un générateur de K*.

(e) Combien de générateurs posséde K*? Ecrire les coordonnées de chacun de ces géné-
rateurs dans la base (1, a,a?, a3) de K en tant que Fo—espace vectoriel.

3. CONSTRUIRE SON PROPRE CORPS FINIS :

Construire les corps Fy,Fg,Fig et Fos. Il n'y a pas de procédé général pour trouver un
polyndome irréductible de degré n, donc pour construire un corps Fpn

4. ISOMORPHISME ENTRE DEUX CORPS FINIS :
On sait que tout corps finis d’ordre p™ sont isomorphe.
Donner un isomorphisme explicite entre Fy [X] / (X* + X + 1) et Fo/ (X' + X5 +1)

D. QUELQUES PETITES FACTORISATIONS :
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(a) Factoriser X2 + X € Fy [X] en produit de polynomes irréductibles dans Fy [X].
(

b) Puis X%+ X dans le méme corps....
(c) Puis X% 4 X ...
(d) Enfin, X'% + X dans ce méme corps.

3 Trouver des inverses dans un corps avec de l’algébre linéaire.

Soit K = Qet P = X3+ X +1 € K[X], on note A la Q—algébre K [X]/(P). A est de
dimension 3.
On note « la classe de X modulo P. On sait que (1, «Q, a2) est une Q—base de A.

1. Exprimer X° 4 1 dans cette base.

2. On admettra que A est un corps.
NB :en fait, on peut montrer que P est irréductible via le lemme suivant :
n—1
Lemme 3.1. Si Z%‘X ' € Z[X] a une racine dans Q, alors cette racine est également
i=0
dans Z et divise ayg.

Comme on a ici un polynéme de degré 3, il suffit de montrer qu’on a pas de racine dans
Q.
3. On veut déterminer 'inverse de 1 + « dans la base (1, a, aQ) avec de ’algebre linéaire :
(a) Poser 'endomorphisme f :
QX]/(P) — Q[X]/(P)
a = a(a+1)
Montrer que cet endomorphisme est bijectif.
(b) Donner la matrice de f dans la base (1, a, oz2).
(c) En déduire 'inverse de (1 + «).

(d) Retrouver ce résultat avec I'algorithme d’Euclide.

4 Fonction de Mobius et polynomes irréductibles sur [,.
Dans cette partie, on va chercher & dénombrer le nombre de polyndémes irréductible d’un
corps finis F [X]. Le premier exercice portera sur la fonction de Mobius :

1. FONCTION DE MOBIUS :
On définit la fonction de M6bius g de la maniére suivante :

N* — {-1,0,1}

—_

sin=1
n — 0 si n a un facteur carré

(=1)"  sin=pi---p, (premiers distincts)
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(a) Montrer que p est multiplicative, i.e Vn,m € N* tel que m An = 1, u(mn) =
p(m) p (n).
1 sin=1
(b) Montrer que Z,u (d) = ) :
0 sinon
din
(c) Montrer la FORMULE D’INVERSION DE MOBIUS : si g (n) = Z f(d) alors :
dn
n n
F =Y g@n(5)=>9(5)n@

din din
2. APPLICATION N°1 :FONCTION D’EULER ET DE MOBIUS :

Montrer que pour n € N* :
pn) -~ u(d)
n o Z d

dln

3. APPLICATION N°2 :DENOMBRER LES POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE F, :
On va donc chercher & montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. Soit n € N*.

Notons A (n, ¢) 'ensemble des polynémes irréductibles unitaire de degré n de Fy [X]. On
note I (n,q) = #A(n,q).

On rappelle que :

x"-x=I] I P

d|n PeA(d,q)
Alors :

1
e Si p est la fonction de Mobius, I (n,q) = - Z,u (g) q°
din

e On a I’équivalent suivant :
qn
1 ~
(n’q) n—+oo n
e En déduire la probabilité de choisir un polynéme unitaire irréductible lorsque 1’on

choisit un polynoéme au hasard, de degré n, dans F, [z].




