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Résumé

Les fonctions usuelles, telles que les polyndémes, les fonctions trigonométriques, l’exponentielle et leurs inverses,
apparaissent assez tot dans une vie mathématique. Les fonctions spéciales, quant a elles, font leur entrée beaucoup plus
tard, lorsque les fonctions de la variable complexe sont abordées. L’enseignement les détache en effet de leur contexte
initial, la résolution d’équations aux dérivées partielles issues des problémes de la physique, pour lesquelles il n’existe
pas de théorie générale en dehors du cas linéaire. Dédiées a la résolution de problémes trés spécifiques pour combler
les trous de la théorie, les fonctions spéciales sont maintenant regroupées en une liste dont on se propose de traiter
quelques exemples classiques. Durant cette étude, nous tenterons de mettre en valeur le réle spécifique de la variable
complexe et avantage tiré de ses différences et similitudes avec la variable réelle par prolongement au plan complexe. Il
s’ensuit que les fonctions spéciales sont naturellement abordées au cas par cas. Nous avons choisi de détailler ’étude de
I’exponentielle comme cas particulier de fonction entiére non spéciale avant de nous intéresser aux fonctions spéciales I"
et ¢ de Riemann dont les singularités requiérent des arguments plus élaborés, en particulier pour déterminer la partie du
plan complexe ou le prolongement holomorphe est défini. Le cas de la fonction ¢ sera développé. La haute valeur ajoutée
des fonctions spéciales se vérifie dans leurs applications, en particulier I’établissement de relations fonctionnelles, dont

la formule des compléments donnée en développement pour la fonction I', et & la théorie des nombres pour la fonction

C.
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Premiére partie

Plan de la lecon

1 Fonctions usuelles et variable complexe

Le but de cette premiére partie est d’étudier dans quelle mesure des fonctions de la variable réalle se prolongent a la
variable complexe. On choisit de se focaliser sur I’exponentielle, et les fonctions trigonométriques qui en découlent, puisque

cette derniére posséde de bonnes propriétés sur C.

1.1 Fonctions entiéres usuelles

Afin de définir 'exponentielle en variable complexe, on part de son développement en série entiére de rayon infini, ce

qui en fait une fontion entiére.

Définition - Théoréme 1

18

Pour z € C on pose exp(z) =
n=0
Le Rayon de Convergence de cette série vaut +oo.

On peut déja énoncer plusieurs propriétés remarquables de ’exponentielle complexe :

Théoréme 2
1. z — exp(z) est analytique sur C (comme série entiére de rayon de convergence infini).

2. Pour tout 21,20 € C, e*17%2 = ¢* 2, Cette égalité découle d’un calcul de produit de séries entiéres, sous forme de

produit de Cauchy.

3. Pour tout z € C, exp(z) # 0. En effet, d’aprés ’égalité précédente, si exp s’annule en un point, elle s’annule sur
tout C. Or, e’ =1 # 0.

4. Pour tout z € C, 422 () = exp(z). On utilise pour cela simplement le théoréme de dérivation des séries entiéres.

On pourrait également utiliser la définition de la dérivée par la limite d’un taux d’accroissement, et les propriétés

de sommation de I’exponentielle pour prouver ce résultat.

On remarque que toutes ces premiéres propriétés reposent sur deux arguments : le rayon de convergence infini, et la
propriété d’additivité.

Le role central de ’exponentielle pour la variable complexe s’exprime notamment via I'application suivante :

Application 3
Tout nombre complexe z s’écrit sous forme trigonométrique : z = re'.
Cette écriture est utilisée dans la résolution d’équations & inconnue complexe par exemple, ou encore pour paramétrer des

arcs de cercles (voir les applications du théoréme des Résidus).

Corollaire 4
La restriction de l’exponentielle a la droite réelle, exp : R — R*, est le seul morphisme continu non nul de (R, +) dans

([Rj_, ><) (& automorphismes de R preés).

Preuve. Soit ¢ un tel morphisme, et (s,t) € R?. Comme ¢ est un morphisme, on a :

(s +1) = p(s)p(t)



En particulier, s = ¢ = 0 donne ¢(0) = ¢(0)?. Donc ¢(0) = 1 ou (0) = 0.
On intégre maintenant I’expression par rapport & une des deux variables, pour montrer que ¢ est dérivable. On vérifie
ensuite que ¢ vérifie une équation différentielle dont 1’exponentielle est la seule solution non nulle. La encore, le fait que

le morphisme est supposé non nul donne ¢(0) = 1. O

Application 5 (Loi sans mémoire)

Une variable aléatoire & densité sans mémoire suit nécessairement une loi exponentielle.

Preuve. En effet, on dit d’une variable aléatoire X qu’elle est sans mémoire si pour tout s,t € R, P(X > s+ t|X > t) =

P(X > s). En utilisant la formule du conditionnement P(X > s+ ¢|X > ¢) = FUX=sTDOX>1)

FX>0) on obtient

P(X >s+1t)=P(X > s)P(X > 1)

De 1a, si la variable est a densité, la fonction de survie est alors un morphisme continu de (R, +) dans ([Rj, ><), donc,

d’apres le corollaire 4, P(X > t) = e~ qui est la queue d’une exponentielle. O

Plus généralement, I'exponentielle complexe joue un role fondamental dans la théorie des probabilités, a travers la
transformée de Fourier.
Application 6 (Transformée de Fourier)

1. Si X est une variable aléatoire, sa loi est déterminée de fagon unique par sa fonction caractéristique :

Yx R —» C
t o E[eX]

2. ¢ caractérise I'indépendance entre plusieurs variables :

X et Y sont indépendantes si, et seulement si  ¢x vy (t1,t2) = @x (t1)ex (t2).

3. Si X admet un moment d’ordre n alors E [X"] = (71)"90()?) (0).

On définit maintenant les fonctions cosinus et sinus complexe :

Définition 7 (Fonctions trigonométriques)
Pour z € C on définit :
2n
—cos(z) = ¥ (1) oy
n>1
2n+1

— sin(z) = > (—1)nm

n>1
Proposition 8 (Formule de Moivre)
Les formules de Moivre que I'on connait en variable réelle sont ici encore valables :

eiz + e—iz eiz _ e—iz

Pour tout z € C, cos(z) = 7 ) sin(z) = %

Remarque
Attention cependant, il n’est plus question ici de parler de partie réelle ou imaginaire. En effet, le cosinus et le sinus

complexes peuvent prendre des valeurs complexes. Par exemple, sin(i) = 4.sinh(1) € i.R. Par contre, la définition de



ces fonctions comme des séries entiéres, de rayon de convergence infini, permettent d’obtenir la méme régularité que

I’exponentielle.

Proposition 9

Les fonctions cos et sin sont analytiques sur C et non bornées sur C.

Remarque
Le fait que ces fonctions soient non bornées provient du théoréme de Liouville, puisque cosinus et sinus sont analytiques

sur C. Cela constitue leur principale différences avec la variable réelle.

Application 10
En variable réelle, (cos,sin) est une base de 'espace des solutions de f” + f = 0.

1.2 Inversion de I’exponentielle complexe

L’exponentielle réelle est une bijection de R dans R. On peut donc définir sa réciproque, le logarithme néperien.

Définition 11

Le logarithme In : R} — R est défini comme la réciproque de exp : R — R*.

Remarque

On peut aussi le définir comme la primitive de = +— % sur R% nulle en 1.

Si Pexponentielle complexe est surjective (grace notamment a Pécriture des nombres complexes sous forme trigonomé-
trique), elle n’est en revanche pas injective. Par exemple €® = 1 = ¢?™. On ne peut donc pas inverser I’exponentielle sur
tout C. Cependant, lorsque 1’on restreint I’espace des arguments possibles, on peut définir une fonction logarithme, qui

permet d’inverser ’exponentielle. On utilise pour cela la méme idée de primitivation qu’en variable réelle.

Théoréme 12 (Inversion de ’exponentielle complexe)
Soit d, une demi-droite d’origine et d’argument c. (voir figure 1)

La fonction
exp @ {z€Ctqa<Im(z)<a+2r} — C\d,
z = ée*

est bijective et posséde un inverse analytique sur C\ d, défini par

log(2) = | ) fdé+a

ol zg € dgyr de sorte que C\ d, est étoilé par rapport & zp, et ¢y est une constante telle que ¢g = exp(zg) et
Im(cp) € o, a + 2.
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FIGURE 1 — Inversion de I’exponentielle pour des arguments restreints
Remarque

Le fait que C\ d,, soit étoilé par rapport a zp permet d’intégrer sur le segment [zg,21] C C\ da.

Application 13
La détermination du logarithme complexe permet de définir les fonctions puissances sur C privé d’une demi-droite partant

de lorigine.

1.3 Théorie de ’indice

Définition 14 (Indice)

L’indice d’un point a € C par rapport a un chemin fermé continu « : [0, 1] — C vaut

1 dz
Ind(’y,a) = %\% > —a
v

Remarque
Intuititivement, I'indice d’un point par rapport & un chemin fermé représente le nombre de tours que le chemin effectue

autour de ce point.

Proposition 15
L’application
Ind(v,.) : C\~A([0,1]) — Z
a +— Ind(vy,a)

est bien définie et continue.

Application 16
Le logarithme complexe ne peut pas étre prolongé analytiquement sur C. En effet, si c’était le cas, z — % serait une
primitive d’une fonction analytique sur C, donc son intégrale serait nulle sur tout chemin fermé. Or, si on choisit le

contour défini par le cercle unité dans C, l'intégrale f$1 d—; vaut I'indice de 0 par rapport au contour -, donc vaut 1 # 0.

L’indice intervient trés classiquement dans le Théoréme des Résidus, énoncé ci-apreés :

Théoréme 17 (Théoréme des Résidus)

Soit f une fonction méromorphe d’un ouvert U C C dans C, et P I’ensemble de ses poles.



Alors pour tout lacet +,

7{ f(z)dz = 2ir Z Ind(~, a)Res(f, a)

acP

ot Res(f,a) est le Résidu de la fonction f au point a.

Ce théoréme permet, entre autres, de calculer de nombreuses intégrales de fonctions qui ne sont pas forcément & variable

complexe, comme par exemple la transformée de Fourier d’'une gaussienne.

Application 18

o0 : o0
sinx T e 2
/ dx:§ et / e ey = /me 1
0

T —00

On 'utilise également pour établir des équations fonctionnelles, comme celle de la cotangente, utile dans la preuve du

prolongement de ¢ a C.

Application 19

1 2ax~ 1
cotan(ra) = — — — -
Ta m“=n?-a

Pour tout a € C\ Z.

2 Fonction Gamma et applications

La fonction I' constitue notre premier exemple de fonction spéciale. Sa formulation intégrale permet d’en déterminer le
domaine de définition sur I’axe réel ou les premiéres propriétés classiques sont valables, avant de la prolonger a I’ensemble
des complexes de partie réelle strictement positive. Nous verrons dans cette partie que cette fonction interpole la factorielle
sur 'ensemble des entiers naturels, et qu’elle peut étre prolongée en une fonction méromorphe sur C de poles les entiers

strictement négatifs. Nous nous intéresserons ensuite a quelques relations fonctionnelles classiquement vérifiées par I'.

2.1 Deéfinition et prolongement

Définition 20

La fonction I peut étre définie par une intégrale & parameétre. Pour Re(z) > 0, on pose

o0
T(z) = / t*"le~tdt
0
Le théoréme d’holomorphie sous I'intégrale nous permet d’établir la proposition suivante :

Proposition 21
La fonction I' est holomorphe sur {z € C,Re(z) > 0}.

Preuve. Pour appliquer le théoréme d’holomorphie sous 'intégrale, on se restreint a des domaines de la forme 0 < § <

Re(z), et on utilise l'intégrabilité de I'intégrande au voisinage de 0. O
Une intégration par parties donne la proposition suivante :

Proposition 22
Pour tout z € {Re(z) > 0}, I'(z + 1) = 2I'(2).



Application 23
De la proposition précédente, on déduit une expression de la factorielle en fonction de I" aprés une récurrence élémentaire :
Pour tout n € N, I'(n) = (n — 1)L

Proposition 24 (Equivalent de Stirling continu)
Pour t € R,
L(t+1) ~tre " Vort

Ce résultat utilise la méthode dite de Laplace (cf Rouviére, [6], p349).

Application 25 (Equivalent de Stirling discret)

Application 26
Soit X,, ~ B(n,p,) une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres (n,p,), avec np, — p.

Alors (X,),, <1 converge en loi vers P(p) la loi de Poisson de paramétre p.

Théoréme 27

La fonction I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C dont
— les poles sont les entiers négatifs,

(="

n!

— les résidus valent Res(I', —1) =

Définition 28 (Transformée de Laplace)
Pour f: Ry — C mesurable, on pose og = inf{oc € R tq f(x)e?® est intégrable}.
Alors pour tout z € C tel que Re(z) > 0g, on pose

LOE = [ e

Remarque

On remarque que I'(n) = L(x + 2" !)(1). On en déduit que la fonction I' peut s’interpréter comme la transformée de
Laplace des monémes. Plus généralement, la transformée de Laplace constitue un prolongement naturel de la fonction
I'. Comme la transformée de Fourier, elle est classiquement utilisée en physique pour résoudre les équations aux dérivées

partielles.

2.2 Relations fonctionnelles

La fonction I' posséde d’autres expressions que la formulation intégrale, qui peuvent étre choisies comme autant de

définitions alternatives, utiles lorsqu’il s’agit de démontrer des propriétés complémentaires.

Théoréme 29 (Formule des Compléments)
Pour tout z € C\ Z,

s
I'(z)I'(1—-2) =
(2)T( 2 sinz
Preuve. La preuve pour 0 < Re(z) < 1 est détaillée en fin de document, et fait I'objet d’un développement. O

Remarque

Cette relation fonctionnelle entre la fonction I' et le sinus complexe est donc valable en dehors des zéros du sinus, qui



sinz
T b

constituent donc des poles de cette fonction. En revanche, lorsqu’on inverse 1’expression pour obtenir I‘(z)I‘l(lfz) =

cette relation est valable sur tout C. (Question posée par le jury)

Proposition 30 (Définition de Weierstrass)

On peut également définir la fonction I' comme un produit infini de fonctions holomorphes.

1 i z
74 d —z/n
Pour z € C, ) e nl:ll (1 + n) e

Preuve. On commence, en fait, par exprimer I' a 'aide du produit d’Euler : pour Re(z) > 0,

n*n!
I'(z) = 1
() nggoz(z—l—l)(z—kn)

Cette relation se montre en considérant la suite de fonctions f,(t) = L) ,((t) (1 — £)" #*~ que 'on intégre sur ]0, +ool.
Le Théoréme de Convergence Dominée permet de montrer que I'(z) est la limite de cette intégrale. Au moyen d’une

n*n!

GG On passe ensuite a la limite pour

récurrence, on montre enfin que cette intégrale est égale au produit
obtenir 1’égalité souhaitée.

O

Remarque
Cette écriture permet, en étudiant les propriétés du produit infini, de montrer que I' se prolonge en une fonction méro-

morphe sur C privé des entiers négatifs, et que I' ne s’annule pas.

Application 31

o]
Avec la formule des compléments, on obtient sinmz = 7z [] (1 + Z—z)
n=1

Ce qui, évalué en 1/2, donne 7 =2 [] (#’i).
n>1

Application 32 (T en probabilités) — On peut définir une loi de probabilité a 'aide de la fonction ', notée (&, 6),
d d 't’ _ Ik*le—m/e:ﬂ_
e densité f(z) = Fmer La>0}-
— La somme de n variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi exponentielle de
paramétre 6 suit une loi v(n, 0).
— Loi du x?(n) : c’est le nom donné a la loi I'(n/2,1/2). Cette loi est trés utilisée dans les tests d’adéquation & une

loi en statistiques.

3 Fonction Zéta de Riemann et nombres premiers

La fonction ¢ constitue le deuxiéme exemple de fonction spéciale étudié ici. De la méme facon que pour la fonction I,
on la définit dans un premier temps au moyen d’une somme de série, dont on connait les propriétés sur un certain domaine

de C, avant de chercher a prolonger la fonction au moyen d’équations fonctionnelles.

3.1 Définition et propriétés

Définition 33
Pour Re(s) > 1, on pose



Théoréme 34
La fonction ¢ est holomorphe sur {Re(s) > 1}.

Preuve. De la méme fagon que pour I’holomorphie de I' sur Re(z) > 0, il faut ici, pour appliquer le théoréme d’holomorphie,

se placer sur des domaines de la forme 1 < § < Re(z). O

Remarque (Question posée par le jury)
On peut d’ores et déja étudier la limite de ((k) quand k € N et k — +o0.

On utilise pour cela une comparaison série-intégrale : soit n # 2 et k > 2. Alors f:“ ﬁdt < ﬁ < fn L dt.

n—1
D’ou
N+1 g N N
1 —dt < — <1 —dt
+/2 tk — 7;1 ’I'Lk — +/1 tk

o+

On intégre, pour obtenir

R L eyl ! 1
(k=121 (k—1)(N+1D1 = Zph =" " k=1 (k—1)Nk-!

On passe d’abord & la limite en N — 400, puis en kK — +00 et on obtient par théoréme des gendarmes :

lim ((k)=1

k—+o00

3.2 Equations fonctionnelles et applications

Proposition 35 (Equation fonctionnelle de ()

Pour s € C\1, on a l'identité suivante :

C(s) =2(2m)* 7T (1 — 8)¢(1 — s) sin (%)
Cette équation fonctionnelle permet d’obtenir le théoréme suivant :

Théoréme 36 (Prolongement de ()
La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe & C, avec un unique pole simple en 1, de résidu 1.

De plus, pour n < 0, ¢(2n) = 0. Les entiers négatifs pairs sont appelés zéros triviaux de (.
Preuve. Cette proposition fait ’objet d’un développement, détaillé en fin de document. O

Remarque Culturelle 37 (Conjecture de Riemann)

Les zéros non triviaux de ¢ ont tous % pour partie réelle.

Théoréme 38 (Produit d’Euler)

La fonction ¢ s’exprime comme un produit infini faisant intervenir les nombres premiers :

1

1—p—s

Pour Re(s) > 1, ((s) = H

peEP

Application 39

On obtient alors un équivalent de la somme des inverses des nombres premiers :

10



Pour Re(s) > 1, Z — ~ In
peEP

Deuxiéme partie

Développements

4 Formule des Compléments

La formule des compléments est une équation fonctionnelle qui permet de faire le lien entre la fonction I' et le sinus
complexe. On montre 1’égalité sur un intervalle ouvert de R, et I'on peut ensuite prolonger le résultat a la bande ouverte de
C correspondante en utilisant I’holomorphie des fonctions en jeu sur cet ensemble et leur égalité sur un domaine contenant

un point d’accumulation. On pourra trouver ce développement dans livre de développements de J. Bernis [1].

Théoréme 1
Pour tout z € C tel que Re(z) €]0,1],

Etape 1

La premiére étape consiste a calculer, pour z €]0, 1], I'(z)I'(1 — x) sous forme d’intégrale.

Soit = €]0,1[. On a :

Mz)I(1-=x) = / ! e_tdt/ s "e *ds
0

0

Les intégrandes étant toutes positives, le théoréme de Fubini-Tonelli permet de réécrire le produit des deux intégrales sous

()T(1 - z) = / / (f) Lo+ dsar
0 0 S

On introduit maintenant le changement de variable :

la forme d’une intégrale double :

o R < (R
(s,t) — (s+1t,1)

¢ est bien un C!-difféomorphisme. On calcule le Jacobien de son inverse, en notant v = s+t et v = § :

1 s+t 2 U

s
don [J,a]= = %
52 ot | o] s+t (1+wv)2

|J<P‘ =

W= =

_t
32

D’autre part, on a 1 = L£2,
uv

Revenons maintenant au calcul. La formule de changement de variable qui en résulte et

le théoréme de Fubini-Tonelli entrainent, compte tenu de 1’égalité 0+°° e %du=1":

11




R e 1+v  u
I'(x)I'(1 —xz) = Te v ———dud
(2)[(1 — x) /0 /0 v¥e w (1102 udv
o0 r—1 o0
F':T/ Y (/ e‘“du) dv
o 14+v\Jy
oo, xr—1
:/ Y dv
o l1+w
_/oo dv
Jo (1 +w)

On utilise V'invariance de I'(z)T'(1 — ) par changement de variable  — 1 — x, pour finalement obtenir

[(z)T(1 - z) = /OOO %

La fonction I" étant définie sur la bande {Re > 0}, la quantité I'(x)I'(1 — z) est bien définie pour « € [0, 1]. La fonction

T est donc intégrable sur |0, +o0].

_1
= (1+1)
On a donc obtenu une expression de I'(z)I'(1 — z) sous forme intégrale. L’étape suivante consistera a calculer cette

intégrale a I’aide du théoréme des résidus.

a!

FIGURE 2 — Contour d’intégration pour le théoréme des Résidus

Etape 2

On va donc calculer I'intégrale

/°° dv
o v¥(1l+w)

12



On va utiliser pour cela le Théoréme des Résidus, appliqué a la fonction suivante :

f: C — C

z L

z*(142)

f est méromorphe sur C, et posséde deux poles simples, 0 et 1. On intégre f sur le contour C présenté sur la figure 2. On
décompose ce contour en quatre parties, les deux segments et les deux arcs de cercle, que 'on paramétrera séparément.
On fait ensuite tendre ¢ vers 0 et R vers +oc.

Munis de ce contour, on peut maintenant choisir une détermination du logarithme complexe qui nous permet de bien

x z(In |z|+140)
b

définir le terme 2% dans I’expression de f. On choisit la détermination de droite R™, i.e. pour 2 € C, 2% =e
avec 6 €]0, 2x[. Il faudra dans la suite du calcul faire attention & 'argument des complexes lorsque ¢ tend vers 0 : sur le

segment 7o, Pargument de 2% = ®1°8(2) tend vers 27, alors qu’il tend vers 0 sur le segment 7.

> Théoréme des Résidus

Le Théoréme des Résidus appliqué & f donne

/ f(2)dz = 2inRes_1(f) = 2im(—1)"" = 2ire '™
c

Il est important de remarquer que le fait que (—1)~% = e~¥"® provient de la détermination du logarithme choisie.

> Intégrale sur v

On utilise la paramétrisation suivante :

7 ¢ er2mr—0.r] — C
t — Re't
ol fc p = arcsing 3 0
On remarque que pour tout ¢ € [0, 27] :
If(Re")Re™ | < < i, VR > 2.
~ R*1Y(R-1) — R®
d’ou on déduit )
T2 4 4
< —dt=— im — = 0.
/n f(z)dz| < . T dt Rav  Avec REI—EOORI 0

Et la convergence est uniforme par rapport a € > 0, au sens suivant :

Vo >0, dRy >0 t.q.: YR > Ry, Ve >0, <9

[h f(z)dz

lim lim /f(z)dz:().
71
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> Intégrale sur ~3

On utilise une paramétrisation analogue :
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L’intégrale de f sur cet arc de cercle devient alors :

3r

E2 —jee”
s [ e

2

Ici encore une majoration par inégalité triangulaire suffit a conclure sur la limite de cette intégrale quand € — 0. En effet,

—jee”i

(E e—it)w(l + Ee—it)

€
< ~ e 50 carl—z>0
5”0(1—5) e—0 e—0

> Intégrale sur s :

On paramétrise le segment comme suit :
Y2 : [-VR?-¢2,00 — C
t — —ie—1

L’intégrale de f sur ce segment devient alors :

0 —~dt
/72 f(z)dz = /_mf (—ie — )°(1 —t — ie)

VRT=Z a
/0 (—te +t)*(1+t — ie)
oo dt

- _/0 Lo,v—e) (1) (—ie +t)*(1 +t — ic)

ou la deuxiéme égalité est obtenue en effectuant le changement de variable ¢ — —t.

On applique le Théoréme de Convergence Dominée pour calculer la limite en ¢ — 0.

— Pour tout t € Ry, ]l[o \/R2—52](t)( — ﬂ[O’R]m en tenant compte de la détermination du

—1
—ie+t)* (1+t—ie) .,
logarithme choisie, I’argument de —ic + ¢t tend vers 27.

— Pour t € Ry, ]l[oa\/RQ—EQJ(t)(—is+t)”1(1+t_i5) < tw(11+t). En effet, pour t € Ry,
[t —ie| = Vi2+e2> V2 =t
et de méme, [1+¢—ig| = /(1 +t)2+e2>1+t.

De plus, on a vu a la fin de la premiére étape que est intégrable (le fait que x € [0, 1] est crucial). On a donc

1
A+
dominé l'intégrande par une fonction intégrable sur [0, +00].

Le Théoréme de Convergence Dominée donne alors

e—0

[ 108 - [ om0 g
z)az — -
o o [0,R] te teﬂ'J;(l + t)

Un deuxiéme TCD, avec la méme domination donne également, pour la limite en R — 400

+oo dt
lim lim f(z)dz = 7/ T oia T T
R—+o0e—0 /. 7 2T (1 4 t)

> Intégrale sur v, :

14



On paramétrise le segment de maniére similaire a =9 :
v ¢ [0,vVRT—¢? — C
t — de+t

L’intégrale de f sur ce segment devient alors :

VR &
/74 f(z)d’z:/o (ie + ) (1 + t + ic)

e dt
:/0 Lo, vrr=e] (1) (ie + )= (1 + t + ic)

On applique encore le Théoréme de Convergence Dominée pour passer a la limite en € — 0 :

— Pour tout t € Ry, ]l[o VR (t) (i5+t)1(11+t+i6) " Ljo,R) m en tenant compte de la détermination du logarithme
) e—

choisie, 'argument de i 4 ¢ tend vers 0.

— On domine de la méme fagon que précédemment : pour ¢t € Ry, ]l[o VEE=T] (t) (ie+t)r(11+t+ie) < tw(11+t)7 intégrable
sur [0, +oo.

On obtient donc, aprés avoir appliqué une nouvelle fois le TCD pour passer a la limite en R — 400,

too gt
/ fz)dz — _—
4 e—0 0 tm(l + t)

R—+o00

> Retour au Théoréme des Résidus
En passant a la limite en € — 0, puis en R — +0o dans 1’égalité donnée par le Théoréme des Résidus, on obtient :

2ime T = izz)r(L) ( 5 (z)dz:—i—/v2 f(z)dz—i—[y3 f(z)dz+/ f(z)dz)

R—+o00 RES

. +oo dt +oo dt
:0—e—2m‘/ 7+0+/ FrYEREY
o tr(1+1) o tr(1+1)

, oo dt
—(1— —2imx
(1—=e™27) /0 (1 +1)

On en déduit que pour tout z €]0, 1], on a

teo dt e~im® T
/ - EY — = —
o tT(1+4+1¢) 1—e=27m  gin(wz)
On a donc finalement bien montré que pour tout z €]0, 1],

™

M@l —=) = sin(mx)

On étend la validité de cette formule & tout z tel que Re(z) €]0, 1] par prolongement analytique des fonctions holo-
morphes I'(2)['(1 — z) et =—F— sur cette bande.

sin(mz)
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5 Prolongement de la fonction Zéta de Riemann au plan complexe

La fonction ¢ de Riemann est définie facilement sous forme d’une série pour les complexes de partie réelle strictement
plus grande que 1. L’objet de ce développement est de montrer que cette fonction se prolonge en fait en une fonction

méromorphe sur C, dont 'unique pole se situe en 1 et est simple. Cette preuve est décrite dans le livre de Conway [3].

On utilisera pour ce développement les deux lemmes suivants :

Lemme 1
Pour ¢ € R%,

it 2 1
cotan <2> it ! Z t2 + 4n272

n>1
Ce lemme est démontré aprés le développement. Il repose essentiellement sur le théoréme des Résidus, appliqué a un

contour bien choisi.

Lemme 2
Pour tout z € {Re(2) €]0,1[},

/+°° 1 ™
dt = —
o t*(141) sin(7z)

Ce dernier lemme est démontré dans la preuve de la formule des compléments, dans 1’étape 2.

On cherche donc & démontrer le théoréme suivant

Théoréme 1

¢ admet un prolongement méromorphe & C admettant un poéle simple en 1.

Etape 1 (Relation fonctionnelle avec Gamma)
Soit = €]1,4+00[. On a vu dans la partie II de la legon que pour un tel z, la fonction Gamma est bien définie sous sa forme

intégrale.
Onal(z)= [Tt~ te "dt.

Soit maintenant n € N*. On a n™*T'(z) = [~ (£)" Letdt.

Le changement de variable u = % donne alors

(o)
n~*T(z) = / u" e ™ duy
0

On somme alors sur les n > 1, et on intervertit 'intégrale et la somme en appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli

(Vintégrande est positive). On obtient :

()T (z) = /000 u” ! Ze_"“ du = /000 ! du (1)

Or, la fonction z fooo %du est holomorphe sur Re(z) > 1.
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En effet, pour tout z € C tel que Re(z) > 1, il existe A > ¢ > 1 tel que A > Re(z) > d > 1. Alors

w1 uRc(z)—l U Siu>1
_ < ev—1
= s—1
et —1 et —1 v Sio<u<l

Or, ce dernier terme est intégrable sur R* | car d’une part

fj:ll ~ u®~2 qui est intégrable sur |0, 1] puisque § — 2 >
- u—0

1—2=—1, et d’autre part Z:‘:i ~ uA72e™" qui est intégrable sur |1, +oo[.
- uU—r 00

Donc l'intégrale & paramétre est holomorphe sur tout domaine de C de la forme A > Re(z) > 4, donc sur Re(z) > 1.
Par ailleurs, les fonctions ¢ et I' sont également holomorphes sur ce domaine, donc leur produit I’est aussi.

L’équation (1) nous donne alors I’égalité de deux fonctions holomorphes sur un ensemble admettant l’axe |1, +o00[ pour

points d’accumulation, donc le théoréme de prolongement analytique nous assure que

o z—1
C(2)T(2) = / ;L 1du pour tout z tel que Re(z) > 1
0 _

Etape 2 (Prolongement a4 0 < Re(z) < 1)
Le probléme a un prolongement immédiat avec la formule obtenue en (1) se situe dans l'intégration au voisinage de 0

lorsque z est proche de 1.
On cherche donc a s’affranchir de ce probléme en découpant 'intégrale : Pour tout z € Re(z) > 1

0o ,z—1 1, 2-1 oo ,z—1
C(2)T(2) :/ Y du :/ Y du+/ 4 du
0 ev —1 0 e —1 1 ev —1

On va maintenant utiliser le développement limité de I’exponentielle au voisinage de 0 pour écrire

1 11
= —_ - 1 2
o T.50u 3 tod) (2)

En particulier, cela nous permet d’affirmer que eu171 — % est bornée au voisinage de 0.

Ainsi, on écrit

1 21 1 1
1 1 1

/ u du = / w ! ( - ) du —|—/ W du
o ev—1 0 e*—1 u 0 U

On a donc finalement

! 1 1 1 >yt
C(2)T(2) :/ wL ( - ) du+ —— +/ ;: ldu pour Re(z) > 1.
0 1 -

et —1 wu z—1
N——

(a) Pole en 1 (b)

— (a) : Ce terme est holomorphe sur {Re(z) > 0} . En effet, pour z € {Re(z) > 0}, il existe § > 0 tel que § < Re(z).

— %’ < u9~1M ou M est une borne de eul—1 - % sur ]0, 1[. Cette borne existe bien car on a vu

z—1|

Alors |u
que la fonction était bornée au voisinage de 0, et qu’elle est de plus continue sur ]0,1]. On peut donc appliquer le

ev—1

théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, qui nous donne ’holomorphie du terme (a).
— (b) : Ce terme est également holomorphe sur {Re(z) > 0}. Pour le montrer, on applique le théoréme d’holomorphie

sous l'intégrale en dominant sur des domaines de C de la forme 0 < Re(z) < A.
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Par prolongement analytique, ¢.I' est donc méromorphe sur Re(z) > 0, avec un pole simple en 1. De plus, I' est

holomorphe et ne s’annule pas sur Re(z) > 0 donc pour tout z € {Re(z) > 0},

1 o 1 1 1 R TEa
¢(z) = x(/ou (e“l_u)du+zl+/1 e“ldu)

Holomorphe Méromorphe

3
&

On a donc prolongé ¢ en une fonction méromorphe sur Re(z) > 0, avec un pole simple en 1, de Résidu 1.

Etape 3 (Prolongement a —1 < Re(z) < 0)

On réutilise la relation fonctionnelle obtenue a 1'étape précédente pour z € {0 < Re(z) < 1}. On remarque que pour

—1 < Re(z) < 1, la fonction u — u*~2 est intégrable sur |1,4o0[ et que — [~ w*~2du = 5.

On utilise cette remarque dans la relation fonctionnelle : pour 0 < Re(z) < 1, on a

1 L 1 1 [e%s} ) '] uz—l
I'(z) = = — = )du— #74d d
C(2)(2) /o u (e"—l u> U /1 U u—i—/1 ] U

1 1 —1 0o
1 1 1 u® 1 1
z—1 z—1
= — 24 - )du-— d - >)d
/Ou (e"—l u+2) Y /0 2 u+/1 u (e“—l u) b

ou on a, pour la derniére égalité, rajouté le terme suivant du développement de e%l au voisinage de 0.

#+= = 1 —140(u) qui nous permet d’affirmer que
el w0 U

1 1 1
z—1 z
“ (e“ -1 u 2) WSo Y
qui est intégrable sur |0, 1] . Ainsi la fonction

1
11 1
> =1 ——+-]d
: /0“ (e“l u+2>“

est holomorphe sur le domaine —1 < Re(z) < 1 (Appliquer le théoréme d’holomorphie sous l'intégrale en dominant sur

un domaine de la forme —1 < § < Re(z) < 1).

On développe a un ordre supérieur 'expression (2) :

. 1 U/271 o 1
Par ailleurs, [; “5—du= —5-.

Enfin, la fonction z — floo w1 (eulq — %) du est holomorphe sur le domaine Re(z) < 1 (séparer la fraction en deux, et
appliquer le théoréme d’holomorphie. On domine Iintégrande de la premiére en majorant simplement u*~! par 1, et la

seconde sur des domaines de la forme Re(z) < < 1).

On obtient done, pour —1 < Re(z) < 1, et puisque I" ne s’annule pas sur C :
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<
)

1 A | 11 Lyt > (1 1
€-rg e (L ara) o [ e [ (Fe ) )

1 /1 a1 Loy L1 /°° a1 1 4
L'(z) Jo et—1 u 2 (z)z  T(2) Jx et —1 wu
Y A | 11 1 1 [ 1 1
= - R — ) du — - z—1 _2\a
F(z)/o ! (e“—l u+2> B 2T (z+1) +r(z)/1 u (eu_l u) u
———
Holomorphe Holomorphe car Re(z+1)>0 Holomorphe

On a donc prolongé ¢ au domaine —1 < Re(z) < 0.

Etape 4 (Prolongement a Re(z) < —1)

On a obtenu a I’étape précédente la formule suivante pour tout —1 < Re(z) < 0 :

! 1 11 1 o0 1 1
T — z—1 _ - = z—1 =
JORQ /0 “ (e“—l u+2>du 2z+/1 " <e“—1 u) du

On remarque que pour —1 < Re(z) < 0, u — u*~! est intégrable sur |1, +oc[, et que —i = 100 %uz_ldu.

On a alors, en regroupant les termes,

On remarque que pour tout u € R4,

R S
1t o (&
v —1 " 0y

On utilise ensuite la formule de la cotangente énoncée au lemme 1. On a donc

1 1 1 1
2419 -
e“fl+2 u+ u;u2+4n27r2

Soit maintenant x €] — 1,0[. En combinant ’équation fonctionnelle précédemment obtenue, valable pour de tels z, et
le calcul sur la cotangente, on obtient :

)
1
_ rz—1
(@) () = / w2 e | O

L’intégrande étant positive, on applique Fubini-Tonnelli, puis on réalise le changement de variable ¢ = 52—, a n fixé :

00 u® T R A -1
I(z) =2 ——5du’= 2 [ ——dt 2nm)”
rw) =23 [t 2 [ e S

—_———
=(2m)*~1¢(1-x)

Par ailleurs, le changement de variable v = t2 et le lemme 2 donnent pour I'intégrale restante :

x @ 1 [ p2le-D) 1
/ ﬁdtzf/ C —dv=s——t
o L1+t 2o 14w 2sin(5(1 —x))

On termine le calcul a l'aide de formules trigonométriques :
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1 T T LT
§Sin(g(1 —z)) sin(rx) s1n(§x)

Revenons maintenant a {. On a obtenu, toujours pour = €] — 1,0],

2 T s
== 7 sin(=x)2r)F (1 -
C(#) = 5 gy (5 ) 2 (1 = 0)
La formule des compléments, valable sur C privé des entiers, donc sur | — 1, 0[, donne encore ﬁsinfm) =T - 2).

D’ou finalement
C(z) = 20(1 — ) sm(gm)(%)w-lga —2)

Or, Re(z) < 0 < Re(l — 2) > 1, et la fonction z — 2I'(1 — 2) sin(52)(27)*~*¢(1 — z) est holomorphe sur Re(z) < —1
(on utilise ici en particulier le fait que ¢ est une fonction holomorphe sur Re(z) > 1).

La théoréme de prolongement analytique nous permet de conclure, et de prolonger ¢ en une fonction holomorphe sur
Re(z) < 0.

On a donc bien prolongé ¢ en une fonction méromorphe sur C, admettant un unique pdle, en 1, de résidu 1.

Preuve du lemme 1

Soit @ € C\ Z. On va appliquer le théoréme des résidus a la fonction

f:z—

( )
cotan(mz
Z2 - a2

qui est méromorphe de poles a, —a, et tous les entiers, sur le contour rectangulaire ci-aprés, ot n est choisi de fagon a ce

que le point a se trouve a l'intérieur du contour. En faisant ensuite tendre n vers +o0o, on obtiendra le résultat souhaité.
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F1GURE 3 — Contour d’intégration pour la formule de la cotangente

Ces choix sont motivés par le fait qu’ainsi, le contour englobe plusieurs poles de la fonction f sans en rencontrer : a, —a,

et les entiers compris entre —n et n inclus.

Le théoréme des Résidus donne alors :

1
5= | 1) = Res(f,a) + Res(f,~a) + 3 Res(/.b)
2w J,
n |k[<n
On calcule :
— a est un pole simple de f. Donc Res(f,a) = (z — a)f(2)|.=4« = 5, cotan(ra)
— —a est également un pole simple de f, donc Res(f, —a) = —g-cotan(—7a) = 5-cotan(ra)

— soit k € [0,n], k est un pdle simple de cotan, car c’est un zéro simple de la fonction sin. Donc Res(f, k) =
. . (k) 4 _
Zhir]lc(z - k)f(z) - ﬂ-;gb_;; zhE)rllc Slfl(T:LZ)

Or, sin(nz) = sin(w(z — n) + 7n) = (=1)"sin(w(z — n)).

: z—m_ _ (_1\nT; z—n _ (="
Donc ;IE)I}C sin(mwz) — ( 1) zhif}c sin(w(z—n)) — w
D’ou finalement Res(f, k) = ﬁ = Res(f,—k). On va donc, dans la somme, isoler le terme k& = 0 et regrouper

les opposés.

On a alors obtenu

1 ™ I 2
- /’Yn f(Z)dZ = Ecotan(ﬂa) — ﬁ + kz::l m

2

Etape 1 (Majoration de cotan sur le contour)
Soit z € C. On note z = = + iy, avec z,y € R.
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Alors, grace a la formule de Moivre, on a cos(z) = g +2€7iz _ cos@(er ey)—: sin(a) (e —e?) _ cos(z)cosh(y)+i sin(z)sinh(—y).

On passe au module pour obtenir | cos(z)|? = cos(z)? + sinh(y)?

De méme, on a sin(z) = isin(z)cosh(y) + cos(z)sinh(—y), donc |sin(z)|? = sin(z)? + sinh(y)?.

2 _ cos(mx)?+sinh(ry)?

On obtient donc |cotan(7z)|* = STCEETNEmER

Soit n € N.
— Si |z| = n+ 3, c’est a dire si z est sur 72 ou 74, alors cos(rz) = cos(+m(n + 1)) = 0. Donc |cotan(rz)[* =
sinh(7y)? <1
1+sinh(7y)2 —
— Si |y| = n, c’est a dire si z est sur 47 ou 73, alors on minore sin(wx)? + sinh(ry)? > sinh(7ry)?, et on majore

14sint 2 - P
7*'.“}? ()™, Ainsi, cotan est bornée sur le contour.
sinh(mn)? 1o

Donc il existe M > 0 telle que pour tout n € N et z € 7, |cotan(wz)| < M.

cos(my)? < 1 pour obtenir |cotan(mz)[? <

Etape 2 (Convergence des intégrales sur le contour)

On va pouvoir grace a la majoration effectuée précédemment, controler la valeur des intégrales sur le contour lorsque
n — 0o.

> Sur 71, on paramétre le segment comme suit :

v : [-n—3n+3 — C
t — in—t

On a alors, en appliquant I'inégalité triangulaire et en utilisant la majoration démontrée précédemment :

f(z)dz

nty o+ 1
g/ T Mdt<aM T g
n
71

s =t — [aP T JaP noe

Car n est choisi tel que |a| < n.
> On traite de la méme fagon les intégrales sur les autres segments, pour obtenir

(2)dz — 0, Vke{1,2,3,4}
n— oo

Tk

Etape 3 (Conclusion)

On a donc
li Ff(z)dz = lim | Zcotan(ra) 1+Zn: 2
i gig [ Sz = Jim | Geoten(ra) = 555 g0
Et la série converge, donc

m 1 S 2
0 = Ecotan(ﬂ'a) — a7 + ; m

Ce qui donne encore

1 2ao~ 1
Pour tout a € C\ Z, cotan(ma) = — — — s
Ta mf=en’-a

Pour tout a € C\ Z
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Pour le prolongement de (, on cherche a calculer %cotan(i%), avec u € R. On peut donc appliquer la formule que I'on vient

de démontrer, puisque pour tout v € R, i§ ¢ Z. On pose alors i§ = 7a, et simplifiant les expressions, on trouve bien

7 U 1 1
geotan(ig) = 2D e
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