DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Développement asymptotique de la série harmonique
Lecons : 223, 224, 230

[X-ENS An1], exercice 3.18

n
1
On pose, pour toutn > 1, H, = | o cherchons le développement asymptotique de H,, quand » tend
k=1
vers l'infini.

1
1. Posons, pourn € N*, u, = H, —Innetv, = u, — ~jonva montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.
En effet : 1
- Déja, Vn € N*, uy, — v, = - >0etu, —v, — 0.

n—o0
— D’une part, I'inégalité In(1 + x) < x (valable pour x > —1) fournit la décroissance de (1) :

un—un_lzTll—lnn—l—ln(n—l):i—i—ln(l—i) <0.

1 1 1
— D’autre part, la suite (vy,) croit, car v, 11 — v, = o Inn+1)+1Inn = P In (1 + . > 0.
Dong, en tant que suites adjacentes, (u,) et (v,) convergent, vers la méme limite ; cette limite, qu’on notera
v, s’appelle la constante d’Eulerm

2. Du coup, on a montré que H, = Inn + vy + o(1) quand n — oo.
On pose, pour n € N*, t,, = u, — 7.

1 1 1 1

1 1 -1
Lorsquen — oo, 0ona:t, —t, 1=In{l——-|+—-=———-—=+4o0 + -
n n n2 n

n  2n? n—oo 2n2’
Ainsi, la série ) (t; — t_1) converge.

k=2
Par théoreme de sommation des équivalents, on obtient :

[0 9) [e9) (9] 1
ti=— Y (h—tr N—E***E*
’ k=n+1( Fhen) ko 262 2 S B2

1
3. On va justement chercher un équivalent simple de la quantité Z T ,oua > 1.
k=n+1

1
Comme ¢ — = est décroissante et intégrable sur [1, 400, ona:

1 <
SeES o

k+1dr 1 ko dr

e
D’otl1, en sommant entre 7 4+ 1 et N, puis en faisant tendre N vers I'infini (on a vu que les quantités convergent) :

o dt > 1 co dt
— < — < —.
/71+1t”‘\ Z kzx\/n T

k22,9t € kk+1], 5

En intégrant, on en déduit que : Vk > 2, /k

k=n+1
L L. . 1
Comme les deux intégrales sont équivalentes a a-—7 ,lecas « = 2 fournitalors: t, ~ —.
—1pa-1 n—oo 21
) . ) 1 1
Désormais, on a montré que H, = Inn + vy + o +o0 — )
4. Continuons, et posons désormais, pour n € IN*, w, = u,, —y — > ; on adonc wy, ? 0.
n o)
o0
En conséquence, la somme ) (wy — wy_q) vaut —
k=n-+1
1. Valeur approchée par défaut : y ~ 0,577215.
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1 1 1y 1 1 1
* _ — _ R = - — - .
OrVn € N*, w, —w,_1 = uy un_1—|—2n P ln(l n)+n+2n Pt

Dongc, quand n — oo,
" LTy T2 3 n ! 2m 1-1 n3

I T N S R
To2m2 33 2n\n w2 n2 n
1
n—oo 613
1 & 1 -1 1 -1

Ensuite, par sommation des équivalents, w, ~ —-— —_ o~y —— = —,
‘P e O S 6k_§’+1 B nSe 6 212 1202

1 1 1
Donc, on va s’arréter avec le développement suivant : H, = Inn +y + 5 T2 +o0 <nz) .

5. Pour finir, notons pour n € IN*, k,, = min {k € IN|Hy > n} (le rang auquel la série harmonique dépasse la
valeur n).
k

On va déduire du développement asymptotique de H, la valeur de lign "H.

n—oo n
Onpose H, =Inn+ v+ ¢y, 0l ¢, n_)—go 0.
Par définition de k,, ona:Ink, +y + ¢, > netln(k, —1) + 7 +¢, 1 <n.
Puisk, > exp(n— 7y —¢,)etk, —1 <exp(n—7v —&,_1)-
D’ot 'encadrement exp (n — v — ¢, ) < kn <exp (n — 7y —g, 1) + 1.

kn+l

Ainsi, k, — €"77 puis lim =e.
n—00 n—oo ky
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2. C’est déja assez chiant comme ca...
3. On s’occupe comme on peut!
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