DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Harmonicité et propriété de la moyenne
Lecons : 222, 215, 228
[X-ENS An4], exercices 1.23 et 1.24
Théoréme

1. Soient U un ouvert de R? et f € C2(U, R) vérifiant la propriété de la moyenne, c’est-a-dire telle
que::

27T
V (x0,y0) € U, 3rg > 0,Yr € ]0,70[, f (x0,y0) = 21”/ f(xo+rcos,yo+rsinf) do
0

Alors Af = 0sur U (on dit que f est harmonique sur U).

2. Réciproquement, si U est un ouvert de R? et si f € C2(U,R) vérifie Af =0,
Alors f vérifie la propriété de la moyenne sur U.

Démonstration :

1. Soient (xg,y0) € U et ry donné par I'hypothese.
27T
On posem : r — / f(xo+7rcosb,yg+rsin@) db pour r € [0, 7|
0

Par hypothese, m est constante, égale a 27t f (xo, o).
Pour simplifier, on note g : (r,0) — f (xo + rcos6,yy + rsinb); g est continue sur [0, o[ x [0,277] et

%) 02
admet des dérivées partielles a—f et a—}g sont continues sur [0,277] & r fixé dans [0, rg|.

Par théoreme de dérivation, on obtient les dérivées de m sur [0, o[ :

27
Vr € [0,79[,0 = m'(r) :/ (cos@?; (x0+rc059,y0+rsin9)+sin93jyr(xo—i—rcos(),yo—i—rsinG)) dé
0

Puis en redérivant, en utilisant le théoréeme de Schwarz (les dérivées partielles sont toutes prises en
(x9 4 7 cos B,y + rsin @) pour plus de simplicité) :

2 2f 92 02 f
o 2,2 f a0 00
Vr €[0,70[,0 = m"(r) _/0 (COS Baxz +2C0895m98x8y+sm 03]/2) de

En particulier, quand on prend r = 0 dans cette égalité, on obtient :

?*f 27 c0s20 + 1 02 f o 2f 271 — cos20
0= 322 (%0, Y0 / 2 de +8xay (xo,yo)/o sin26 do +W (x0,Y0) /0 — do
\_\/_/

= 1tAf (xo, Yo)

Et f est donc harmonique sur U.

2. Par translation, on se rameéne au cas ot (0,0) € U et il suffit de ne montrer la propriété de la moyenne
qu’en ce point.
Comme U est ouvert, il existe R > 0 telle que B(0,R) C U.
La fonction g : (r,0) — f(rcos0,rsin6) est continue sur [0, R[x[0,277] et admet une dérivée partielle
9g

5 est continue sur [0,27] a r fixé dans [0, R].
27

On en déduit que F : r — / ¢(r,0) do est de classe C! sur [0, R|.
0

/ 2 af . . Of .
De plus, Vr € [0,R], F'(r) :/ cos Ga(rcos 6, rsinf) +s1n9@(rcos 6,rsinf) | de.
0

On considere la forme différentielle w = — 35 (x,y)dx + % (x,y)dy etsoitI = C(0,r), paramétré par
6 +— (rcosf,rsinf), our € [0, R|.
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ox

. . d of 02 f 02 of 9 [(of s
Mais f est harmonique, donc 3y ( 8y> T2 o ax \ox et w est une forme différen-

tielle fermée... et comme D(0, R) est étoilé, par le théoréeme de Pomcare w est exacte.

o o of . af . /
Ainsi, / w = / rsmG@(rcosG,rsmG) +rcosf==(rcosf,rsinf) | df = rF'(r).
r 0

Ainsi, comme T est un arc fermé, on en déduit que Vr € [0, R[, rF'( / w=0.

Donc Vr €]0,R[, F'(r) = 0, et par continuité en 0, F est donc constante sur [0, R[ et demeure égale a
F(0) = 27£(0,0).

27
Dong, finalement : 3R > 0,Vr € [0,R[, f(0,0) = %/ f(rcosf,rsinb) de. ]
0
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n
1. Comme on 'utilise rarement, un petit rappel sur le théoreme de Poincaré. Dans R", on écrit w = ) _ aey (ot (¢f)
k=1
est la base duale de la base canonique de R") et on souhaiterait réussir a montrer que w posséde pour “primitive” la fonction

1<k<n

fix— / ((1 —t)a+ tx)(x —a) dt, ot a est au cceur de l'ouvert étoilé U ; en pratique, pour tout i € [[1, 1], on va montrer

'égalité g (x) = a;(x). Pour cela, on utilise le théoreme de dérivation des intégrales & parametre.
1
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