DEVELOPPEMENTS POUR L’AGREGATION EXTERNE

Méthode de Newton/!
Lecons : 226, 229, 232, 253, 206, 218, 219, 223, 224, 228

[Roul], exercice 49
Théoréme

Soit f : [c,d] — R une fonction de classe C2.
On suppose f(c) <0 < f(d) et f' > 0sur [c,d]; f s"annule donc en un unique point de |c, d|, noté a.

f(x)
fr(x)’

: . 1 . s
1. Tlexiste C > 0, tel que si |xg —a| < c alors Vn € IN, x,, est bien défini et |x, —a| < |xg — a|.

Dans ce cas, (x,) converge vers a a vitesse quadratique.

Pour x¢ € [c,d], on pose tant qu’on peut x,,41 = F (x,), oW F : x — x —

2. Si f” > Osur [c,d] et xo > a, alors la suite (x,) est bien définie, Vn € N, x,, > a.
f'a)
n:oo 2f’(a) (xn a) '

Dans ce cas, on a I'équivalent : x,.1 —a

Démonstration:
Etape 1: Soit x € [c,d], comme f(a) =0,0ona: A
f(x)
F(x)—a=x ) a

D) f@
f'(x)

_ fla) = f(x) = (a=x)f'(x)
f'(x)

Et par I’égalité de Taylor-Lagrange, il existe z com-
pris strictement entre 4 et x, tel que :

(a—x)

fla) = f(x) = (a=x)f'(x) = ——5=f"(2)

On en déduit donc :
f// (Z) \\/a

\

F(x)—a= x—a)?
(0 -a= L -0
Etape 2: Montrons la premiére partie du théoréme.
ma 1
On pose C = 2rni(n|ff’|| ; C est bien défini car f” et f’ sont continues sur le segment [c, d], intervalle

sur lequel f' > 0.
Onaalors: |[F(x) —a| < Clx —al%.

C
Alors Vx € I, |F(x) —a| < Ca? < a, donc F(x) € I puis F(I) C I.

Soitzxe]O,l[,telqueI:— [a—a,a+a] Clcd];

1. On dispose d’une application. Soit y € R™*; imaginons qu’on veuille estimer a = /7. Soit f : x — x? — y, définie sur un

2 _
intervalle [c,d], avec 0 < ¢ < d et ¢ < y < d?. Pour approcher a, on doit itérer la fonction F(x) = x — o P LA
_ _ (x—a)? _ (x+a)?
Onaalors: F(x) —a = x et F(x)4+a= o n
" . Xy +a Xo+a
Dong, en prenant x €]a,d] et en posant x, = F" (xg), on obtient : —— =
Xy —a Xg—a
2 20\ 20 \%
Par conséquent : 1 + a :(1—1— a ) 21—0—( 4 ) .
Xy —a Xp—a Xg—a
o 2”
On obtient donc un encadrement de 'erreur : 0 < x,, —a < 2a (XOZa a) .
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Par conséquent, si xg € I, alors Vi € N, x,, € I et |x,41 —a| = |F (x,) —a| < C|x, — al?.
Et par une récurrence immédiate, il vient :

Clay —a| < (Clxpoq —a))? < ... < (Clxg—a)? < (Ca)*

Ce qui prouve la convergence d’ordre 2 de (x,,) vers a car Ca < 1, dans le cas ott |xg — a| < a.

Etape 3 : Utilisons désormais I’hypothése supplémentaire : f/ > 0 sur le segment [c, d].

Pour x €|a,d],ona: F(x) = x — jj:’<(f€)) < xcar f/ > 0Qet f s'annule en a.
i
D’autre part: 3z €]a, x[, F(x) —a = 2f f’((jc)) (x —a)? > O car f” et f’ sont strictement positives.

Ainsi, Vx €la,d]|,a < F(x) < x < d, donc |a, d] est stable par F.

On a méme : si xg €]a,d|, alors Vn € N, x,, €|a, d] et la suite (x,) décroit.

Comme (x,) est également minorée par 4, la suite (x,) converge ; on note ! € [a,d] sa limite.
I est un point fixe de F donc par conséquent f(I) = 0 et donc! = a.

Comme dans le cas précédent, |x, 1 —a| < C|x, — a|* et donc la convergence est quadratique.

Etape 4 : Enfin, cette inégalité est essentiellement optimale.

_ Xpr1—a 1 f"(zn)
Sia < xg < d,alors Vi € N, x,, €]a,d] et Iz, € ]a, x,[, 21 == "
! 0 n €lad] n € Ja, x| (xn—a)2 2 f" (xn)
f" (zn) f"(a)
2" (tu) e 2f'(a)

f”(ﬂ) (xn _ 11)2

T T S 27 (a) -

Par continuité de f’ et f”, on déduit , d’oti finalement :
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