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On se donne un mouvement brownien B k-dimensionnel, défini sur un espace
probabilisé complet (QQ, F,IP), dont la filtration naturelle augmentée est notée

(]:t)tZO'
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Introduction Méthode d’Euler pour les EDS

Pour les EDS, c’est facile!

On veut résoudre :

dXt = b(t,Xt)dt+U(t,Xt)dBt, XO = X.

3/16

Florian Lemonnier Résolution numérique d'EDSR



Introduction

er pour les EDSR

Pour les EDS, c’est facile!

On veut résoudre :

dXt = b(t,Xt)dt+(7(t,Xt)dBt, XO = X.

On prend un petit pas de temps h et sous de bonnes hypothéses sur b et o, on
dit que :
h

h
Xh:x+J b(s,Xs)derJ o(s, Xs)dBs
0 0

~ x + b(0,x)h+ (0, x)VhN,

avec N ~N(0,1).
Et on recommence pour Xy, etc.
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Introduction

C’est quoi une EDSR?

Premiére intuition sur ce qu'est une EDSR :

dYt :—f(t, Yt)dt+g(t, Yt)dBt, YT

Il
™
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Introduction

OSR
d’Euler pour les EDSR

C’est quoi une EDSR?

Premiére intuition sur ce qu'est une EDSR :

dYt:—f(t, Yt)dt+g(t, Yt)dBt, YTZC

Probléme, la plus simple de ces équations est mal posée! En effet,
dYe =0, Yr=¢

admet pour solution Y; = & pour tout t € [0, T|. Ca n’est pas adapté! Pour
corriger cela, on peut regarder si E[Z|F;] vérifie une équation “sympa”.
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Introduction Méthode d'Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR
Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

C’est quoi une EDSR?

Premiére intuition sur ce qu'est une EDSR :

dYt:—f(t, Yt)dt+g(t, Yt)dBt, YT:€

Probléme, la plus simple de ces équations est mal posée! En effet,
dYe =0, Yr=¢

admet pour solution Y; = & pour tout t € [0, T|. Ca n’est pas adapté! Pour
corriger cela, on peut regarder si E[Z|F;] vérifie une équation “sympa”.

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (F¢)-martingale issue de 0 telle que Vt > 0, E [IMtI2] < 0.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
toutt >0 :

t t
E U |Z6|? ds} < oo et M :J Zs dBs.
0 0
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Introduction

EDSR bien posées

Forme générale des EDSR :

dYt == —f (t, Yl‘r Zt) dt+ Zt dBt,
Y71 = ¢ de carré intégrable,

avec ¢ va Fr-mesurable, f : O x RT x R x M, ,(R) — R".

5/16

Florian Lemonnier Résolution numérique d'EDSR



Introduction

EDSR bien posées

Forme générale des EDSR :

dYt - *f (t, Yl‘r Zt) dt+ Zt dBt,
Y71 = ¢ de carré intégrable,

avec ¢ va Fr-mesurable, f : O x RT x R x M, ,(R) — R".
Une solution (Y, Z) a valeurs dans R" x M, ((IR), oi Y est continu adapté et
Z progressivement mesurable, vérifie IP-ps :

T T
J |f(s,Ys,zs)\ds+J 1ZsP? ds < oo,
0 T 0 T

Yt :§+J f(S/YSIZS) dS*J Zs dBs.
t t
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Introduction de S
Petits rappe|s sur les EDSR
Tentative de méthode d’'Euler pour les EDSR

Théoréme fondamental

On cherche a résoudre :

T T
e+ | (Yo ds | zodB., Vel Tl
t t

Théoréme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)

On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en (w,s) ;

o E

-
| +J |f (s,0,0)[? ds] < o0,
0

Alors I'EDSR admet une unique solution avec Y et Z de carré intégrable en
temps et en aléa.
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Introduction Méthode d’Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR

Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

On propose I'approximation :
-

T T
Yr p= g+J £(s, Ys, Zs) dst Z,dBs = E §+J f(s, Ys, Zs)ds| Fr_p
T—h T—h T—h

~E[gFr_p)+f(T—hYr_pnZr_n)h
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Introduction Méthode d’Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR

Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

On propose I'approximation :

T

T T
Yrop= g+J £(s, Ys, Zs) dst Z,dBs = E §+J f(s, Ys, Zs) ds
T—h T—h T—h

]'—Th:|
~ B[EFr_p] +f(T—h, Yr_p Z7r_p)h
Par 1td : d(Y¢B;:) = Yy dBy + By dYy + Z; dt. Et si Z varie peu :

-
J Zsds
h

1

]:Th:| .
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Introduction Méthode d’Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR

Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

On propose I'approximation :

T

T T
Yr_p= g+J £(s, Ys, Zs) dst ZsdBs =E §+J f(s, Ys, Zs)ds
T—h T—h T—h

]'—Th:|

~ B[EFr_p] +f(T—h, Yr_p Z7r_p)h
Par 1td : d(Y¢B;:) = Yy dBy + By dYy + Z; dt. Et si Z varie peu :

1 T
ZT,/., ~ —E J Zs ds ]:Tfh .
h T—h
T T
E J Zsds|Fr_p| =E |YrBr — Y7r_pB1_p +J f(s,Ys, Zs)Bsds| F1_p
T—h T—h
=E[Y7(Br —Brp)lF 1| +E[YT = Yr_plF7_p] Br—p
ordre Vh ordre h
-
+E J f(S, YS,ZS)BS ds|Fr_p
T—h
ordre h
1
On obtient alors Z1_p de I'ordre de —...
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EDSR discrétes

Le théoréme de Donsker

Soient ¢4 des vaiid U({—1,1}), S, = Z epet Sy =(1 _{t})SLtJ H{t}S|¢)41-
k=1

On définit

pour t € [0,1] et n € N™.
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EDSR discrétes

Résolution d’'une EDSR discréte

Pour résoudre

T

.
Vi = ((Bt)eco)) +L £(s, YS,Zs)ds—L 7. dBs,

on considére :
an :yjn+1 +f(jh,yjn,zjn)hfzjn\/zsjn+1/ (1)

T .
avec pas de temps h = o (¢])1<j<n vaiid U({—1,1}). On définit
[t/h]
Bf =vh Z ¢j et on prend pour condition terminale y; = & ((Bf)te[o,-,-]).
j=1
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oximatio s - o
EDSR discrétes lution d’'une EDSR discrét

Résolution d’'une EDSR discréte

Pour résoudre

T

.
Vi = ((Bt)eco)) +L £(s, YS,Zs)ds—L 7. dBs,

on considére :
an :yfg_l +f(jh,yjn,zjn)h—zjn\/zsjr'+1/ (1)

T .
avec pas de temps h = o (¢])1<j<n vaiid U({—1,1}). On définit
[t/h]
Bf =vh Z ¢j et on prend pour condition terminale y; = & ((Bf)te[o,-,-]).
j=1

Lemme

Soit g;' = U(si',...,sj-’), yj'li_l une va QJ!'+1—mesurable. Si h est suffisamment
petit, alors il existe un unique couple (y[', z[") solution de (1) et G!'-mesurable.
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EDSR discrétes
Schéma de résolution explicite

Résolution d’'une EDSR discréte

v =yl + FGhyl 2P h— 2"V hel, (1)

Soit QJf’ = 0’(8'1',...,85-'), yj”+1 une va QJ!’H—mesurable. Si h est suffisamment
petit, alors il existe un unique couple (y[', z[") solution de (1) et G!'-mesurable.

Démonstration

|

yj”+1 = G(( 9,.. 74—1))' on pose Yy = G(sg,...,sj’-’,l) et
,_Gel,... , Ona:

J

(1) & v = Yo +£ by}, 2)h—z) Vh o ) = YE_WZL

= Y_ +f(ihyl z )h+z"f yP =YY= 4 f(jh,y", 2)h

1 — , .
Pour h < , point fixe d'une application contractante. O

1#1lip
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EDSR discrétes

Résolution d'une EDSR discréte — Schéma explicite

Pour résoudre

T T
Ve = ((Br)icio)) +L (s, YS,Zs)ds—L Z,dBs,

on considére :

V] =V} + fUhEY] 1G], 2] h—2Z]Vhel 4,

T .
avec pas de temps h = o (85-’)13]5,, vaiid U({—1,1}). On définit
[t/h]
B =Vh Z e} et on prend pour condition terminale yj = ® ((Bt’])te[O,T])'
j=1

Théoréme (Peng, Xu 08)

On définit 7: = yft/hj et 7: = fft/h]' On suppose que f est Lipschitz par
rapport 3 y,z uniformément en temps et que ® est Lipschitz. Alors :

.
E | sup |727m2+J [Ze — Zs2 ds

— 0.
0<t<T 0 H=e9
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Simulation en Python

Algorithme de résolution

On résout :
vy =y%,+f(Uh E[y" 1G] 2’-’)h—f’-’ﬁs’-’
Yji =Yij+1 PBYjr1lYf 2 jVheEj g,

et on obtient y7 = u(e],...,e]) et 2] = v['(e], ..., €]).
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Simulation en Python

Algorithme de résolution

On résout :

Y] =¥l + fUhEY] 167,20 h— 2] Vhe], 4,

et on obtient )71’-' = u?(s’l’,...,ej’-’) et ?J’F = vj!’(s’{,. ..,ej’-'). On connait la

fonction u?? (condition terminale) et on calcule par récurrence, pour tout
we{-1,1) :
n _ uf (1) —uf, (a,—1)
v/ () N
u? (a1)+u? , (a,—1 ou? (e )+u? (e, —1
ut(o) = G0 (Jh, a6 o >’VJ_"(N)) h
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Simulation en Python

Algorithme de résolution

On résout :
vy =y%,+f(Uh E[y" 1G] Zf’)h—f'-'ﬁs'-'
Yi =Vj+1 B jlY) ) Zf j jH1r

et on obtient y7 = u(e],...,€]) et 2] = v/(ef,...,€7). On connait la

€]
fonction u?? (condition terminale) et on calcule par récurrence, pour tout
we{-1,1) :
n _oufy(al)—ul (1)
vi(a) = A —
uj’(a) — iy (a, 1)+2”1+1( 1) +f (jh, uly (a, 1)+2”1+1( 1)’ VJ"(OL)) h

Ainsi, on n'a plus qu’a “tirer une trajectoire”, c'est-a-dire une réalisation des
variables (Sf)lgjgn et on obtiendra une réalisation de y" et Z", censés
approcher des réalisations de Y et Z.

11/16

Florian Lemonnier Résolution numérique d'EDSR



thme de résolution

Simulation en Python rét de tout cela

Algorithme de résolution

On résout :
vy =y%,+f(Uh E[y" 1G] Zf’)h—f'-'ﬁs'-'
Yi =Vj+1 B jlY) ) Zf j jH1r

et on obtient )71’-' =ul(e],... €7) et ?J’F = vj!’(s’{,. ..,ej’-'). On connait la

J
fonction u?? (condition terminale) et on calcule par récurrence, pour tout
we{-1,1) :
n _ uf (1) —uf, (a,—1)
v (a) N
u? (a1)+u? , (a,—1 ou? (e )+u? (e, —1
ut(o) = G0 (Jh, a6 o >’VJ_"(N)) h

Ainsi, on n'a plus qu’a “tirer une trajectoire”, c'est-a-dire une réalisation des
variables (Sf)lgjgn et on obtiendra une réalisation de y" et Z”, censés
approcher des réalisations de Y et Z.

Probléme : le nombre d’évaluations de fonctions est exponentiel en n.
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Simulation en Python

Algorithme de résolution

On résout :
¥ =y" 1+ fUhEYT 1G], 27 h—z7V he?
Yj Yj+1 B jlYjl 2 J Jj+1s

avec condition terminale ¥ = ufl(e] + - - - +¢€). Aprés calculs, on montre
qu’on dispose d'expressions de la forme }71’-’ = uj’?(s’{ + e+ 87) et
zl = vf(s’l' +oe +£7). On connait la fonction u” (condition terminale) et on

z
J
calcule par récurrence, pour tout & € {—j +2k|0 < k <} :

u? 4 (a+1)—uf, (a—1)

vi () = 2vh
uj’(zx) _ ujﬂ(aﬂ);ujﬂ(aq) iF (jh, ujﬂ(aﬂ);uﬂl(aq)’vj,,(“)> h
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Simulation en Python

Algorithme de résolution

On résout :
¥ =y" 1+ fUhEYT 1G], 27 h—z7V he?
Yj Yj+1 B jlYjl 2 J Jj+1s

avec condition terminale ¥ = ufl(e] + - - - +¢€). Aprés calculs, on montre
qu’on dispose d'expressions de la forme }71’-’ = uj’?(s’{ + e+ 87) et
zl = vf(s’l' +oe +£7). On connait la fonction u” (condition terminale) et on

z
J
calcule par récurrence, pour tout & € {—j +2k|0 < k <} :

u? 4 (a+1)—uf, (a—1)

vi () = 2vh
uj’(zx) _ ujﬂ(aﬂ);ujﬂ(aq) iF (jh, ujﬂ(aﬂ);uﬂl(aq)’vj,,(“)> h

Intérét : la fonction uj ne peut prendre que j + 1 valeurs, et le nombre
d’évaluations de fonctions est désormais quadratique en n.
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Algorithme de résolution

L'intérét de tout cela

Simulation en Python

12 Solution de dY = Z.dB, Y_1=B_1

m —_—
1.0 i — Y
z

-0.4 L L L

0.0 0.2 0.4 0.6
Temps t
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Algorithme de résolution

Simulation en Python L'intérét de tout cela

Solution de dY = -(Y+Z+1).dt + Z.dB, Y_1=sin(|B_1|)

— B

-0.5 . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Temps t
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Simulation en Python &t de tout cela

Approximation de solutions de viscosité de certaines EDP

Quand on résout :

T

.
Y, X = ®(x+ Br) + J (s, YJ™*, z]*)ds —J zJ]~ dBs,
t

t

on obtient I'expression de la fonction v: (T,x) — YOT’X. On peut montrer que
cette fonction est solution, (au moins en un sens faible), de I'EDP :

{atu(t ,x) = 202 u(t,x) + f(t, u(t,x),0xu(t, x))
(0,x) = ®(x)
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Simulation en Python (et elo e b

Pour aller plus loin...

@ Briand, Delyon, Mémin. 2001. Donsker-type theorem for BSDEs.

@ Peng, Xu. 2008. Numerical algorithms for 1-d BSDEs : convergence and
simulations.
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hme de résolution

h
Simulation en Python (et elo e b

Pour aller plus loin...

@ Briand, Delyon, Mémin. 2001. Donsker-type theorem for BSDEs.

@ Peng, Xu. 2008. Numerical algorithms for 1-d BSDEs : convergence and
simulations.

Merci pour votre attention !
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