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On se donne un mouvement brownien B k-dimensionnel, dé�ni sur un espace

probabilisé complet (Ω,F , P), dont la �ltration naturelle augmentée est notée

(Ft )t≥0.
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Pour les EDS, c'est facile !

On veut résoudre :

dXt = b(t,Xt ) dt + σ(t,Xt ) dBt , X0 = x .

On prend un petit pas de temps h et sous de bonnes hypothèses sur b et σ, on

dit que :

Xh = x +

∫h
0

b(s ,Xs ) ds +

∫h
0

σ(s ,Xs ) dBs

' x + b(0, x)h+ σ(0, x)
√
hN ,

avec N ∼ N (0, 1).
Et on recommence pour X2h, etc.

Florian Lemonnier Résolution numérique d'EDSR



3/16

Introduction
EDSR discrètes

Simulation en Python

Méthode d'Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR
Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

Pour les EDS, c'est facile !

On veut résoudre :

dXt = b(t,Xt ) dt + σ(t,Xt ) dBt , X0 = x .

On prend un petit pas de temps h et sous de bonnes hypothèses sur b et σ, on

dit que :

Xh = x +

∫h
0

b(s ,Xs ) ds +

∫h
0

σ(s ,Xs ) dBs

' x + b(0, x)h+ σ(0, x)
√
hN ,

avec N ∼ N (0, 1).
Et on recommence pour X2h, etc.

Florian Lemonnier Résolution numérique d'EDSR



4/16

Introduction
EDSR discrètes

Simulation en Python

Méthode d'Euler pour les EDS
Petits rappels sur les EDSR
Tentative de méthode d'Euler pour les EDSR

C'est quoi une EDSR ?

Première intuition sur ce qu'est une EDSR :

dYt = −f (t,Yt ) dt + g(t,Yt ) dBt , YT = ξ.

Problème, la plus simple de ces équations est mal posée ! En e�et,

dYt = 0, YT = ξ,

admet pour solution Yt = ξ pour tout t ∈ [0,T ]. Ça n'est pas adapté ! Pour

corriger cela, on peut regarder si E[ξ|Ft ] véri�e une équation �sympa�.

Théorème (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (Ft )-martingale issue de 0 telle que ∀t ≥ 0, E
[
|Mt |

2
]
<∞.

Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour

tout t ≥ 0 :

E

[∫ t
0

|Zs |
2 ds

]
<∞ et Mt =

∫ t
0

Zs dBs .
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EDSR bien posées

Forme générale des EDSR :{
dYt = −f (t,Yt ,Zt ) dt + Zt dBt ,

YT = ξ de carré intégrable,

avec ξ va FT -mesurable, f : Ω×R+ ×Rn ×Mn,k (R)→ Rn.

Une solution (Y ,Z ) à valeurs dans Rn ×Mn,k (R), où Y est continu adapté et

Z progressivement mesurable, véri�e P-ps :
∫T
0

|f (s ,Ys ,Zs )| ds +
∫T
0

|Zs |
2 ds <∞,

Yt = ξ +

∫T
t

f (s ,Ys ,Zs ) ds −
∫T
t

Zs dBs .
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Théorème fondamental

On cherche à résoudre :

Yt = ξ +

∫T
t

f (s ,Ys ,Zs ) ds −
∫T
t

Zs dBs , ∀t ∈ [0,T ].

Théorème (Pardoux, Peng 90 ; El Karoui, Peng, Quénez 97)

On suppose que :

f est globalement lipschitzienne en (y , z) uniformément en (ω, s) ;

E

[
|ξ|2 +

∫T
0

|f (s , 0, 0)|2 ds

]
<∞.

Alors l'EDSR admet une unique solution avec Y et Z de carré intégrable en

temps et en aléa.
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On propose l'approximation :

YT−h = ξ +

∫T
T−h

f (s ,Ys ,Zs ) ds −
∫T
T−h

Zs dBs = E

[
ξ +

∫T
T−h

f (s ,Ys ,Zs ) ds

∣∣∣∣∣FT−h

]
' E[ξ|FT−h] + f (T − h,YT−h,ZT−h)h

Par Itô : d(YtBt ) = Yt dBt + Bt dYt + Zt dt. Et si Z varie peu :

ZT−h '
1

h
E

[∫T
T−h

Zs ds

∣∣∣∣∣FT−h

]
.

E

[∫T
T−h

Zs ds

∣∣∣∣∣FT−h

]
= E

[
YTBT −YT−hBT−h +

∫T
T−h

f (s ,Ys ,Zs )Bs ds

∣∣∣∣∣FT−h

]
= E[YT (BT −BT−h)|FT−h]︸ ︷︷ ︸

ordre
√
h

+E[YT −YT−h |FT−h]︸ ︷︷ ︸
ordre h

BT−h

+ E

[∫T
T−h

f (s ,Ys ,Zs )Bs ds

∣∣∣∣∣FT−h

]
︸ ︷︷ ︸

ordre h

On obtient alors ZT−h de l'ordre de
1√
h
...
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Le théorème de Donsker

Soient εk des vaiid U ({−1, 1}), Sn =
n∑

k=1

εk et St = (1− {t})Sbtc + {t}Sbtc+1.

On dé�nit

S
(n)
t =

Snt√
n

, pour t ∈ [0, 1] et n ∈N∗.

Théorème (Donsker, 51)

S (n) L−→
n→∞ B dans C([0, 1], R).
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Résolution d'une EDSR discrète

Pour résoudre

Yt = Φ
(
(Bt )t∈[0,T ]

)
+

∫T
t

f (s ,Ys ,Zs ) ds −
∫T
t

Zs dBs ,

on considère :

ynj = ynj+1 + f (jh, ynj , znj )h− znj
√
hεnj+1, (1)

avec pas de temps h =
T

n
, (εnj )1≤j≤n vaiid U ({−1, 1}). On dé�nit

Bn
t =
√
h

bt/hc∑
j=1

εnj et on prend pour condition terminale ynn = Φ
(
(Bn

t )t∈[0,T ]

)
.

Lemme

Soit Gnj = σ(εn1, . . . , εnj ), y
n
j+1 une va Gnj+1-mesurable. Si h est su�samment

petit, alors il existe un unique couple (ynj , znj ) solution de (1) et Gnj -mesurable.
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Résolution d'une EDSR discrète

ynj = ynj+1 + f (jh, ynj , znj )h− znj
√
hεnj+1, (1)

Lemme

Soit Gnj = σ(εn1, . . . , εnj ), y
n
j+1 une va Gnj+1-mesurable. Si h est su�samment

petit, alors il existe un unique couple (ynj , znj ) solution de (1) et Gnj -mesurable.

Démonstration.

ynj+1 = G (εn1, . . . , εnj+1) ; on pose Y+ = G (εn1, . . . , εnj , 1) et
Y− = G (εn1, . . . , εnj ,−1). On a :

(1)⇔{ynj = Y+ + f (jh, ynj , znj )h− znj
√
h

ynj = Y− + f (jh, ynj , znj )h+ znj
√
h
⇔{znj = Y+−Y−

2
√
h

ynj = Y++Y−

2 + f (jh, ynj , znj )h

Pour h <
1

‖f ‖lip
, point �xe d'une application contractante.
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Résolution d'une EDSR discrète � Schéma explicite

Pour résoudre

Yt = Φ
(
(Bt )t∈[0,T ]

)
+

∫T
t

f (s ,Ys ,Zs ) ds −
∫T
t

Zs dBs ,

on considère :

ynj = ynj+1 + f (jh, E[ynj+1|Gnj ], znj )h− znj
√
hεnj+1,

avec pas de temps h =
T

n
, (εnj )1≤j≤n vaiid U ({−1, 1}). On dé�nit

Bn
t =
√
h

bt/hc∑
j=1

εnj et on prend pour condition terminale ynn = Φ
(
(Bn

t )t∈[0,T ]

)
.

Théorème (Peng, Xu 08)

On dé�nit Y
n
t := ynbt/hc et Z

n
t := znbt/hc. On suppose que f est Lipschitz par

rapport à y , z uniformément en temps et que Φ est Lipschitz. Alors :

E

[
sup

0≤t≤T
|Y

n
t −Yt |

2 +

∫T
0

|Z
n
s − Zs |

2 ds

]
−→
n→∞ 0.
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Algorithme de résolution

On résout :

ynj = ynj+1 + f (jh, E[ynj+1|Gnj ], znj )h− znj
√
hεnj+1,

et on obtient ynj = unj (ε
n
1, . . . , εnj ) et z

n
j = vnj (ε

n
1, . . . , εnj ).

On connaît la

fonction unn (condition terminale) et on calcule par récurrence, pour tout

α ∈ {−1, 1}j :
vnj (α) =

un
j+1(α,1)−un

j+1(α,−1)

2
√
h

unj (α) =
un
j+1(α,1)+un

j+1(α,−1)
2 + f

(
jh,

un
j+1(α,1)+un

j+1(α,−1)
2 , vnj (α)

)
h

Ainsi, on n'a plus qu'à �tirer une trajectoire�, c'est-à-dire une réalisation des

variables (εnj )1≤j≤n et on obtiendra une réalisation de yn et zn, censés

approcher des réalisations de Y et Z .

Problème : le nombre d'évaluations de fonctions est exponentiel en n.
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Ainsi, on n'a plus qu'à �tirer une trajectoire�, c'est-à-dire une réalisation des

variables (εnj )1≤j≤n et on obtiendra une réalisation de yn et zn, censés

approcher des réalisations de Y et Z .

Problème : le nombre d'évaluations de fonctions est exponentiel en n.
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On résout :

ynj = ynj+1 + f (jh, E[ynj+1|Gnj ], znj )h− znj
√
hεnj+1,

avec condition terminale ynn = unn (ε
n
1 + · · ·+ εnn). Après calculs, on montre

qu'on dispose d'expressions de la forme ynj = unj (ε
n
1 + · · ·+ εnj ) et

znj = vnj (ε
n
1 + · · ·+ εnj ). On connaît la fonction unn (condition terminale) et on

calcule par récurrence, pour tout α ∈ {−j + 2k |0 ≤ k ≤ j} :
vnj (α) =

un
j+1(α+1)−un

j+1(α−1)

2
√
h

unj (α) =
un
j+1(α+1)+un

j+1(α−1)
2 + f

(
jh,

un
j+1(α+1)+un

j+1(α−1)
2 , vnj (α)

)
h

Intérêt : la fonction uj ne peut prendre que j + 1 valeurs, et le nombre

d'évaluations de fonctions est désormais quadratique en n.
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Approximation de solutions de viscosité de certaines EDP

Quand on résout :

YT ,x
t = Φ(x + BT ) +

∫T
t

f (s ,YT ,x
s ,ZT ,x

s ) ds −

∫T
t

ZT ,x
s dBs ,

on obtient l'expression de la fonction u : (T , x) 7→ YT ,x
0 . On peut montrer que

cette fonction est solution, (au moins en un sens faible), de l'EDP :{
∂tu(t, x) = 1

2∂2xxu(t, x) + f (t, u(t, x), ∂xu(t, x))

u(0, x) = Φ(x)
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Pour aller plus loin...

Briand, Delyon, Mémin. 2001. Donsker-type theorem for BSDEs.

Peng, Xu. 2008. Numerical algorithms for 1-d BSDEs : convergence and

simulations.

Merci pour votre attention !
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