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Décomposition en éléments simples et Calcul intégral

1 Décomposition en éléments simples

1.1 Fractions rationnelles
A
B
(K(X), 4, x) est un corps commutatif.

On note K(X) =

AeK[X]etBe IK[X]*} I’ensemble des fractions rationnelles.

F = % € K(X) estirréductible < A A B = 1.
On définit alors deg F = deg A —degB > F#0 .
—o0 siF =0

Exercice 1 Vrai ou Faux
Soient F et G deux fractions rationnelles non-nulles. Dire des assertions suivantes si elles sont vraies ou fausses.

o deg(F+ G) = max{degF,deg G}
e deg(FG) =degF +degG
e Pour F différent d’un polyndme constant, ona: degF’ = degF — 1

A .
Désormais, on considere que F = — est irréductible.
Les racines de F sont les racines de A, et les poles de F sont les racines de B.

1.2 Décomposition des fractions a dénominateur scindé
1.2.1 Eléments simples

On s’occupe donc ici de C(X) et des fractions réelles a dénominateur scindé.

n
On écrit: B = H (X —a;)", avec les a; deux a deux distincts.
i=1

Il existe une unique décomposition :

1,1 X1, Xyl Xn,ry
— ~— + ...+ —""—, avecuw;; € K.
X —m (X —a)" X —ay, (X —ay)™ v

Partie polaire de F en a;

F= Q +
~—
eK[X]

On appelle «;; le résidu de F en a;.

1.2.2 Méthodes

Xt —X2+1
On considere dans ce premier exemple la décomposition en éléments simples de F = ﬁ dans
R(X).
1. Partie entiere
x4 -X2 41X -X?
_X4 +X3
deg F > 0. On effectue la division euclidienne (au brouillon) : X3 X2 41| X+1
_X3 +X2
1
1
On en déduitdonc que: F = X+ 1 + X2’ et onnote G = X2



2. Détermination des pdles
deg G < 0 et B scindé sur IR, 0 est pole double et 1 pole simple.

1 b
On en déduit que G= m = % + ﬁ +%/ avec a,b/“ € R.
—
=H

3. Obtention des coefficients qui finissent les parties polaires

1
e Xx(X—1)etx=1:a+ (X—1)H = —5 donc comme 1 n’est pas polede H,a +0 x H(1) = 1

X2
eta = 1.

X2 1
A 7donca><0+b+02i,etb:—1.

o><X2etx:0:aX+b+X_1ZX_1 =)

4. Formule du résidu en un péle simple, autres méthode pour obtenir «

A A
Formule du résidu a en un pole simple xo de F = — € K(X) :a = (x0) .
B B’ (Xo)
5. Valeur particuliére (méthode peu recommandée, mais parfois indispensable pour finir)
En substituant —1: - = = — ! + —donca = -1

Ix(-2) -1 1 =2

6. Limite : lim xG(x), autre méthode pour obtenir a
X—r—+00

lim xG(x) = lim (a—i—i-ﬁ— ax >:g—|—(x

127

X—+o00 X—>+o00 x—1
1
= 0 car G(x) o
Donca = —a = —1.
1 1 1
DonCF—X—l—l—i—ﬁ—l—ﬁ.
1
On considere ici la décomposition en éléments simples de F = ooy dans R(X).
a b o B
F = .
X1 T Pxrn T Ve v PER
7. Parité
On remarque que F(X) = F(—X).
a b « B —a b —u B
F(—X) = = .
(= T ot X1 T X X1 X1 T xo1 T (X1
Par unicité de la décomposition en éléments simples : « = —a et p = b.
X
On consideére ici la décomposition en éléments simples de F = 1) € R(X) dans C(X).

R O O S
CX—-i (X=1)2 0 (X—i)® X410 (X+1)2 0 (X+i)3

,aveca,b,c,a, B,y € C.

8. Développement complexe d'une fraction réelle
On remarque que F(X) = F(X).

& B 7 a b c
X = xSt o P o Txa T T

Par unicité de la décomposition en éléments simples:a =aetb = Betc = 7.

9. Approfondissement des racines multiples par dérivation

Onnote H= (X—i)’F =c+ (X—i)b+ (X —i)’R = avec i non-pdle de R.

X+1)3’



H =b+ (X—i)?R'+2(X—i)R donc H'(i) = b.
i

Aussi H = (X +1i)73 —3X(X +i)™* donc H'(i) = %6 = b.

Exercice 2 Décomposer en éléments simples dans C(X).

, X2 +1 . 4x3 1 1
T (X—1)(X-2)(X-3) C(x4—1)2 TX(X—1)2
2 7 5
2 T e 12 s
(X=1)(X=2)(X=3)) (Xz2-1) (X=1)(X5 +2)
2 1 2
5 X+ X+4 8. _ 15 X4
(X—=1)(X+2)? X2(X+1)3(X2+1) (X—=3)3
5 X6 5
X341 (X—i)*(X-1) (X2 +X+1)2
1 X2
5 __r
X4 X241 10 (X +X2+1)2

Exercice 3 Méme exercice (n € IN).

X" 1
1. Xa_1 3. T
!
2 5 PR
XX=1)...(X=n) X=-1)(X"-1)
5 ! et ! ; on pourra utiliser 1 _ 1+ X+...+X"+ X!
CX(1—x)  xra—x)2’ P 1-X 1-X

1.3 Subtilités de la décomposition dans R(X)
1.3.1 De nouveaux éléments simples

Comme tous les polyndmes de R[X] ne sont pas scindés, on ajoute de nouveaux éléments simples :
aX+b

m avec uz —4v < 0.

1.3.2 De nouvelles méthodes

5
On considere ici la décomposition en éléments simples de F = X—+13 dans R(X).
(X2+X+1)
10. Division euclidienne
On effectue les divisions euclidiennes (au brouillon) :
X° +1 | X2+ X+1
X5 —x* =X X -x? +1 | X2+ X+1

Xt =X +1 [ X3 -X2+1 X3 X2 X

+Xt X3 X2 —2X* =X +1|X-2
X? +1 +2X? 42X 42

X2 X -1 X +3
—X

X-2 X+3 —X

On en déduit alors : F = + + .
X2+X+T 0 (24 X+1)> (R+X+1)°
1

(X2+1)* (X—=1) (X2 +X+1)

On considere désormais la décomposition en éléments simples de F =

dans R(X).
a uX+ov pX+q rX+s
F= + ,
X=1 X2+X+1 X241  (x241)°

aveca,u,v,p,q,7,s € R.



11. Ne pas hésiter a passer dans C quand c’est nécessaire
X (X24+X+1)etx=j: (X>+X+1)F=uX+v+ (X*+ X+ 1) G, avecjnon-pdle de G.

1 . . 2_1 1_.
ro—— L] _ 0 .2) 1
@+1)2*G-1 -1 (-1)GFE-1) 3

Donc u = —3 etv = g,car (1,j) est une famille libre dans C en tant que R-ev.

Exercice 4 Décomposer en éléments simples dans R(X).

L3 3 x3 5 X2 +1
X8 +1 T2 HX41)(X2+1) X2 42)2(X2 X+ 1)
1 5 1
20— X 6. —
(X—=1)(X2+1)2 4. X2+ X+1)3 X6 +1

Exercice 5 Utilité de la décomposition.

1
XX+1)(X+2)
1
x(x+1)(x+2)

1. Effectuer la décomposition dans R(X) de

2. Calculer la dérivée n-ieme de x —

n
1
3. Calculer S,, = ——————— en fonction de n.
" k; k(k+1)(k +2)

2 Calcul Intégral

2.1 Primitives usuelles

Ces formules sont données a une constante pres.

[x*dx = f:ll avecw € R\{-1}
i % = In|x| sur R¥™* ou R™*
[Inxdx =xInx—x sur R™*
[tanxdx = —In|cosx]| sur |—-% +km, § +kn| aveck € Z
11’;2 = arctan x sur R
dx _ [ argthx  sur]—1,+1]
1—x2 o { % In H%‘ sur tout intervalle ne contenantni —1 ni 1
f flfxz = arcsin x sur R
f\/jzxﬁ :argshlen(x—f—\/xz—f—l) sur R
e argch x sur |1; 4+o0[
fm - ln’x—l—\/xz—l’ sur | —oo; —1[ ou |1; o0
A = In [tan }| sur k7t; (k+1)7t[ aveck € Z
oz =hjan(;+7) sur Jkr — 3;kn + 7[ aveck € Z
[ =1In [th £| sur R™* ou R™*
IR = 2arctan e* sur R
[ x2d+xu2 = larctan £ sur Raveca # 0
dx = In|x — a| +iarctan *3* aveca = a +if € C\R

2.2 Méthodes générales
2.2.1 Intégration par parties

Soient u, v : [a;b] — R de classe C'. On a:



Exercice 6 Calculer, n € IN.

s
1. / 2 sintdt
JO
1
2. I, :/0 el dt

3. Jn :/01 £2(1 — )" dt

Exercice 7 Intégrales de Wallis
On pose Iy = g etVn e N*, I, = /07 sin” t dt.
1. Calculer I; et étudier le sens de variations de la suite (I;).
Etablir la formule de récurrence : Vn € N, (n +2)1,,12 = (n+ 1)I,.

@pt 7
2P (p1)2 2
Etablir une formule similaire pour Iy 1.

2. En déduire la formule : Vp € IN, Ly =

3. Vérifier que la suite (I,) est décroissante et que la suite (nI,I,_1) est constante.

[T
4. En dédui In ~ )+
n déduire que I o

2.2.2 Changement de variable

Soit u de classe C! sur [&; ], et f continue sur u([w; B]) avec u(a) = aetu(f) =b.Ona:
b B
| Far= [ ey ar

sinx — cos x

— "~  _dx =
V/cos8 x + sin® x

" I

. 2

Exercice 8 Prouver que: / 0.
0

Exercice 9 Déterminer les primitives, et préciser leur intervalle de validité, de la fonction x + arcsin? x.

2.3 Fractions rationnelles

Soit F € R(X), irréductible. On en cherche une primitive.
On la décompose en éléments simples.

n+1

n+1
dx _{ln]x—aH—C sin=1

e Pour la partie entiere Q € R[X], on utilise : / x"dx = + C, pourn € N.

e Pour les poles réels, on a: /

(x —a)n = 7(%;)”,1 + C sinon
: o pX+q
Ce qui reste a intégrer est du type .
¢ ~eq 8 P (X2 +uX+0)"
X
On met le dénominateur sous forme canonique et on obtient : P —; 1 7
[(X+4)*+1]
X+ 5 :
Puis on effectue le changement de variable y = ~———2, et on se raméne a 2y+p dy.
h (y2+1)"
Ensuit il 2xdx In(x>?+1)+C sin=1
nsuite, on utilise: [ ——— = :
/ (x24+1)" ﬁW—i—C sinon
d
Enfin, on calcule / (2_:61),1 par récurrence et intégrations par parties successives, en partant de
x

/dx = arctan x
X241 '



Exercice 10 Déterminer les primitives en précisant les intervalles de validité.
4

Lo LS A
P1 4 W 7 )
x732 5 13 8 1
(x24-2x+2) © o (x—1)(x2+4x+8) © o8 (x+1)
1 _1 1
(x2+x+1)° 6. x¥+1 9. a2+

Exercice 11 Déterminer les primitives en précisant les intervalles de validité.
1, arctanx x* arctan x 1-yx
Vx 3 =arr > Thvs

2 X Inx ) =1

(x2+1)? 4 +x 6. Yo

2.4 Trigonométrie circulaire
2.4.1 Formules de linéarisation

Les formules suivantes peuvent étre utilisées afin d’abaisser le degré d’un polynéme trigonométrique
(polyndme en cos ou en sin).

. . —b)— b . in(a+b)+sin(a—b b —b
singsinh — cos(a )zcos(a+ ) sinacosh — sin(a+ )—;—sm(a ) cosacosh — cos(a+ )—;—cos(u )
sinz x — 1—C(2)52X COSZ X — 1+cgst
sin3 x — 3smxzsm3x C053 x — cos 3xZ3 CoS X
2.4.2 Polyndmes en cos x et en sin x
Voici un éventail de méthodes utiles pour calculer / cos? x sin? x dx.
Parité de g
q pair g impair
Parité de p pair | Utiliser les formules d’Euler Poser u = cosx
P p impair Poser u = sinx Poser u = cosx ouu = sinx
ix —ix . ix _ ,—ix
Formules d’Euler : cosx = % etsiny = &——
2.4.3 Regle de Bioche
On 'utilise pour intégrer des fractions rationnelles en cos x et en sin x : / R(cos x,sin x) dx.
On étudie les invariances de R dans les changements suivants :
e Sion al’invariance x <— —x, alors on effectue le changement u = cos x.
e Sion al’invariance x <— 7w — x, alors on effectue le changement u = sin x.
e Sion al’invariance x < 77 + x, alors on effectue le changement u = tan x.
e En cas d’échec, alors on effectue le changement t = tan 3.
. Qi _ 2t _ 1-#? _ 2t
On rappelle alors les formules : sinx = TTEs COSX = 17, tanx = ;5.
Exercice 12 Calculer les primitives suivantes.
. dx dx dx
. 5 | de
1. / sin 2x cos 3x dx /cosx COS X — cos3x 13. Trtanx
3 . .
. COS™ X Sll’l X COS X s x
2. /c052x51n3xdx 6. / 5, dx 10. / Tocox dx 14 | ——S—dx
. sin 1+ COS 3+sin“x
. 5y tan x
> / sin’ x dx 7. / S Y 11. / sirv x 15. / g dx
cos x 1+c052 J 14sin“x
4 / dx - dx 16 cosx—l—ZSinxd
~J sinx 8. / 6 12. / ' sinx —cosx
Cos” X COS X Sll’l X

6



Exercice 13 Symétries remarquables : utiliser le changement de variable t = x — %.

sin x cos x 1
1. /%dx 2. /ﬁdx
sin X + Cos x Ccos* x + sin* x

Exercice 14 Vers les séries de Fourier
Calculer les intégrales suivantes, pour (p,q) € Z2.

27 27 27
1./0 sin(px) sin(gx) dx 2./0 sin(px) cos(gx) dx 3./0 cos(px) cos(gx) dx

Exercice 15 Soient (a,b) € R? et f une fonction continue de [a; b] dans R vérifiant : Vx € [a;b], f(a+ b — x) = f(x).

b b
1. Calculer/ xf (x) dx en fonction de/ f(x)dx.
a

a

7T
2. En déduire / L dx
0 1+sinx

2.5 Trigonométrie hyperbolique

On peut retenir les formules suivantes, qui peuvent donner les formules de linéarisation en les retra-
vaillant.

sh 2x = 2shxchx ch 2x = ch?x + sh?x
sh(a+b) = chashb+shachb|ch(a+b) = chachb+shashb

On dispose également d"une variante de la regle de Bioche donnant les changements de variable conseillés.
On s’intéresse aux invariances de la fonction obtenue en remplagant ch par cos, sh par sin et th par tan :

e Sion al’invariance x <— —x, alors on effectue le changement u = ch x.

e Sion al’invariance x <— 7t — x, alors on effectue le changement u = sh x.
e Sion al’invariance x < 77 + x, alors on effectue le changement u = th x.
e En cas d’échec, alors on effectue le changement t = e*.

Exercice 16 Calculer les primitives suivantes.

dx th x
- 7. d
1. /sh2xch3xdx 4. ,/chxfch3x T+chx x 10. /1—thx
: dx g Ch3x / chx+2
5 ) 11.
/shx > 2+4chux 8. 1+shxdx chx+1
dx
3. 12 [ —————
/Chx 6. /ch3 o /1+Chx ,/chx(2+shx)

2.6 Intégrales abéliennes

On veut calculer / R (x, vax? 4+ bx + c) dx, ot R est une fraction rationnelle.

4q2

2
Vax? + bx + ¢ qu’on met sous forme canonique — \/a [(x + %) — A]
Changement de variable : y = x + %, dy = dx

On se ramene a y/ay? + k

3 cas possibles a>0etk>0 a>0etk <0 ] a<0Oetk>0
Vay> +k = f \/ T Les calculs se font de
Revenir a un cas de base = hy/ay/ (3 g 1 fagon similaire pour se ramener a :

Onprend h > 0 et h2 > —
Onposez:%—m/z2 # -1 1=z

Changement z=shg z=chg zZ =sin@ ouz = cos ¢

de variable 22 +1=ch’p 22 —1=sh?p | 122 = cos® p ousin® ¢




Exercice 17 Pour les marathoniens

X
Calculer F(x) = / _—
*) J x+Vx24+2x+2

(ne pas oublier 'ensemble de définition).

2.7 Fonctions a valeurs complexes

On veut intégrer f : t — u(t) 4+ iv(t), avec u et v a valeurs réelles.
b b b
On définit alors : / f(t)dt = / u(t)dt + i/ o(t)dt.
a a

a
Une méthode pratique pour calculer une intégrale réelle est donc de passer dans C :

U T . T . L]
I= / e*f costdt = / Re (e(2+l)t> dt = Re (/ o2+t dt) = Re <[1.e(2+1)t} >
0 0 0 241 0

Exercice 18 Calculer les intégrales suivantes :

. T dx
et 4./

1. /0 e’ cos2tdt 0 21
T tsint -1

2. / costsmt tsm dt 5. / 7;13(,

Jo e 0 x3—1

3 /1 dx 6 /1 dx

“Jo x—i " Jo x2—i



