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On s’intéresse & I'EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman :

{f(x,axu-,—(t,x)a(x)) + deur(t,x) + Lur(t,x) =0,
ur(T,x) = g(x).

Quel est son comportement en temps long (quand T — o0) ?
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On s'intéresse a I'EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman :
f(x,0xut(t,x)o(x)) 4+ deut(t,x) + Lur(t,x) =0,
ur(T,x) = g(x).

Quel est son comportement en temps long (quand T — o0) ?
En posant T(t,x) = up(T —t,x), elle se réécrit :
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On s'intéresse a I'EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman :
f(x,0xut(t,x)o(x)) 4+ deut(t,x) + Lur(t,x) =0,
ur(T,x) = g(x).

Quel est son comportement en temps long (quand T — o0) ?
En posant T(t,x) = up(T —t,x), elle se réécrit :

Sous certaines hypothéses, on sait déja que :

3IL>0,Vx e RY, VT >0, ur(0,x) — AT —v(x) — L,

T—oo

avec (v, A) solution de

f(x,Vv(x)o(x)) + Lv(x) = A.
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On s'intéresse a I'EDP de Hamilton-Jacobi-Bellman :
f(x,0xut(t,x)o(x)) 4+ deut(t,x) + Lur(t,x) =0,
ur(T,x) = g(x).

Quel est son comportement en temps long (quand T — o0) ?
En posant T(t,x) = up(T —t,x), elle se réécrit :

Sous certaines hypothéses, on sait déja que :

3IL>0,Vx e RY, VT >0, ur(0,x) — AT —v(x) — L,

T—oo

avec (v, A) solution de
f(x,Vv(x)o(x)) + Lv(x) = A.

Peut-on préciser la vitesse de convergence?
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C’est quoi, une EDSR?

Une EDS, c'est ca :

dXt = b(t,Xt) dt+U(t,Xt) th
Xo =X
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C’est quoi, une EDSR?

Une EDS, c'est ca :

dXt = b(t,Xt) dt+U(t,Xt) th
Xo =X

On dit que le processus X est une solution de I'EDS sur I'intervalle [0, T]
quand X est continu, adapté a W et :

t t
Vvt e [0, T], X¢ = x+J b(s, Xs) ds+J (s, Xs)dWs  ps
T T 0 0
J Ib(s,Xs)lds—l—J lo(s,Xs)|?ds < oo ps
0 0
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C’est quoi, une EDSR?
Une EDS, c'est ca :

dXt = b(t,Xt) dt+U(t,Xt) th
Xo =X

On dit que le processus X est une solution de I'EDS sur I'intervalle [0, T]
quand X est continu, adapté a W et :

t
Vvt e [0, T], X¢ = x+J b(s, Xs) ds+J (s, Xs)dWs  ps
0

t
T T 0

J Ib(s,Xs)lds—l—J lo(s,Xs)|?ds < oo ps
0 0

Théoréme

Existence et unicité de la solution dans LP(Q,C([0, T],RY) pour tous p > 2 et

T > 0 dés que b et o sont uniformément globalement Lipschitziennes en
espace.
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C’est quoi, une EDSR?

Pour une EDSR, on aurait envie de poser :

dYt = f(t, Yt)dt+g(t, Yt)th
Yr=¢

avec ¢ une variable Fr-mesurable.
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C’est quoi, une EDSR?

Exemple fondamental : résolvons

{dYt:O
Yr=¢
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C’est quoi, une EDSR?

Exemple fondamental : résolvons

{dYt:O
Yr=2¢

On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T].
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C’est quoi, une EDSR?

Exemple fondamental : résolvons

dYy =0

Yr=2¢
On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose
Y{ = E[¢|F:]. Y/ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?
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C’est quoi, une EDSR?

Exemple fondamental : résolvons

dYy =0

Yr=2¢
On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose
Y{ = E[¢|F:]. Y/ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (Fy)-martingale issue de 0 telle que V't > 0, E [M?] < oco.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
tout t >0 :

t t
E U |Zs? ds] < oo et My :J Zs dW.
0 0
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C’est quoi, une EDSR?

Exemple fondamental : résolvons

dYy =0

Yr=2¢
On a Y; = ¢ pour tout t € [0, T]. Ce n'est pas adapté! On pose
Y{ = E[¢|F:]. Y/ est adapté, mais quelle EDSR vérifie-t-il ?

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (Fy)-martingale issue de 0 telle que V't > 0, E [M?] < oco.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
tout t >0 :

t t
E U |Zs? ds] < oo et My :J Zs dW.
0 0

Quand E[|&%] < oo, on a donc dY{ = Z; dW;, pour un certain processus Z...
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C’est quoi, une EDSR?

Une EDSR, c'est ca :
dYe = —F(¢t, Yy, Zt)dt + Z; dW4
{YT =g
avec § une variable Fy-mesurable de carré intégrable.

On dit que le couple de processus (Y, Z) est solution de I'EDSR sur I'intervalle
[0, T] quand Y est continu adapté et Z progressivement mesurable et que :

T T
VtG[O,T],Ytzg—FJ f(s,YS,Zs)ds—J Zs dWs ps
, ; f
J If (s, Ys, Zs)|ds +J |Zs? ds < oo ps
0 0
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C’est quoi, une EDSR?

Une EDSR, c'est ca :

d Ye = —f(t, Y, Zt) dt + Z; Cth
Yr=2¢
avec § une variable Fy-mesurable de carré intégrable.

On dit que le couple de processus (Y, Z) est solution de I'EDSR sur I'intervalle
[0, T] quand Y est continu adapté et Z progressivement mesurable et que :

T T
VtG[O,T],Yt:(:—I—J f(s,YS,Zs)ds—J Zs dWs ps
, ; f
J If (s, Ys, Zs)|ds +J |Zs|? ds < oo ps
0 0

Théoréme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)

On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en aléa et temps;

o E

T
> +J |f (s,0,0)[? ds] < o0,
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :
S S
X2 =x —I—J b(r, XE*) dr —I—J a(r, X}X) dw,
t - t -
VIR = g X)X, v 2 dr [ zimaw,
S s
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

S S

b(r,X,f’X)dr—i—J o(r, XE¥) dW,

XSt’sz—i—J
- t

t
.
Fr, XE%, V%, Z8%) dr — J Zi7dw,

s

Vi = g(xi) + |

S

Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
t,x
u(t,x) =Yy
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

S S

b(r,X,f’X)dr—i—J o(r, XE¥) dW,

XSt’sz—i—J
- t

t
.
Fr, XE%, V%, Z8%) dr — J Zi7dw,

s

Vi = g(xi) + |

S

Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := Y} et par unicitée Y& = u(s, X&)
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :
S

S
x +J b(r, Xt%) dr +J o(r, XE¥) dW,
t t
T

t,x
Xs’

.
Fr, XEX, Y%, Z8%) dr — j Zi* 4w,

S

Ystlx = g(X;lX) +J

)
Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := Y et par unicitée Y& = u(s, X&)

£x £,x T t,x £,x £,x T £,x
YR = (X )+j Fr X Y%, 2% )drfj 2% dw,
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

X;’X:erJ
t

s s

b(r,X,t'X)errJ o(r, XE¥) dW,
T t T
Flr, XE%, YEX, ZE%) dr — j ZE dw,

S

Ystlx = g(X;lX) +J

)
Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := Y et par unicitée Y& = u(s, X&)

[ 33 £,x T £,x t,x t,x T t,x
YR = (X )+j Fr X Y%, 2% )drfj 2% dw,
T Xtx Xtx T Xtx
fr, XEX, Y77,z )drfJ Z; dW,

—g(xi)+ |
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

X;’X:erJ
t

s s

b(r,X,t'X)errJ o(r, XE¥) dW,
t
-
Ystlx = g(X;lX) +J
)
Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := Y et par unicitée Y& = u(s, X&)

.
Fr, XEX, Y%, Z8%) dr — j Zi* 4w,
s

£x T £,x T £,x
YEXT = g(XxX) +J Fr, X0, YEXT 785 Y dr fJ Z5%7 dw,
T T
yix — g(x;X)+J F(r, X2, Y,t'X,Z,t'X)drfJ 74 dW,
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

XSt’X:x—l—J
t

S S

b(r,X,t’X)dr—i—J o(r, XE¥) dW,

T ! T

Y = g(X¥) +J F(r, X%, Y, ZE%) dr—J Z}*dw,
s s

Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := YF*; et par unicite Y& = u(s, X&).
Etsi b, 0, f et g sont suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la
formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Etr({aixu.oa*}(s, XE¥))ds
1
={0ru+du.b+ 5tr(aixu.o—a*)}(s, XY ds + {9, u.0)(s, XEX) dWs
dYEX = —f (s, XIX, YIX, ZE¥) ds + Z2* dWq
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

XSt’X:x—l—J
t

S S

b(r,X,t’X)dr—i—J o(r, XE¥) dW,

T ! T

Y = g(X¥) +J F(r, X%, Y, ZE%) dr—J Z}*dw,
s s

Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := YF*; et par unicite Y& = u(s, X&).
Etsi b, 0, f et g sont suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la
formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Etr({aixu.oa*}(s, XE¥))ds
1
={0ru+du.b+ 5tr(aixu.o—a*)}(s, XY ds + {9, u.0)(s, XEX) dWs
dYEX = —f(s, XEX, YEX, ZE¥) ds + ZEX d W,
Donc Z&* = d,u(s, X&) (s, X&)
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :

XSt’X:x—l—J
t

S S

b(r,X,t’X)dr—i—J o(r, XE¥) dW,
T ! T
Yix = g(X;X)+J F(r, X}, Y,t'X,Zf'X)dr—J Z}*dw,

s s
Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := YF*; et par unicite Y& = u(s, X&).
Etsi b, 0, f et g sont suffisamment réguliéres, alors u est C12 et, par la
formule d'It6 :

1
du(s, XF*) = 9,u(s, XF*) ds + 9 u(s, XI¥) dXI* + Etr({aixu.oa*}(s, XE¥))ds
1
={0ru+du.b+ 5tr(aixu.o—a*)}(s, XY ds + {9, u.0)(s, XEX) dWs
dYEX = —f(s, XEX, YEX, ZE¥) ds + ZEX d W,
Donc Z&* = 0, u(s, X2 ) o (s, X&) et
1
f(t,x,u(t,x),0xu(t,x)o(t,x)) +{0:u+ dxu.b+ Etr(agxu.va*)}(t,x) =0
u(T,x) = g(x)
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Lien avec les EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On résout :
s S
XIX = x +J b(r, X}F)dr +J o(r, X;*) dW,
t T t T
Fr, XP%, Y%, Z0%) dr — J Z;* dw;

S

Vi = g + |

S

Quand b, o, f et g sont déterministes, on définit une fonction déterministe par
u(t,x) := Y} et par unicitée Y& = u(s, X&).

Etsi b, 0, f et g sont suffisamment réguliéres, alors u est C1? et alors

ZE = 0xu(s, X&) (s, X&) et

F(t, %, u(t,x), dxu(t, X)o(t, x)) + Det + dxu.b + %tr(agxu.aa*)}(t,x) —0
u(T,x) =g(x)

Si b, 0, f et g sont seulement Lipschitz, alors u est seulement continue et est
solution de viscosité de I’équation ci-dessus.
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Solution de viscosité d’EDP parabolique

On considére

{f(t,x, u(t,x),0xu(t,x)o(t,x)) +{0¢u+ dxu.b+ %tr(a)z(xu.ao*)}(t,x) =0
u(T,x) = g(x)
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Solution de viscosité d’EDP parabolique

On considére
£(t, %, u(t,x), dxu(t, <)o (£ x)) + {Peu + dxub+ %tr(agxu.w*)}(t,x) —0
u(T,x) = g(x)

Théoréme (Principe du maximum)

u € C12 est solution classique si et seulement si :
o u(T,e)=g;
o V¢ € C?, Y(to, x0) max local de u— ¢,
f (to, 0, u(to, x0), OxP(to, X0)0 (to, X0))
1
aF {at(P aF aX(Pb + Etl’(aix(P.UU*)}(to, Xo) < O‘,
o V¢ € C2, Y(to, x0) min local de u— ¢,
f (to, x0, u(to, x0), IxP(to, x0)o (to, Xo))

+ (3¢ + Ixpb + %tr(aixqa.w*)}(to,xo) > 0.
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Solution de viscosité d’EDP parabolique
On considére

{f(t,x, u(t,x),0xu(t,x)o(t,x)) +{0¢u+ dxu.b+ %tr(aixu.aa*)}(t,x) =0
u(T,x) = g(x)

Définition (Solution de viscosité)

u € CY est solution de viscosité si et seulement si :
o u(T,e)=g;
° Vo € C?, Y(tg, xo) max local de u —¢,

f (to, x0, u(to, x0), OxP(to, X0 )0 (to, xo0))
+@ep b+ (300" (10, 0) < O
° Vo € C?, Y(tg, xp) min local de u —¢,
f (to, xo0, u(to, x0), IxP(to, x0)o (to, X0))

+{Bep + Db+ o tr(@%9.00° )10, %0) > 0.
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EDSR d'horizon infini

On considére I'EDSR d'horizon fini S :

S S
Y = é’—i—J f(s Ys, Zs) ds—J ZsdWs, Vte|o,S].
t t
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EDSR d'horizon infini

On considére I'EDSR d'horizon fini S :

S S
Ve | f(sYeZ) ds— [ Zedws, vie(o,s)
Ou, par soustraction : ! !
T T
Yt:YT+J f(s,Ys, Zs) ds—J ZsdWs, Y0<t<T<S.

t t
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EDSR d'horizon infini

On considére I'EDSR d'horizon fini S :

S S
Ve | f(sYeZ) ds— [ Zedws, vie(o,s)
Ou, par soustraction : ! !

T T
Yt:YT+J f(s,Ys, Zs) ds—J ZsdWs, YO<t<T<S.
t t
On veut faire tendre S vers l'infini.
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EDSR d’horizon infini
On considére I'EDSR d'horizon fini S :

S S
Yt:{;‘—i-J £(s,Ys Zs) ds—J ZodWs, Ve 0,S).
t t

Ou, par soustraction :
T T
Yt:YT+J f (s, Ys Zs) ds—J ZsdWs, YO<t<T<S.
t t
On veut faire tendre S vers l'infini.

Théoréme (Briand, Hu 98)
On suppose que :

e ¢=0;

o f est globalement lipschitzienne en (y,z), uniformément en (w,s) ;
/|2 ;

o f est monotoneeny : (y—y')(f(s,y,z)—f(s,y',z)) < —aly—y
e f(-,0,0) est bornée.
Alors 'EDSR

Yt: YT+J
t

admet une unique solution avec Y continu borné et Z de carré intégrable en
temps (localement) et en aléa.

T T
f (s, Ys, Zs) ds—J ZsdWs, YO<t<T< +oo,
t
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
YtX:Y§+J {w(XSX,ZSX)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < 4oo.
t t
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
YtX:Y§+J {¢(X5X,Z$X)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < 4oo.
t t

Inconnues :
@ Y continu adapté a valeurs
dans R;
e Z* progressivement mesurable 3
*
valeurs dans (]Rd) ;

@ A un réel.
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
thfy§+J {¢(X5X,Z$X)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < +oo.

t t

Données :
| :
nconnues e X* solution a valeurs dans RY
@ Y continu adapté a valeurs de 'EDS
dans R;
e Z* progressivement mesurable 3 dXE = B (XF) dt 40 (XF) dW,
valeurs dans (]Rd)* ; Xo=x
® A un réel. o ¥:RY x (RY)" — R mesurable.
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T T
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t t
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e Z* progressivement mesurable 3 dXE = B (XF) dt 40 (XF) dW,
valeurs dans (]Rd)* ; Xo=x
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Hypothéses :
o E et o Lipschitz;
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
thfy§+J {¢(X5X,Z$X)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < +oo.

t t

Données :
| :
nconnues e X* solution a valeurs dans RY
@ Y continu adapté a valeurs de 'EDS
dans R;
e Z* progressivement mesurable 3 dXE = B (XF) dt 40 (XF) dW,
valeurs dans (]Rd)* ; Xo=x
® A un réel. o ¥:RY x (RY)" — R mesurable.

Hypothéses :
o E et o Lipschitz;
o 0 (R?) C GL4(R) et x = o(x) "1 est bornée;
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
Yf:y§+J {¢(X5X,Z$X)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < +oo.
t t

Données :
| :
nconnues e X* solution a valeurs dans RY
@ Y continu adapté a valeurs de 'EDS
dans R;
e Z* progressivement mesurable 3 dXE = B (XF) dt 40 (XF) dW,
valeurs dans (]Rd)* ; Xo=x
® A un réel. o ¥:RY x (RY)" — R mesurable.

Hypothéses :
o E et o Lipschitz;
o 0 (R?) C GL4(R) et x = o(x) "1 est bornée;
o [iP(x,z) —p(x, 2")| < Pulx —x'| + ¢z |zo(x) "t =2/ (x") 7| et
lp(x,0)] < C(1+Ix]);
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C’est quoi une EDSR ergodique ?

T T
thfy§+J {¢(X5X,Z$X)—A}ds—J ZXdWs, Y0<t< T < +oo.

t t

Données :
| :
nconnues e X* solution a valeurs dans RY
@ Y continu adapté a valeurs de 'EDS
dans R;
e Z* progressivement mesurable 3 dXE = B (XF) dt 40 (XF) dW,
valeurs dans (]Rd)* ; Xo=x
® A un réel. o ¥:RY x (RY)" — R mesurable.

Hypothéses :
o E et o Lipschitz;
o 0 (R?) C GL4(R) et x = o(x) "1 est bornée;
o [P(x,z) —p(x',z")| < Pulx — x| + ¢, |20'(X)71 —z/O'(x’)71| et
lp(x,0)] < C(1+Ix]);
o (B(x),x) < By —Ealx?, lo(x)[2 < o1 + 0olx]? et

%] -
\/(721/)2 ‘oo_'_? < Ho.
0/17
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< By ?

| &2

Pourquoi supposer /021, Ha_l‘ ot

2

Soit v : Ry x RY — RY une fonction bornée.
t

Par le théoréme de Girsanov, pour tout T >0, W = W, —J v (s, XY) ds est
0

un mouvement brownien sur [0, T] sous une probabilité P .

o
Quand /03]|7||co + 72 <EHp, ona:

sup BT [IX37] < € (141x).

avec C qui ne dépend de v que via ||7||co-

10/17
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Une EDSR auxiliaire

T T
yex — y.ﬂ;uj [ (X2, Z8%) — a v dsfj Z8XdW,, VO <t< T < 4oo.
t t

© Pour tout & > 0, unique solution (Y**,Z%*).
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Une EDSR auxiliaire

T T
yex — y.ﬂ;uj [ (X2, Z8%) — a v dsfj Z8XdW,, VO <t< T < 4oo.
t t

© Pour tout & > 0, unique solution (Y**,Z%*).

K
Q |V < o (1+ (X)) et Y = v* (X¥) P-p.s. ou v™ : x — Yo7~
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Une EDSR auxiliaire

T T
yex — y.ﬂ;uj [ (X2, Z8%) — a v dsfj Z8XdW,, VO <t< T < 4oo.
t t

© Pour tout & > 0, unique solution (Y**,Z%*).
Q |V~

© (Hu, Tessitore 07) Si o et (-,0) sont bornées, et Z et o de classe C1,
alors v* est Ct et Z;™ = Vv* (X{) o (X{) P-p.s. pour p.t. t € Ry.

K
< — (1+ (X)) et Y = v* (X¥) P-p.s. ou v™ : x — Yo7~
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Une EDSR auxiliaire

T T
yex — y.ﬂ;uj [ (X2, Z8%) — a v dsfj Z8XdW,, VO <t< T < 4oo.
t t

© Pour tout & > 0, unique solution (Y**,Z%*).
Q |V~

© (Hu, Tessitore 07) Si o et (-,0) sont bornées, et Z et o de classe C1,
alors v* est Ct et Z;™ = Vv* (X{) o (X{) P-p.s. pour p.t. t € Ry.

K
< — (1+ (X)) et Y = v* (X¥) P-p.s. ou v™ : x — Yo7~

Objectif : faire tendre a vers 0. On a besoin d'en savoir plus sur Y**.

11/17
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € RY, ‘v"‘(x) — v"‘(x’)‘ <C (1 +Ix? + |x/|2) .

Démonstration :

12/17
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € RY, |v"‘(x) — v‘x(x')| <C (1 +IxP + |x/|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.

QY& = — (i (X5, Z8%) —a Y&} dt + 28 d W,
=—{p(X£,0)—aY } dt + Z;* (dW, —T* (X{) dt)

ol I (x) = ot TV (07 (9 1n ey o
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x’ € RY, |v‘x(x) — v‘x(x/)| <C (1 +|x2 + |x/|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.

AYES = — (i (XF, Z8%) —a Y&} dt + 28 d W,
=—{p (X, 0) —aY } dt 4+ Z;™ (dWe —T* (X{) dt)

ou I''(x) = w(x'ﬁg‘ff():)(;()l;f(x’o) Vv () () g e (x)o(x) £0-

dYP* = — {9 (X5,0) —a Y™} de + Z8X dWE™
d (e7M YY) = —e %ty (X, 0) dt + e M ZP X dW
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va > 0, Vx, x' € RY, ‘v"‘(x) - v"‘(x’)‘ <C (1 + |x]® + |x/|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.
dY{™ = —{p (X7, Z{) —aY{™ ) dt + Z1* dW,;
=—{p(X,0) —a Y} dt + Z;™ (dWe —T* (X{) dt)

i T (x) = LN TV ()0 ()T ) o

dYX = —{p (XX, 0) —aY{ ™} dt + Z¥ dW™
d (e YY) = —e %ty (XF,0) dt + e M ZP* W

.
vi(x) = E**T [e_”‘TV”‘ (XF) + L e %Sy (XZ,0) ds}

12/17
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, ¥a >0, Vx,x' € RY, [v¥(x) —v*(x")| < C (1 + X2 + |x’|2) .
Démonstration : Cas o o et 1(.,0) bornées, Z et o CL.

Ve (X) _ ]’Ea,x,T

)
e Ty (X3) +J e (X2, 0) ds}
0

dX = {2 (G) + o () T () } de + 0 (X5) dWe™

I

12/17
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € RY, ‘v“(x) - v"‘(x’)| <C (1 +Ix? + |x/|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.

Ve (X) — ]’Ea,x,T

.
e o U (XX) +J e %5y (X2, 0) ds}
0

dX = (8 (X7) +0 (X)) T (X)) dt + 0 (X) dW™

Rappel : sup E&* T [lX?\z] <C (1 + \x|2) < 00.
T>0
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € ]Rd, ‘v”‘(x) — v“(x')| <C (1 +Ix? + |X’|2> .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.

v (X) _ ]Eac,x,T

)
et Ty (X5) +J e (X2, 0) ds}
0

dX = (2 (XF) + o (X)) T (X)) dt + 0 (XF) dWp~

Rappel : ;U%IE”"X’T [lX?\Z] <C (1 + \x|2) < o0o. Donc
>

e TEYT [V (X§)] — 0
—00
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € RY, ‘v“(x) - v"‘(x’)‘ <C (1 +Ix? + |x/|2) .

Démonstration : Cas od o et §(.,0) bornées, E et o C1.

Ve (X) — ]’Ea,x,T

.
e e T U (XX) +J e %5y (X2, 0) ds}
0

dXF = {E(XF) + o (XF) T (X)) dt + o (XF) dWE™

_ T
vi(x) = lim E**T U e %Sy (XZ,0) ds]

T—o0 0
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va >0, Vx,x' € ]Rd, ‘v‘x(x) — v‘x(x')| <C (1 +[x? + |X'|2) .

Démonstration : Cas od o et 1(.,0) bornées, Z et o C1.

dXX = (B (X)) 4+ 0 (X)) T (X)) dt + o (X)) dWH™

T—ooo

- T
Vi (x) = lim BT U e %Sy (XX,0) ds]
0

o0

V) =) < [ e

0

Eo%s [ (XX,0)] — B4 [¢ (x;’,o)] ] ds
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, Va > 0, Vx,x' € RY, ’v"‘(x) — v“(x')| <C (1 +[x? + |x'|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, & et o C1.

dXF = (Z (XF) + o (XF) T* (X)) dt + 0 (XF) dWA™

Vo) = v ()] < [ e [PEIp 000 = PR, 0)(x)] ds
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

v (x)—v‘x(x/)| <C (1—|-|x|2 —|-|x/|2) .

Démonstration : Cas ou o et §(.,0) bornées, E et o C1.

dX; = (2 (XF) + 0 (¢ T (X)) dt + 0 (X) dWE™

ds

v (x) = v* (x| SJ e | P (-,0)](x) = PE[p(-,0)](x")

0

Lemme

Soit ¢ une fonction a croissance quadratique. Le semigroupe P de X sous la loi
P vérifie :

[Pelp)(x) = Pelg](x')] < € (141x + 1) .
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, ¥a >0, Vx,x' € RY, [v¥(x) —v*(x")| < C (1 +Ix2 + |x/|2) .

Démonstration : Cas o o et 1(.,0) bornées, Z et o CL.

dXX = (B (X)) 4+ 0 (X)) T (XF)} dt + o (X)) dWS™

I

PElp(-,0)](x) = PE[p(-,0)](x")| ds

V() =¥ (x| < j:" e

Lemme

Soit ¢ une fonction a croissance quadratique. Si Vv*o est continue, alors le
semigroupe P*de X sous la loi P vérifie :

‘Pt J(x) — Pt [#](x’ (1 + IxP? + \x'|2) eVt

et € et U sont indépendantes de «, ||0]|co €t ||¢(+,0)]co-
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

3C >0, ¥a >0, Vx,x' € RY, [v¥(x) —v*(x")| < C (1 + X2 + |x’|2) .
Démonstration : Cas ou o et 1(.,0) bornées, E et o CL.
dXF = (B (X)) 4+ 0 (X)) T (X)) dt + o (X)) dWS™
Quand 1(-,0) et o bornées, E, o et ¢ C1, alors Vv¥c est continue et :

o ~

}v“(x) — v‘x(x/)| <¢ (1 +Ix2+ |X/|2) J e “Se V5 ds
0

¢
a+v

<
2 (14 2+ R
v

IN

(142 + ')

IN

Dans le cas général, on commence par faire une approximation.
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
yax =y +J (XX, Z8%) —aYS‘"’X}ds—J 7% dw,
t t

13/17
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
OG) = 0+ | 0 28 et O s [z dw
t t

13/17

Florian Lemonnier Etude d'EDP par des EDSR



Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
OG) = 0+ | 0 28 et O s [z dw
t t

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0);

(0l < € (14 1x2) .
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
OG) = 0+ | 0 28 et O s [z dw
t t

On pose v*(x) = v*(x) — v*(0);

W (0) < C et [P*(x)| < C(1+\x\2).
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
OG) = 0+ | 0 28 et O s [z dw
t t

On pose v*(x) = v¥(x) — v*(0);
@ O < C et [(x) < C(1+1xP).
Extraction diagonale :

apv®(0) — A et V' — v
n—oo n—oo
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

T T
OG) = 0+ | 0 28 et O s [z dw
t t

On pose v*(x) = v¥(x) — v*(0);
@ O < C et [(x) < C(1+1xP).
Extraction diagonale :

apv*(0) — A et V™ — v sur une partie dense.
n—oo n—oo
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

On pose v¥(x) = v¥(x) — v*(0);
v (0) < C et [*(x) < C (1 + \x\z) .
Extraction diagonale :

apv*(0) — A et V™ — v sur une partie dense.
n—oo n—oo

T T
Vi (X)) = v (XF) +J {w(XE, ZEn>) —aq v (X)) —apv™n (0)}ds—J Z&n > dWs
t t
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

On pose v¥(x) = v¥(x) — v*(0);
v (0) < C et [*(x) < C (1 + \x\z) .
Extraction diagonale :

apv*(0) — A et V™ — v sur une partie dense.
n—oo n—oo

T T
Vi (X)) = v (XF) +J {w(XE, ZEn>) —aq v (X)) —apv™n (0)}ds—J Z&n > dWs
t t

Proposition (Un résultat de type Bismut-Elworthy)

3C >0, Va > 0, Vx,x’ € RY, ‘v‘x(x) — v’x(x')| <C (1 +|x2 + |x’|2) |x — x|
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

On pose v¥(x) = v¥(x) — v*(0);
v (0) < C et [*(x) < C (1 + \x\z) .
Extraction diagonale :

apv®(0) — A et V® — v sur une partie dense.
n—oo n—oo

T T
V“ﬂ(Xf):V“(X?)—kJ [W(XE, Z8) — a7 (X)) — ™ (0} ds — J Z8X 4 W,
t t

Proposition (Un résultat de type Bismut-Elworthy)

3C >0, Va >0, Vx,x' € ]Rd, ‘v‘x(x) — v’x(x')| <C (1 +[x? + |x’|2) |x — x|

v s'étend sur RY comme limite simple de v%n.
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Objectif : faire tendre a vers 0 pour construire une solution a I'EDSRE

On pose v¥(x) = v¥(x) — v*(0);
v (0) < C et [*(x) < C (1 + \x\z) .
Extraction diagonale :

apv®(0) — A et V® — v sur une partie dense.
n—oo n—oo

T T
V“ﬂ(Xf):V“(X?)—kJ [W(XE, Z8) — a7 (X)) — ™ (0} ds — J Z8X 4 W,
t t

Proposition (Un résultat de type Bismut-Elworthy)

3C >0, Va >0, Vx,x' € ]Rd, ‘v‘x(x) — v’x(x')| <C (1 +[x? + |x’|2) |x — x|

v s'étend sur RY comme limite simple de v%n.

(Z%), est de Cauchy pour tout x € RY ~~ processus limite Z*
13/17
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Existence et unicité d'une solution a 'EDSRE

Théoréme (Hu, L.)

Il existe un réel A, une fonction v localement Lipschitz et nulle en 0 et un
processus Z* de carré intégrable en temps (localement) et en aléa tels que

T T
VO<t<T<oo Y= Y%—|—J {p (XX, ZX5)— A} ds—J ZX dWs,
t t
ou Y¥ = v (X{).
De plus, v est a croissance quadratique et Z* s'exprime comme fonction
mesurable de X*.

14/17

Florian Lemonnier Etude d'EDP par des EDSR



Existence et unicité d'une solution a 'EDSRE

Théoréme (Hu, L.)

Il existe un réel A, une fonction v localement Lipschitz et nulle en 0 et un
processus Z* de carré intégrable en temps (localement) et en aléa tels que

T T
VO<t<T<oo Y= Y%—|—J {p (XX, ZX5)— A} ds—J ZX dWs,
t t
ou Y¥ = v (X{).
De plus, v est a croissance quadratique et Z* s'exprime comme fonction
mesurable de X*.
Théoréme (Hu, L.)

Soient

o v, v’ des fonctions continues, a croissance quadratique, nulles en 0 ;

@ (,C' des fonctions mesurables ;

o A, A des réels.
On suppose que pour tout x, (v (X¥), T (XZX),A) et (v/ (X¥),T' (X¥),A")
sont solutions.
Alors A =M, v=v' et T (XX) = (X¥) P-p.s. et pour p.t. t € Ry.

Florian Lemonnier Etude d'EDP par des EDSR
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Comportement en temps long

Soit &7 une v.a. Fr-mesurable telle que ]gT{ <c (1 + ‘Xﬂz)
On considére I'EDSR d'horizon fini :

T T
veelo,T], Y =¢&T + L P (x_f, strX) ds —L ZI > dws.
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Comportement en temps long

Soit &7 une v.a. Fr-mesurable telle que ]gT{ <c (1 + ‘Xﬂz)
On considére I'EDSR d'horizon fini :

T T
veelo,T], Y =¢&T + L P (x_f, strX) ds —L ZI > dws.

Proposition (Hu, L.)

YT,X C (1 2
3C >0,¥x € RY, VT >0, OT =A gw.
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Comportement en temps long

Soit &7 une v.a. Fr-mesurable telle que ’gT{ <c (1 + ‘X ‘ )
On considére I'EDSR d'horizon fini :

T T
Vtem,ﬂ,Y]*::gT+Jt¢(x;z]*)ds—JtzJ%dmg

Proposition (Hu, L.)

T,x

C (1+IxP)
0 _ P Sl S
e :

- T

3C >0,¥x € RY, VT >0,

Démonstration :
T,
Yo X—Y§—AT
-

:CT—V(X?H'L {lp(XSX,ZST,x)_ (XX, ZX) }ds—J {ZSTfX—Z;(}dWs
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Comportement en temps long

Soit &7 une v.a. Fr-mesurable telle que ’gT{ <c (1 + ‘X ‘ )
On considére I'EDSR d'horizon fini :

T T
veelo,T], Y =¢&T + L P (x_f, strX) ds —L ZI > dws.

Proposition (Hu, L.)

T,x

C (1 2
3C >0,¥x € RY, VT >0, w.

T

Al <

0
-

Démonstration :

Yy X = Y& AT
.

—gT—v(X§)+L {tp (X_f,ZST'X) — (XX, ZX) }ds—J {ZT'X ZX} dW,

15/17
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Comportement en temps long

Soit &7 une v.a. Fr-mesurable telle que ’gT{ <c (1 + ‘X ‘ )
On considére I'EDSR d'horizon fini

T T
veelo,T], Y =¢&T + L P (x_f, strX) ds —L ZI > dws.

Proposition (Hu, L.)

T,x 2
. C(1
3C>0,vx € RY VT > 0, [ Yoo _a| < CAEKE)
T T
Démonstration :
Yy X = Y& AT

= gT_v(X§)+LT {¢ (xg,st'X) — (XX, ZX) }ds—J {ZT'X ZX} dW,

=BT [¢7 v (x§)]

Rappel : sup ExT [IX?—IQ] <C (1 + |x|2).
T>0

15/17
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Comportement en temps long

Théoréme (Hu, L.)

Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :
Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0

On dispose méme de la vitesse de convergence :

Wx €RY, VT >0, | Y ¥ —AT = Vg — L < C (14 x) 7,

16/17

Florian Lemonnier Etude d'EDP par des EDSR



Comportement en temps long

Théoréme (Hu, L.)

Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :

Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0
On dispose méme de la vitesse de convergence :

Vx € RY, VT >0,

Y X AT — Y — L‘ <C (1 4 |x|2) T,

Démonstration : On considére wr(x) = YOT’X —AT = Y§.
Q Iwr(x)I<C (1 + |x|2) ~+ Extraction diagonale ~» Convergence de wr,
sur un ensemble dense D
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Comportement en temps long

Théoréme (Hu, L.)

Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :

Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0
On dispose méme de la vitesse de convergence :

Vx € RY, VT >0,

Yo AT — Y — L‘ <C (1 4 |x|2) T,

Démonstration : On considére wr(x) = YOT’X —AT = Y§.
Q Iwr(x)I<C (1 + |x|2) ~+ Extraction diagonale ~» Convergence de wr,
sur un ensemble dense D
Q lwr(x)—wr(y)<C(1+ Ix|2 4+ |y|2) e VT wy, — Lsur D

1—00

16/17
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Comportement en temps long

Théoréme (Hu, L.)

Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :

Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0
On dispose méme de la vitesse de convergence :

Vx € RY, VT >0,

Yo AT — Y — L‘ <C (1 4 |x|2) T,

Démonstration : On considére wr(x) = YOT’X —AT = Y§.
Q Iwr(x)I<C (1 + |x|2) ~+ Extraction diagonale ~» Convergence de wr,
sur un ensemble dense D
Q lwr(x)—wr(y)<C(1+ Ix|2 4+ |y|2) e VT wy, — Lsur D

1—00

Q lwr(x) —wr(y)I < C(1+Ix2+1yP) Ix—yl ~ wr, — Lsur RY
1 [e9)
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Comportement en temps long

Théoréme (Hu, L.)

Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :

Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0
On dispose méme de la vitesse de convergence :

Vx € RY, VT >0,

Yo AT — Y — L‘ <C (1 4 |x|2) T,

Démonstration : On considére wr(x) = YOT’X —AT = Y§.
Q Iwr(x)I<C (1 + |x|2) ~+ Extraction diagonale ~» Convergence de wr,
sur un ensemble dense D
Q lwr(x)—wr(y)<C(1+ Ix|2 4+ |y|2) e VT wy, — Lsur D

I—00
Q lwr(x)—wr(y) < C(1+Ix2+yl) Ix—yl ~ wy, — Lsur RY
1—00
@ Soit K un compact, L est un point d'accumulation de
A ={wr T >1} C C(K,R)
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Soit g : RY — R telle que |g(x)| < C (1+ |x?) et
lg(x)—g(x")I < C(1+ [x|2 + |x’\2) Ix —x’|. On suppose que T = g (X¥).
Alors il existe L € R tel que :

Vx €RY, Y AT — Y& — L.
T —o0
On dispose méme de la vitesse de convergence :

Vx € RY, VT >0,

Yo AT — Y — L‘ <C (1 4 |x|2) T,

Démonstration : On considére wr(x) = YOT’X —AT = Y§.
Q Iwr(x)I<C (1 + |x|2) ~+ Extraction diagonale ~» Convergence de wr,
sur un ensemble dense D
Q lwr(x)—wr(y)<C(1+ Ix|2 4+ |y|2) e VT wy, — Lsur D

I—00
© lwr(x) = wr(y)l £ C (1+x +yP) lx—yl ~= wr, — Lsur R?
@ Soit K un compact, L est un point d'accumulation de
A={wr kT >1} CC(K,R)
Par Ascoli, il reste & montrer que L est I'unique point d'accumulation de A. 16/17
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Application aux EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On note L le générateur du semigroupe de Kolmogorov associé a I'EDS vérifiée
par X.

EDP Hamilton-Jacobi-Bellman EDSR d’horizon fini
f(x,0xut(t, x)o(x)) 4+ drut(t,x)
+Lur(t,x) =0 Ye=g(X7) + [ f(Xs, Zs)ds — ] Zs dws

ur(T,x) = g(x)
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Application aux EDP Hamilton-Jacobi-Bellman

On note L le générateur du semigroupe de Kolmogorov associé a I'EDS vérifiée
par X.

EDP Hamilton-Jacobi-Bellman EDSR d’horizon fini
f(x,0xut(t, x)o(x)) 4+ drut(t,x)
+Lur(t,x) =0 Ye=g(X7) + [ f(Xs, Zs)ds — ] Zs dws

ur(T,x) = g(x)

EDSR ergodique

Ye= Y1+ [[{F(Xs, Zs) — Ayds — [ Zs dwvs
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Application aux EDP Hamilton-Jacobi-Bellman
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f(x,0xut(t, x)o(x)) 4+ drut(t,x)
+Lur(t,x) =0 Ye=g(X7) + [ f(Xs, Zs)ds — ] Zs dws
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f(x, Vv(x)o(x)) + Lv(x) = A Ye= Y1+ [[{F(Xs, Zs) — Ayds — [ Zs dwvs

Théoréme (Hu, L.)

Vx € R, VT >0, |ur(0,x) —AT —v(x)—L| < C (1 + |x|2) T,
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On note L le générateur du semigroupe de Kolmogorov associé a I'EDS vérifiée

par X.
EDP Hamilton-Jacobi-Bellman EDSR d’horizon fini
f(x,0xut(t, x)o(x)) 4+ drut(t,x)
+Lur(t,x) =0 Ye=g(X7) + [ f(Xs, Zs)ds — ] Zs dws
ur (T, x) = g(x)
EDP Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique EDSR ergodique
f(x, Vv(x)o(x)) + Lv(x) = A Ye= Y1+ [[{F(Xs, Zs) — Ayds — [ Zs dwvs

Théoréme (Hu, L.)

Vx € R, VT >0, |ur(0,x) —AT —v(x)—L| < C (1 + |x|2) T,

Merci pour votre attention.

17/17

Florian Lemonnier Etude d'EDP par des EDSR



