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@ EDSR générales
o A quoi ca ressemble?
@ Résolution
o Ramifications

© EDSR markoviennes
@ Horizon infini
o EDSR ergodique

© Quelques applications
@ Résolution d'EDP

o Controle ergodique optimal

On se donne un mouvement brownien W k-dimensionnel, défini sur un espace
probabilisé complet (QQ, F,IP), dont la filtration naturelle augmentée est notée

(‘Ff)tZO'
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EDSR générales

C’est quoi, une EDSR?

Une EDS, ca ressemble a ca :
dX; = b(t,Xt) dt+(7(t,Xt) dW;
Xo=¢

avec ¢ va Fp-mesurable, b: O x RT x R? — R et
0: 0 xRy xRY — My i (R).
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EDSR générales A i ca ressemble ?

C’est quoi, une EDSR?

Une EDS, ca ressemble a ca :
dXt = b(t,Xt) dt+(7(t,Xt) th
Xo=¢
avec & va Fo-mesurable, b: O x RT x R — RY et
0: 0 xRy xRY — My i (R).
Une solution X est un processus d-dimensionnel, (F;)-adapté, continu et
vérifiant P-ps :

t t

J Ib(s,Xs)\ds+J o (s, Xs)|? ds < o0
0 t 0 t

xt_gzj b(s, Xs) ds+J o (s, Xs) dWs
0 0
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EDSR générales

C’est quoi, une EDSR?

On aurait envie de poser pour une EDSR :

dYt =—f (t, Yt) dt+g(t, Yt) th
Yr=¢

avec & va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" — R" et
g: O xRy xR" - M, (R).
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EDSR générales A ressemble ?
n

C’est quoi, une EDSR?

On aurait envie de poser pour une EDSR :
dYt =—f (t, Yt) dt+g (t, Yt) th
Yr=¢

avec & va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" — R" et
g: O xRy xR" - M, (R).

Théoréme (Représentation des martingales browniennes)

Soit M une (F¢)-martingale issue de 0 telle que Vt > 0, E [M?] < oo.
Alors il existe un unique processus Z progressivement mesurable et tel que pour
toutt >0 :

t t
E U |Z,|2 ds] < oo et M; :J Zs dW.
0 0

Florian Lemonnier Introduction aux EDSR et quelques applications



EDSR générales

C’est quoi, une EDSR?

Forme générale des EDSR :

dYt =—f (t, Yt) dt + [g (t, Yt) + Zt} th
Y1 = ¢ de carré intégrable

avec & va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" — R" et
g: O xRy xR" - M, (R).
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EDSR générales

C’est quoi, une EDSR?

Forme générale des EDSR :

dYt == *f (t, Yt) dt+thWt
Y1 = ¢ de carré intégrable

avec & va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" — R",
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EDSR générales

C’est quoi, une EDSR?

Forme générale des EDSR :

dYt =—f (t, Yt,Zt) dt + thWt
Y1 = ¢ de carré intégrable

avec ¢ va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" x M, ,(R) — R".
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EDSR générales A i ca ressemble ?

C’est quoi, une EDSR?

Forme générale des EDSR :

dYt =—f (t, Yt,Zt) dt + thWt
Y1 = ¢ de carré intégrable

avec ¢ va Fr-mesurable, f : ) x RT x R" X M, x(R) — R".

Une solution (Y, Z) a valeurs dans R" x M,, (IR), ol Y est continu adapté et
Z progressivement mesurable, vérifie IP-ps :

T T
[ e zords+ [ 122 65 < o0
0 - 0 -
Yt:§+J f (s, Ys, Zs) ds—J Zs d W
t t
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EDSR générales A qu
Résolution
Rami s

Théoréme fondamental

Théoreme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)

On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en (w, t) ;

o E

;
|§|2+J |f(s,0,0) ds] < 0.
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.
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EDSR générales oi ca ressemble ?
é n
Ramifications

Théoréme fondamental

Théoreme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)
On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en (w, t) ;

o E

-
|2 +J |f(s,0,0) ds] < 0.

0
Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.

Démonstration.

Utilisation d'un théoréme de point fixe dans |'espace de Banach

T
Y, Z prog. mes. et Y continu|E | sup |Ye? -I-J | Zs[? ds:| < oo} O

0<t<T 0
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EDSR générales

Ramificat

Théoréme fondamental

Théoreme (Pardoux, Peng 90; El Karoui, Peng, Quénez 97)
On suppose que :

o f est globalement lipschitzienne en (y,z) uniformément en (w, t) ;

-
o E |§|2+J |f(s,0,0) ds] < 0.
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.

Démonstration.

Utilisation d'un théoréme de point fixe dans |'espace de Banach

T
Y, Z prog. mes. et Y continu|E | sup |Ye? -I-J |Zs]2 ds| < o0 b. O
0<t<T 0

On en déduit une méthode numérique pour résoudre une EDSR :

y(© — 70 — g,y | JT

-
Zm Y gw, = ¢ +J f (s, YS("),ZS(")) ds.
t t
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EDSR générales

EDSR a horizon aléatoire

La condition terminale est prise en un temps d’arrét T :

T T

f (s, Ys, Zs) ds—J Zs dWs.
tA\T

-

tA\T
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EDSR générales oi ca ressemble ?

EDSR a horizon aléatoire

La condition terminale est prise en un temps d’arrét T :

T
f (s, Ys, Zs) ds—J Zs dWs.
tA\T

T

-

tA\T

Théoréme (Darling, Pardoux 97)

On suppose que :
o ¢ =0 sur{t = +o0o};

o f est globalement lipschitzienne en (y,z), uniformément en (w, t) ;
T

o E [|(:|2 +J I£(£,0,0)2 dt] -
0

Alors I'EDSR admet une unique solution telle que Z soit de carré intégrable.
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EDSR générales

Ramifications

EDSR a horizon infini

On prend T=+ocoet§=0:
+o00

+o00
Yt:J Fs, Y, Z) ds—J ZodWs, 0 < £ < +o0.
t t
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EDSR générales

EDSR a horizon infini

On prend T=+ocoet§=0:

+oo +o0
Yt:J Fs, Y, Z) ds—J ZodWs, 0 < £ < +o0.
t t
Par soustraction :
T T
Yt:YT+J f (s, Ys, Zs) ds—J ZsdWs, 0 <t < T < +o0.
t t
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Horizon infini

EDSR markoviennes EDSR ergodique

La dépendance en aléa du générateur f ne provient que d’'une diffusion,

c'est-a-dire :
T T
Y, = YT+J f (s, Xs, Ys, Zs) ds—J ZsdWs,
t t
avec
t t
X; = x+J b(s, Xs) ds+J o (s, Xs) dWs,
0 0

ot x €RY, b: Ry xR 5 RY, 0: Ry x RY - My, (R) et
f:Ry x RY x R" x M, (R) — R".
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EDSR markoviennes (st bt

EDSR ergodique

Plus précisément, considérons I'EDSR & horizon infini :

T T
ver =i [ O zen —ave ds— |z,
t t

t t
avec xtX:x+J [AXX +T (X)) ds+J o (XX) dWs,
0 0
ouxeRY Ae My4(R), I:rRY 5 RY, ¢: RY — My(R) et
¥ :RIx (RY)" - R,
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- Horizon infini
EDSR markoviennes EDSR ergodique

Plus précisément, considérons I'EDSR & horizon infini :

T T
ver =i [ O zen —ave ds— |z,
t t

t t
avec xtX:x+J [AXX +T (X)) ds+J o (XX) dWs,
0 0
ouxeRY Ae My4(R), I:rRY 5 RY, ¢: RY — My(R) et
¥ :RIx (RY)" - R,

Hypothéses :
o o prend ses valeurs dans GL4(R) et o(e) ™! est bornée;
o T et o sont bornées et C; ;
o Vx € RY, (Ax,x) < —ylx[?;
o P(e,0) est bornée par M et ¢ est Lipschitz;
o a>0.
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EDSR markoviennes

Théoréme

Sous ces hypothéses, cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z%*), telle
que Y%X soit un processus continu borné et

M
Z%* e L%,Ioc (Q, L (0, 00; (]Rd)*>) ; aussi, Y% est borné par -
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EDSR markoviennes

Théoréme

Sous ces hypothéses, cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z%*), telle
que Y%X soit un processus continu borné et

M
Z%* e L%,Ioc (Q, L (0, 00; (]Rd)*>) ; aussi, Y% est borné par -

On pose v* : x — Y.
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EDSR markoviennes

Théoréme

Sous ces hypothéses, cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z%*), telle
que Y%X soit un processus continu borné et

M
Z%* e L%,,oc (Q, L (0, 00; (]Rd)*>) ; aussi, Y% est borné par -

On pose v* : x — Y.

Théoréme

On a Y{" = v¥ (X)) P-ps pour tout t > 0 et la fonction v* est bornée et
globalement Lipschitz, avec dépendance de la constante de Lipschitz en «.
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EDSR markoviennes (st bt

EDSR ergodique

Théoréme

Sous ces hypothéses, cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z%*), telle
que Y** soit un processus continu borné et

M
Z%* e L%,Ioc (Q, L (0, 00; (]Rd)*>) ; aussi, Y% est borné par -

On pose v* : x — Y.

Théoréme

On a Y{" = v* (XX) P-ps pour tout t > 0 et la fonction v¥ est 3 croissance
quadratique et localement Lipschitz :

Vi) = v (x)] < € (1+IxP +1xR),
V() = v (x)] < € (14 X2 +1x) Ix = X,
avec C indépendante de .
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zon infini

. H Zo
EDSR markoviennes EDSR

ergodique

Faisons tendre « vers 0

On pose v¥(x) := v*(x) —v*(0). On a:

7 (x)| < € (1 + \XP) et [nv®(0) < M.
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zon infini

. H Zo
EDSR markoviennes EDSR

ergodique

Faisons tendre « vers 0

On pose v¥(x) := v*(x) —v*(0). On a:

7 (x)| < € (1 + \XP) et [nv®(0) < M.

. N . . . — Cvs
Quitte a faire une extraction diagonale : v* <5 ¥ et av®(0) —
a—0 x—0
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Horizon infini

EDSR markoviennes EDSR ergodique

Faisons tendre « vers 0

On pose v¥(x) := v*(x) —v*(0). On a:

7 (x)| < € (1 + \XP) et [nv®(0) < M.

Quitte a faire une extraction diagonale : v* <5 ¥ et av®(0) —
a—0 a—0
X —,
Notant Y3 = v* (X¥) :

.
[zp (X;,z;"'X)—N‘;'XJrav“(O)] ds—J 785 dW.

~0,X ~0,X T
Yt = YT + .

t
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Horizon infini

EDSR markoviennes EDSR ergodique

Faisons tendre « vers 0

On pose v¥(x) := v*(x) —v*(0). On a:

7 (x)| < € (1 + \XP) et [nv®(0) < M.

Quitte a faire une extraction diagonale : v* <5 v et av®(0) — A
a—0 a—0
X —,
Notant Y3 = v* (X¥) :

T

-
V‘:'X:V"%X_FJ [q)(X;‘,Z;’"X)—oc?:'x+zxv”‘(0)] dS—J Zg dWs.
t t
1
—x —x T x SX T T*X
Y = YT+J [1/1 (XS,ZS) +)\] dS—J Zs dWs.
t t
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Horizon infini

EDSR markoviennes EDSR ergodique

On a fait tendre & vers 0

Théoréme

Sous les hypothéses réalisées précédemment, I'EDSR “ergodique” :

T T
[ (X2, Zs) — A] ds—J ZedW,, 0<t< T < oo,

Yf:YT_'_J
t

t

admet une unique solution (Y, Z,A) telle que :

o Y s'exprime comme une fonction continue de X*, a croissance
quadratique et nulle en 0 ;

o Z s’exprime comme une fonction mesurable de X* ;
o A eR.
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle e optimal

Application a la résolution d'équations Hamilton-Jacobi-Bellman

Générateur infinitésimal de I'EDS vérifiee par X :

LF(x) = lim ELXOD =00

t—0 t

encore exprimeé :

LF(x) = %tr (a(x)a(x)*aﬁxf(x)) + (Ax +T(x), f(x)).
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle ergodique optimal

Application a la résolution d'équations Hamilton-Jacobi-Bellman

Générateur infinitésimal de I'EDS vérifiee par X :

Lf(x) = Jl“ow

7

encore exprimeé :

LF(x) = %tr ((7(x)(7(x)*a)2<xf(x)) + (Ax +T(x), f(x)).

Théoréme

Si (v (X*),0xv (X¥) 0 (X*),A) est solution de 'EDSR ergodique, alors (v, A)
est solution “mild” de I'EDP :

Lv(x)+ ¢ (x,0xv(x)o(x)) = A.

On dispose de la réciproque.
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle ergodique optimal

Application a la résolution d'équations Hamilton-Jacobi-Bellman

Théoréme

Si (v (X¥),0xv (X¥) 0o (X*¥),A) est solution de 'EDSR ergodique, alors (v, A)
est solution “mild” de I'EDP :

Lv(x) + 1 (x,0xv(x)o(x))

On dispose de la réciproque.

A.

|

Définition (Solution “mild”)

On dit que (v, ) est solution “mild” de I'EDP ci-dessus quand :
o v €C!(RY,R) et ocv est a croissance polynomiale ;
o V0<t< T < oo, Vx €ERY,

00 =B [v (5] + | Bl 06 060 () ] .
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle ergodique optimal

Application au probléme de contréle optimal

Contrdle : processus progressivement mesurable & valeurs dans RX.
Soient R : Rk — R¥ et L : RY x R — R mesurables et telles que :
IR(u)l < c, IL(x,u)l < cet|L(x,u)—L(x",u)] < clx—x].
T 1T )
On pose pF = exp J R (us) .dWs — §J IR (us)I” ds | et P4 = p4TP.
0 0
On veut minimiser la fonction coit :

JOT L (XY, us) ds} .

1
J(x, u) = limsup ?]E”T

T—oo
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle ergodique optimal

Application au probléme de contréle optimal

Contrdle : processus progressivement mesurable & valeurs dans RX.
Soient R : Rk — R¥ et L : RY x R — R mesurables et telles que :

IR(u)l < c, IL(x,u)l < cet|L(x,u)—L(x",u)] < clx—x].
T 1T )
On pose pF = exp Jo R (us) .dWs — §L IR (us)I” ds | et P4 = p4TP.
On veut minimiser la fonction cofit :

1 T
J(x,u) = limsup TEY L L(XY, ug) ds

T—oo

L'EDSR ergodique associée a §(x,z) = infk {L(x,u) + z.R(u)} admet une
uER
solution sous la forme (Vv (X),T(X¥),A).
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Résolution d'EDP

Quelques applications Contréle ergodique optimal

Application au probléme de contréle optimal

Contrdle : processus progressivement mesurable & valeurs dans RX.
Soient R : Rk — R¥ et L : RY x R — R mesurables et telles que :

IR(u)l < c, IL(x,u)l < cet|L(x,u)—L(x",u)] < clx—x].

T T
On pose pF = exp (J R (us) .dWs — %J IR (us)? d5> et P4 = p4TP.
0 0

On veut minimiser la fonction cofit :

;
J L (XY, us) ds
0

1
J(x, u) = limsup ?]E”T

T—o0
L'EDSR ergodique associée a §(x,z) = infk {L(x,u) + z.R(u)} admet une
uER
solution sous la forme (Vv (X),T(X¥),A).

Théoréme

Pour tout contréle u, on a J(x,u) > A.
Si L(XZ, ue) +C(XF) R (ur) = ¢ (XX, 0 (X{)) P-p.s. et pour p.t. t >0,
alors J(x,u) = A.
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Résolution d'EDP
Contréle ergodique optimal

Quelques applications

.noitnetta ertov ruop icreM
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