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Introduction

D’oul viennent-ils ?

Comment les étudie-t-on ? Quelles sont leurs propriétés ?
A quoi servent-ils ?

Conclusion

Construction
Preuve d'existence

Théoréme

Existence et définition des nombres de Bernoulli
V(p,n) € (N*)? :

1 & [(p+1
S — B p+1—k
p(n) p+1k_0< k ) o

Les nombres By, sont indépendants de n et p.

La suite (By) ey est la suite des nombres de Bernoulli, dont les

, -1 1
premiers termes sont 1, EREL 0...
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Existence et définition des nombres de Bernoulli
V(p,n) € (N*)? :

1 & [(p+1
S — B p+1—k
p(n) p+1k_0< k ) o

Les nombres By, sont indépendants de n et p.

La suite (By) ey est la suite des nombres de Bernoulli, dont les

, -1 1
premiers termes sont 1, EREL 0...

La démonstration se fait par induction sur (N*)2.
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i<p+1>8k—0

p—1
Vp > 1, Bp—( p+ ( ) (—1)k1 B,
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Théoréme

A partir de Bs, tous les nombres de Bernoulli de rang impair sont
nuls.
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Un nombre rationnel est g-entier s'il ne contient pas g au
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Définition

Dans I'anneau Z, : Congruence modulo g pour les rationnels

/

: m m' .
Soient m, w, m’,w' € Z tels que — et — irréductibles
w w
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Soit p > 2 et g un nombre premier.
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Soit p > 2 et g un nombre premier. On a les congruences
suivantes :

Si (g—1){p alors Sp(q)=0 [q]
Si (g—=1)[p alors Sy(q)=-11Iql

Théoréme

Soit p > 2 et g un nombre premier.
Si(q—1) 1 p, alors By, est g-entier (et qB, est également g-entier).
Si (g —1) | p, alors B, est g-entier et gB, = —1 [q].
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+oo +o00 m
By
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Regardons E <m2_ )Bk : pour m =0, E <k> Br=By=1
k=0 k=0
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k=0
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Conclusion

Idée de preuve
Soit x €] —R,R[. On a:

+oo +oo m
B m+1 xm+l
X1 ) = By——.

m 0
1 1
Regardons E <m2_ )Bk: pour m =0, E <k>3k=Bo=1
k=0

k=0

= /m+1
pourm#O,Z( P )Bkzo.
k=0
+OOB
Donc (¥ —1) Z*?Xn =x+0=x
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Les polynomes de Bernoulli
Il existe une unique suite de polynémes (A,)
Ag = 1

VneN, Al = nA,1

neny de R[X] tq :

Y :

Vn e N, J An(t)dt =0
0

it
-

«0O0» «Fr «=» « Q>



Introduction

D’otl viennent-ils ?

Comment les étudie-t-on ? Quelles sont leurs propriétés ?
A quoi servent-ils ?

Conclusion

Premiéres propriétés

Théoréme de Von Staudt-Clausen
Fonction génératrice

Polynémes de Bernoulli

Donnons les premiers polynémes de Bernoulli :

1

= Ay =X =23 X°—=

Ao =1 4 + 30
1

A = X—3 Ay = X5 — x4 2x3 _ Ly
2 > 2™ T3 6

1
Ay = X% — X+4= As — X8 — 3X5 §X4 1)(2 1
6 6 O YD

3 1

Ay =X3— X2 4 = 7 Tye  Tys T3 1
3 T3 Ap = XTI =2X0 42X = 2XP 4 X
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Conclusion

Premiéres propriétés

Théoréme de Von Staudt-Clausen
Fonction génératrice

Polynémes de Bernoulli

Donnons les premiers polynémes de Bernoulli :

1
Ag =1 A4:X4—2X3+X2—%
1 1
Ar=X—3 Ay = X5 2x4 4 2x3 _ 1y
2 5 5 +3 5 +0
1
Ay = X2 — X+4= As — X8 — 3X5 §X4 1)(2 1
6 6 3 —1—2 —1—2 +42
3 1
Ay = X3 — X2 4+ X+0 Ao o xT_Ix6 . Tys _Tys 1y
2 2 7 5 +2 5 +6 +0

Ona: B, = Ay(0)
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La fonction (

Vs € {z € C | Re(z) > 1}, {(s) =

+o00o

1

ns
n=1
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La fonction C

Vs e{z e C | Re(z) > 1},

1
¢(s) = vl
n=1 n
Lien entre ((2q) et Byg
Vg>1

D 0(2q) =

(27)%9
(—1)91 x 2 x (

B,
2q)! 1
«0O0>» «Fr» «=Z» «E)>» Q>




La fonction C

Vse{zeC | Re(z) > 1}, {(s) = Y —

—
n=1 n
Lien entre ((2q) et Byg

Vg>1: ((2q) =

(2m)%

B
(—1)971 x 2 x (29)!
La démonstration utilise les séries de Fourier

q
«0>» «F)>» «Z>» «E>» P NEd




Signe des nombres de Bernoulli de rang pair
Si q est impair, alors By est positif.

Au contraire, si q est pair (et q # 0), alors Byg est négatif.

«40>» «Fr» «=» « » Q>
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Conclusion

. 2
Ce qu’on déduit de ((2q) = (_1)q£217;)2z<(2q)!82q

La fonction ¢
Développements en série entiére

Lemme

Signe des nombres de Bernoulli de rang pair

Si q est impair, alors By est positif.

Au contraire, si q est pair (et q # 0), alors Byg est négatif.

Théoréme

Equivalent en I'infini de | Bagl

|Byo| ~ 4+/7TG (")2"
2q 9 e
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Rayon de convergence de la série génératrice
+oo
B, ,
glx) = E —x" a 27 pour rayon de convergence.
n!
n=0
«0O0» «Fr «=» « Q>
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Rayon de convergence de la série génératrice
+oo
B, ,
glx) = E —x" a 27 pour rayon de convergence.
n!
n=0

On le démontre en utilisant le critére de d’Alembert.

«0O0» «Fr «=» « Q>
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«Or «Fr o« N



v

«O» «F>r « = o



n=1

tanh(x) = Z (% 259 3y

W (rayon : E)

On utilise la relation xtanh(x) = g(4x) — g(2x) + x.

«Or «Fr «=>» QA

2

v



Rappel : = —— 1 FX )

2n—1

tanh(x) = ;(24" 22”)an)(<2—), (rayon 2)

On utilise la relation x tanh(x)

x) = g(4x) — g(2x) + x.
+00
x) = —

2n—1

tan(x) ;(24" 22")|Bz,,|)(( ] (rayon 2)

s
2n)! '
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Rappel : = —— 1 FX )

2n—1

tanh(x) = ;(24" 22”)an)(<2—), (rayon 2)

On utilise la relation x tanh(x)

x) = g(4x) — g(2x) + x.
+o0
x) = —

2n—1

tan(x) Z (24" 22")|Bz,,|x (rayon )
po (2n) 2
Poser x = iz

Tt
2n)! '
«0>» «F)>» «Z>» «E>» P NEd



21

211 22n .
smhx +Z oy ———

n _+Z (22

= - o

|B2n|

(2

(2n)!

x2n—1

!’

(O < Fr <= 4

, pour 0 < |x| <7

pOUI’0< |X| -n



Les nombres de Bernoulli apparaissent :

«O» «Fr < o



Les nombres de Bernoulli apparaissent :

@ dans des sommes de puissances d’entiers

«O>» «Fr o« Q>



Les nombres de Bernoulli apparaissent :

@ dans des sommes de puissances d’entiers
@ dans une famille de polynémes

<O «Fr «=>» QA
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Les nombres de Bernoulli apparaissent :

@ dans des sommes de puissances d’entiers
@ dans une famille de polynémes

o dans la fonction ¢ de Riemann

«Or «Fr «=>» QA
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Les nombres de Bernoulli apparaissent :
@ dans des sommes de puissances d’entiers
@ dans une famille de polynémes
@ dans la fonction ¢ de Riemann

@ dans le développement en série entiére de fonctions faisant
intervenir des exponentielles, des fonctions trigonométriques
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Introduction

D’otl viennent-ils ?

Comment les étudie-t-on ? Quelles sont leurs propriétés ?
A quoi servent-ils ?

Conclusion

Les nombres de Bernoulli apparaissent :
@ dans des sommes de puissances d’entiers
@ dans une famille de polynémes
@ dans la fonction ¢ de Riemann

@ dans le développement en série entiére de fonctions faisant
intervenir des exponentielles, des fonctions trigonométriques

lIs sont aussi au coeur de conjectures, comme celle d"Agoh-Giuga :

Un entier p serait premier, si, et seulement si, pBp—1 = —1 (pl.
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