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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

(Q, F,P) espace de probabilité complet, W un m.b.
d-dimensionnel de filtration naturelle (F;).
On considére I'EDS :

{ dX; = (AX: +T (X)) dt + 0 (Xe) dW;, t € R,
X():X

ou :

o A e My(R) est strictement monotone, Je :
dn >0, Vx € RY, 'xAx < —17|x|2;

o I': R — RY est bornée mesurable:

o 0:R? — GLy4(R) est mesurable, globalement lipschitzienne,
bornée, et x +— o(x) ! est bornée.
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Une EDS Hypothéses

Résolution
Dépendance a la condition initiale

Théoréme (Résolution forte)

On suppose que I est globalement lipschitzienne.

Alors il existe un unique processus X* solution forte de I'EDS.
De plus, pour tout p € [2,4+0o0], pour tout T >0,

X< e 1P (Q,C ([0, T, RY)) et

E | sup [X;1P

te[0,T]

< C(1+|xP),

ot C ne dépend que de p et ||T||co-
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Une EDS Hypothéses

Résolution
Dépendance a la condition initiale

Théoréme (Résolution forte)

On suppose que I est globalement lipschitzienne.

Alors il existe un unique processus X* solution forte de I'EDS.
De plus, pour tout p € [2,4+0o0], pour tout T >0,

X< e 1P (Q,C ([0, T, RY)) et

E | sup [X;1P

te[0,T]

< C(1+|xP),

ot C ne dépend que de p et ||T||co-

Démonstration : (pour |'existence)
On utilise une méthode de point fixe avec I'application
t

t
X — (t s ex +J e9AT (X,) ds +J

et (X;) dW5> .
0 0
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Une EDS Hypothéses

Résolution
Dépendance a la condition initiale

Théoréme (Résolution faible)

On suppose seulement que I' est bornée mesurable.
Alors il existe un espace probabilisé filtré (ﬁ, F P, <]?t) >0>, un
t>

P-m.b. W et un processus XX qui soit solution de I'EDS sur cet
espace muni de son m.b.

Une telle solution est unique en loi.

On garde la majoration

E | sup ‘)N(f
te[0,T]

l<ca+ixp),

ou C ne dépend que de p et ||T||co-
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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
Par Girsanov, W; := W; + féa(Xs)fl I' (Xs) ds est un m.b. sous
une loi IP.
Sur (Q,]-",]P, (]—"t)) I'équation s'écrit :
dXt = AXt dt + U(Xt) th

Cette équation admet une unique solution forte.
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Une EDS Hypothéses

Résolution
Dépendance a la condition initiale

Théoréme (Dépendance a la condition initiale)

Quand on suppose T’ globalement lipschitzienne,
dJc,v > 0, V¢ bornée, Vx,y € RY,

[E[p ()] —E[p ]| < ¢ (14 x + ) e[9lloo,

od c et v ne dépendent de T que via ||T|| -
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Une EDS Hypothéses

Résolution
Dépendance a la condition initiale

Théoréme (Dépendance a la condition initiale)

Quand on suppose T’ globalement lipschitzienne,
dJc,v > 0, V¢ bornée, Vx,y € RY,

[E[p ()] —E[p ]| < ¢ (14 x + ) e[9lloo,

ou ¢ et v ne dépendent de T que via ||T||o-

Ce résultat s'étend au cas ou T’ est une fonction bornée, mesurable
et limite simple d’une suite de fonctions globalement lipschitziennes
et uniformément bornées.
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Une EDS

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
o E [|th|2} < e x4y ;
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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
o E [IX;P] < e xR+
@ on pose T le t.a. “les trajectoires X* et XY sont restées dans

une boule Bg entre les temps (k—1)T et kT = 7" et on

montre que E [e"T] <k (1 +IxP+ |y|2) (ot T et R sont
convenablement fixés et v suffisamment petit) ;
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Une EDS

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
o E |IX;P] < e xR+
@ on pose T le t.a. “les trajectoires X* et XY sont restées dans
une boule Bgr entre les temps (k—1)T et kT = 7" et on

montre que E [e"T] <k (1 +xP + \y\z) (o0 T et R sont
convenablement fixés et v suffisamment petit) ;

@ on considére une EDS auxiliaire
d?t - B<)?t) dt —‘Fb\' (?t) th,

ol b=A+Tetd =0 sur Br, b=0 =0 hors de Bryy et
b et 7 sont globalement lipschitziennes;
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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
o E [IX;P] < x4k
@ on pose T le t.a. “les trajectoires X* et XY sont restées dans
une boule Bg entre les temps (k—1)T et kT = 7" et on
montre que E [e""] < x5 (1+ Ix|? + \y\z) (ot T et R sont
convenablement fixés et v suffisamment petit) ;
@ on considére une EDS auxiliaire

dX, = b ()?t) dt +¢ ()?t) dw;,

=A+T et =0 sur Bpg, b=0C =0 hors de Bri et
ou b et 0 sont globalement lipschitziennes;

ol

) o)

par un lemme technique, on montre I'existence d'un couplage
(V-lr’x’y, \7%’(’}’> des lois £ (2?) et L <)?{-> tel que :

vVIxy 22Xy .
P (VP = VP = k3
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Une EDS

Hypothéses
Résoluti

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
@ on considére une EDS auxiliaire
d)?t — E ()A(t> dt +3 <)A<t) th,

ou BEAJrFet(?EUsurBR, b=7 =0 hors de Bri1 et
ol b et 7 sont globalement lipschitziennes;
par un lemme technique, on montre I'existence d'un couplage

<\7%’X’y, \7%“/) des lois £ <)?§) et L ()??) tel que :
P (VP = VEY) >
@ on construit un couplage issu de n'importe quelles conditions
initiales pour I'EDS;
pour ¢ € [0, T, (V&% V2*¥) = (X, X7) et
(th'x’y, Vtz’x’y> = (Xf,Y}Q (pour x # y, ot X” est solution
de I'EDS pour un m.b. W indépendant de W)
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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
@ on construit un couplage issu de n'importe quelles conditions
initiales pour I'EDS;
pour £ € [0, T], (VI V2*¥) = (Xz, Xz et
(th’x’y, Vtz’x’y) = ( {,Y{) (pour x # y, ot X” est solution
de I'EDS pour un m.b. W indépendant de W);
par récurrence,

b ) _ (I 2V
VnT+t’ VnT+t =V Vi ;
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Une EDS

Hypothéses
Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
@ on construit un couplage issu de n'importe quelles conditions
initiales pour I'EDS;
pour t € [0, T], (th’X’X/ VE'X'X> = (XZ, X{) et
<Vt1’x'y, Vtz’x'y) = <X§,Y{> (pour x # y, ot X” est solution
de I'EDS pour un m.b. W indépendant de W);
par récurrence,

1,x,) 2,x, 1x, 2,X,)
V]-rX/y V2,X/y I V]"Vrﬂ:( V’Vn7i<y \/2’\/n7f<y’\/177i< g .
T+t” "nTHt ) — t 70t !

n

@ on pose L, les t.a. “pour la m*™® fois, les trajectoires du
couplage sont restées dans une boule Bg entre (L, —1) T et
L,T" etona

E [e"LmT} <Kk (142R)™ 1+ IxP +1yP);
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Une EDS Hypothéses

Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :

@ on pose L, les t.a. “pour la m*™® fois, les trajectoires du
couplage sont restées dans une boule Bg entre (L, —1) T et
L,,T" etona

E [e'tnT| <af (142R) " (14 X2+ IyP);

@ on pose mg = inf {m‘ VL1,;X7’3/ = VL2mX-,?’} et on montre que
]P(mo > m) < (1—K3)m
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Une EDS

Hypothéses
Résolution

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :

@ on pose L, les t.a. “pour la m*™¢ fois, les trajectoires du
couplage sont restées dans une boule Bg entre (L, —1) T et
L,,T" eton a

E [etoT| <xf (14+2R) " (14 xR +IyP);

@ on pose mg = inf {m‘ V1 = V2 X’y} et on montre que
IP(mo > m) < (1—K3)

® Lm, T admet un moment exponentiel et le premier instant ou
le couplage réussit est inférieur a (L, + 1) T ; par Markov :

P (Vi # V) <B [etmT] e k1T,

)

Florian Lemonnier EDSR ergodiques et applications



Une EDS

Dépendance a la condition initiale

Démonstration :
@ on pose mg = inf {m‘ VLlr’”X’Ty = VEHXTY} et on montre que
P (mg > m) < (1—x3)"
® L, T admet un moment exponentiel et le premier instant ou
le couplage réussit est inférieur & (L, + 1) T ; par Markov :

1,xy 2,x,y Ul T | .—v(k—1)T.
P (Vi # Vi) <E|ertmT] ekt

)

o [Elp ) —Elp 0| = [E [0 (vi)] B[ (vo)]|
< 2lgllP (VP £ V)

Florian Lemonnier EDSR ergodiques et applications



Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

On considére I'EDSR ergodique :

T T

[IP(XSX,ZSX)—A]ds—J zZx AW,

t

Y = Y%+J
t

ou :
00t T <o0;

@ les inconnues sont les processus Y* et Z* a valeurs dans R et
RY et le réel A:

@ 1 est continue, mesurable; (e,0) est bornée et
lp(x,z) —p(x,z")| < M|z — 2’| (avec M indépendant de x).

Aussi, on suppose que la fonction I' de I'EDS vérifiée par X* est
maintenant globalement Lipschitzienne et de classe C?.
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

Pour la résolution, on se raméne & une EDSR auxiliaire :

T T
[ (X2, Z%) — Y% ds — J Z5% 4w,

t

YtX,OC — Y_),(_,D( +J

t

Théoréme

Cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z*%), ou :
o YX% est un processus borné et continu;

0 2% g I3, (Q, L? ([0, T],R)) pour tout T > 0;

M
T

o YY" est borné p.s. par ol M est indépendant de t et x.
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

Pour la résolution, on se raméne & une EDSR auxiliaire :

T T

[ (X2, Z%) — Y% ds — J Z5% 4w,

t

YtX,OC — Y_)[(_,D( +J

t

Théoréme

Cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z*%), ou :
o YX% est un processus borné et continu;

0 2% g I3, (Q, L? ([0, T],R)) pour tout T > 0;

o YY" est borné p.s. par %, ol M est indépendant de t et x.
Sion pose v* : x — Yy, alors v* est C1 et Y = v¥ (X)),

ZX% = Vvt (X 0 (X5).
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

Pour la résolution, on se raméne & une EDSR auxiliaire :

T T
[ (X2, Z%) — Y% ds — J Z5% 4w,

t

YtX,OC — Y_)[(_,D( +J

t

Théoréme
Cette EDSR admet une unique solution (Y**,Z*%), ou :

o YX% est un processus borné et continu;
0 2% g I3, (Q, L? ([0, T],R)) pour tout T > 0;

o YY" est borné p.s. par %, ol M est indépendant de t et x.
Sion pose v* : x — Yy, alors v* est C1 et Y = v¥ (X)),

ZX% = Vvt (X 0 (X5).

Ona:|v*(x)—v*(y)l<c (1 + |x]2 4+ |y|2) et
IVv*(x)| < ¢ (1+1x%), avec c qui ne dépend pas de a.



Une EDSR ergodique

On pose v*(x) = v*(x) —v*(0); on a [v*(x)| < ¢ (1 + |x|2) et
lav*(0)] < M.
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résol

On pose v*(x) = v*(x) —v*(0); on a [v*(x)| < ¢ (1 + |x|2) et
lav®(0)] < M.
Extraction diagonale : pour x € D, dénombrable et dense,

—Qn — Xp By
Vi (x) - v(x) et apv*(0) A
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

On pose v*(x) = v*(x) —v*(0); on a [v*(x)| < ¢ (1 + |x|2) et
lav®(0)] < M.
Extraction diagonale : pour x € D, dénombrable et dense,

—a, — an
Vi (x) v v(x) et a,v*(0) - A

v s'étend en une fonction continue sur IR, qui vérifie

V(x) =V(y)l < ¢ (L4 xR +IyP) [x—yl.
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Une EDSR ergodique

On pose v*(x) = v*(x) —v*(0); on a v*(x)| < ¢ (1 + |x|2) et
lav*(0)] < M.
Extraction diagonale : pour x € D, dénombrable et dense,

v (x) - V(x) et apv*(0) - A

v s'étend en une fonction continue sur RY, qui vérifie

V(x) = V(y)l < c (T+IxP+1yP) Ix—yl

Théoréme

Il existe une fonction v localement lipschitzienne et nulle en 0, un
processus Z - de carré intégrable et un réel A tels qu’en posant
Y; =V (XY), 'EDSRE admette une solution (Vx,fx, X).

SiV est C, alors Z; = Vv (XX) o (XY).
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Une EDSR ergodique

Théoréme

Il existe une fonction v localement lipschitzienne et nulle en 0, un
processus Z - de carré intégrable et un réel A tels qu’en posant
Y; =V (X{), 'EDSRE admette une solution <7X,7X, X).

SiV est C1, alors Z, = Vv (X}) o (X}).

Notre solution vérifie ‘7:

<c (1 + |x;|2).
Proposition

Si(Y',Z',\") est une autre solution de 'EDSRE,
Et si Y’ croit au plus polynomialement par rapport a XX,

Alors A = \.
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Une EDSR ergodique Hypothéses

Résolution

Notre solution vérifie ‘7:

<c (1 + IXtX|2).

Proposition

Si(Y',Z',A") est une autre solution de 'EDSRE,
Et si Y' croit au plus polynomialement par rapport a X*,
Alors A = A.

Théoréme

Soient v, Vv, , Z des fonctions de RY dans R continues et a
croissance au plus quadratique.

On suppose que v(0) = v(0) = 0.

Si (v (X*),0(X*),A) et (V(XX),E(XX) ,7\) sont solutions de
I'EDSRE pour tout x € RY,

Alors A = A, v:Vetgzg.
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Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

On veut résoudre :
Lv(x)+ 9 (x, Vv(x)o(x)) = A,

d’inconnues v et A, ot L est défini par :

LF(x) = %tr (0(x) to(x)V2F(x)) + (Ax + T(x), F(x)).
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Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

On veut résoudre :
Lv(x)+ 1 (x, Vv(x)o(x)) = A,

d’inconnues v et A, ou L est défini par :

Lf(x)= %tr (o(x) 'o(x) V2 (x)) + (Ax + T(x), f(x)).

Définition

(v, A) est dit solution mild si :

o v est C! et Vv est a croissance polynomiale;
o v(x)=E[v(X7_)]

:
| B OG0 ) e (g ) = AT 1)
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Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

(v, A) est dit solution mild si :

o v est Cl et Vv est a croissance polynomiale ;
o v(x) =E[v(X7_,)]

+ [ B 06 Vv 06 0] - AT )

Le couple (V, ) est solution mild de I'équation HJB.
Réciproquement, si (v, A) est solution mild de HJB, alors
(v (X*),Vv(X¥)o (X*¥),A) est solution de 'EDSRE.
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Contréle ergodique optimal

Controle : processus progressivement mesurable 3 valeurs dans R¥.
Soient R : R — R? et L : RY x R¥ — R mesurables et telles
que :

IR(u)| < ¢, |L(x,u)| < cet|L(x,u)—L(x" u)|l <clx—x'|.

T 1 (7T

On pose p'F = exp (J R (us) .dWs— 2J IR (us)]? ds> et
0 0

P = p7l.

On veut minimiser la fonction co(t :

1
J(x, u) = limsup ?]E“T

T—o0

LT L (XY, us) ds] .
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Contréle ergodique optimal

Contréle : processus progressivement mesurable a valeurs dans RX.
Soient R : R¥ - R% et L : RY x R¥ — IR mesurables et telles
que :

IR(u)| < ¢, |L(x,u)| < cet|L(x,u)—L(x",u)l <clx—x'|
T 1 T
On pose p'r = exp J R (us) .dWs—2J IR (us)I” ds | et
0

0
u u
% = p7IP.
On veut minimiser la fonction co(t :

1
J(x, u) = limsup ?]E“T

T—o0

JOT L (X, us) ds] .

L'EDSR associée a (x,z) = inf {L(x,u) +z.R(u)} admet une
ueR

solution sous la forme (v (X¥),Z (X¥),A).



Contréle ergodique optimal

T 1 (7T

On pose p'F = exp (J R (us) .dWs— 2J IR (us)? ds> et
0 0

P4 = p4P.

On veut minimiser la fonction co(t :

1
J(x, u) = limsup ?]EL}

T—o0

LT L (XY, us) ds] .

L'EDSR associée a (x,z) = inf {L(x,u) +z.R(u)} admet une
ueR

solution sous la forme (V (X7),Z (X{),A).

Théoréme

Pour tout contréle u, on a J(x,u) > A.
Si L(XX, ue) +T(XZ) R (ur) =9 (XX, (XF)) P-p.s. et pour

p.t. t >0, alors J(x,u) = A.
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