
Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Le problème de plongement de Skorokhod

Florian Lemonnier

Stage réalisé en juin-juillet 2014

Sous la direction de Alexander Cox, University of Bath

04 septembre 2014

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

On considère une marche aléatoire Zλ
n , avec :

L
(
Zλ
0

)
= λ est intégrable

Si Zλ
n = k 6= 0, alors

P
(
Zλ
n+1 = k + 1

)
= P

(
Zλ
n+1 = k − 1

)
= 1

2

Si Zλ
n = 0, alors Zλ

n+1 = 0

Le problème de plongement de Skorokhod :

étant donné µ, on veut trouver un temps d'arrêt τ, tel que
L
(
Zλ

τ

)
= µ.
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Calls européens
Notion de problème optimal

Le 30 juin, A achète à B des calls européens pour 100 actions ABC
Corp.
Le prix d'exercice est de 60 e/action, l'échéance est le 31
décembre.
Le 30 juin, ABC Corp cote 45 e, et A paie à B 15 e/action, soit
1 500 e.

Le 31 décembre :

Si ABC Corp cote 80 e, A paie 6 000 e à B pour 100 actions.
Ses actions valent 8 000 e et lui ont coûté 7 500 e.

Si ABC Corp cote 50 e, A n'utilise pas ses calls. B conserve la
prime de 1 500 e et ses actions ABC Corp.
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Calls européens
Notion de problème optimal

Un call européen paie (ST −K )+ à l'échéance notée T , où St est
le cours de l'action sous-jacente à l'instant t et K le prix d'exercice.

La théorie �nancière dit que :

e−rtSt est une martingale, où r est le taux d'intérêt

le prix actuel du call européen est

C (K ,T ) = e−rTE
[
(ST −K )+

]
Prenons r = 0, notons p la densité de ST , on a :

∂2

∂2K
[C (K ,T )] = p(K )

Donc (C (K ,T ))K∈R+ nous donne L (ST ).
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Calls européens
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Et donc, les données dont on dispose actuellement sont :

S0, le prix actuel de l'action sous-jacente

L (ST )
(St)t∈[0;T ] est une martingale
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Calls européens
Notion de problème optimal

Maintenant on veut évaluer d'autres dérivés. Un call lookback paie
sup

0≤t≤T
St à l'échéance T , donc sa valeur actuelle est :

E

[
sup

0≤t≤T
St

]
.

Un résultat général dit qu'on a : St = Bτt , où B désigne le
mouvement brownien, τt est un temps d'arrêt pour tout t, et
t 7→ τt est croissant.
Si on suppose que τt ne saute pas, sup

0≤t≤T
St = sup

0≤t≤T
Bτt .

On veut donc trouver τ = τT tel que Bτ ∼ µ, permettant, par

exemple, de maximiser ou minimiser E

[
sup
s≤τ

Bs

]
.
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Moyennes de λ et µ
Potentiel
Nouvelles conditions nécessaires

(
Zλ
n

)
n∈N

est une martingale.

Par le théorème d'arrêt :

Puis par Fatou :

Pour tout temps d'arrêt �ni ps τ, E
[
Zλ

τ

]
≤ E

[
Zλ
0

]
Donc la moyenne de µ doit être inférieure à celle de λ.
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Potentiel
Nouvelles conditions nécessaires

(
Zλ
n

)
n∈N

est une martingale.
Par le théorème d'arrêt :

Pour tout temps d'arrêt borné τ, E
[
Zλ

τ

]
= E

[
Zλ
0

]

Puis par Fatou :

Pour tout temps d'arrêt �ni ps τ, E
[
Zλ

τ

]
≤ E

[
Zλ
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Dé�nition

On dé�nit le potentiel comme la fonction :

Kλ
τ :
∣∣∣∣ N → R+

y 7→ E
[
Zλ

τ ∧ y
]

i i + 1

Pente entre i et i + 1 :
λτ([i + 1, ∞[)

Kλ
τ
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Moyennes de λ et µ
Potentiel
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Lemme

La donnée du potentiel Kλ
τ est équivalente à la donnée de la loi λτ,

loi de Zλ
τ .

i i + 1

Pente entre i et i + 1 :
λτ([i + 1, ∞[)

Kλ
τ
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Moyennes de λ et µ
Potentiel
Nouvelles conditions nécessaires

Soit y > 0.
Est-ce que

(
Zλ
n ∧ y

)
n∈N

est une martingale ?
Non :

E
[
Zλ
n+1 ∧ y

∣∣∣Fn

]
=
(
Zλ
n ∧ y

)
−

1
2

1Zλ
n =y
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Soit y > 0.(
Zλ
n ∧ y +

1
2

n−1∑
i=0

1Zλ
i =y

)
n∈N

est une martingale.

Par théorème d'arrêt, pour τ �ni ps :

E
[
Zλ
0 ∧ y

]
= E

[
Zλ

τ∧n ∧ y
]

︸ ︷︷ ︸
−→
n→∞E[Zλ

τ ∧y ]

+
1
2

E

(τ∧n)−1∑
i=0

1Zλ
i =y


︸ ︷︷ ︸

positif et borné

On en déduit :

E
[
Zλ
0 ∧ y

]
≥ E

[
Zλ

τ ∧ y
]

Le potentiel de µ est en-dessous du potentiel de λ.
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Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

0 1 2 3 4

1

2 Kλ

Kµ

Figure: Le potentiel de λ est au-dessus du potentiel de µ.
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Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
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δ1 +
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3
δ3

3

2

1

temps

1
2

1
2
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10

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

3

2

1

temps

1
2

1
2 1 × (1 − p)

STOP STOP

STOP

p

1er

10

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

3

2

1

temps

1
2

1
2 1 × 1

3

STOP STOP

STOP
2
3

1er

10

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

0 1 2 3 4

1

2 Kλ

Kµ

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

0 1 2 3 4

1

2 Kλ

Kµ

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

0 1 2 3 4

1

2 Kλ

Kµ

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Un exemple : λ = δ2 et µ = 2
3
δ1 +

1
3
δ3

0 1 2 3 4

1

2 Kλ

Kµ

Kλ′

Florian Lemonnier Plongement de Skorokhod



Introduction
Motivation �nancière

Condition nécessaire pour l'existence de τ
Résolution
Conclusion

Di�érentes stratégies
Solution d'Azéma-Yor
Propriétés du maximum pour Azéma-Yor

Lemme

Connaissant le point d'arrêt, on peut borner le maximum atteint.

∃f : N → N∪ {∞} croissante,
Zλ

τAY
= x =⇒ f (x − 1) ≤ Zλ

τAY
≤ f (x)

Théorème

τAY maximise la quantité P
(
Zλ

τ ≥ x
)
, où x ∈N, sur l'ensemble

des temps d'arrêt �nis p.s. τ tels que Zλ
τ ∼ µ.

Donc il maximise également : E
[
Zλ

τ

]
=

∑
x∈N

P
(
Zλ

τ ≥ x
)
.
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Échanges de warrants à Paris : 2 Ge en 1999, 10 Ge en 2007 ;
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