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Introduction
Résolution du problème

Deux applications

Présentation du problème
Quelques rappels

On �xe c > 0 et G : R+ → R est une fonction véri�ant :

∃γ > 0, ∃δ ∈ R, ∀x ∈ R,G (|x |) ≤ γx2 + δ.

On se place dans un espace de probabilité (Ω,F , P), muni d'un

mouvement brownien B = (Bt)t∈R+ , de �ltration canonique

Ft = σ (Bs , s ≤ t), véri�ant les conditions habituelles.

Objectif : maximiser la quantité E [G (|Bτ |)− cτ], où τ parcourt

l'ensemble des (Ft)-temps d'arrêt intégrables.
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Lemme

Le processus
(
B2
t − t

)
t∈R+ est une martingale.

Lemme

Pour tout temps d'arrêt intégrable τ, on a E
[
B2

τ

]
= E[τ].
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Deux applications

Cas G (|x |) = x2

Cas G (|x |) = |x |p , p ∈]0,2[
Cas général

On souhaite maximiser E
[
B2

τ − cτ
]
= (1− c)E[τ].

Si c ∈]0, 1[, alors le supremum vaut +∞ en considérant les

temps d'arrêt constants τ ≡ n et en faisant tendre n vers

l'in�ni.

Si c = 1, alors le maximum vaut 0 et tous les temps d'arrêt

sont optimaux.

Si c ∈]1,+∞[, alors le maximum vaut 0 et est atteint pour le

temps d'arrêt identiquement nul.
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Deux applications

Cas G (|x |) = x2

Cas G (|x |) = |x |p , p ∈]0,2[
Cas général

On souhaite maximiser E [|Bτ |
p − cτ], où p ∈]0, 2[ et c > 0.

Théorème (Arrêt optimal de Wald)

Le temps d'arrêt optimal pour notre problème est dé�ni par

τ∗p,c = inf

{
t ≥ 0

∣∣∣∣|Bt | =
( p

2c

) 1
2−p

}
.

De plus, on a la borne suivante :

sup
τ

E [|Bτ |
p − cτ] =

2− p

2

( p

2c

) p
2−p

,

le supremum étant pris sur l'ensemble des temps d'arrêt intégrables.
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Cas G (|x |) = x2

Cas G (|x |) = |x |p , p ∈]0,2[
Cas général

Vτ(G , c) := E [G (|Bτ |)− cτ] =

∫
R

(
G (|x |)− cx2

)
dFBτ (x)

On maximise DG ,c : x 7→ G (|x |)− cx2.

Si DG ,c atteint son maximum sur R, en xmax, alors

Vτ(G , c) ≤ DG ,c (xmax) ,

avec égalité pour τ∗G ,c = inf {t ≥ 0||Bt | ≥ xmax} = Txmax .

Sinon, DG ,c atteint son maximum en +∞, d'où :

Vτ(G , c) ≤ lim
x→+∞DG ,c(x).

Mais en considérant les temps d'arrêts intégrables Tr (r > 0) :

∀r > 0, sup
τ

E [G (|Bτ |)− cτ] ≥ DG ,c(r).

Puis, par un passage à la limite,

sup
τ

E [G (|Bτ |)− cτ] = lim
x→+∞DG ,c(x).
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Deux applications

Espérance d'une fonction du MB ré�échi arrêté
Espérance du maximum du MB (ré�échi)

Soit G : R→ R une fonction mesurable, et soit τ un temps d'arrêt

intégrable. Pour tout c > 0,

E [G (|Bτ |)− cτ] ≤ sup
x∈R

(
G (|x |)− cx2

)
E [G (|Bτ |)] ≤ cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)
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Espérance d'une fonction du MB ré�échi arrêté
Espérance du maximum du MB (ré�échi)

Soit G : R→ R une fonction mesurable, et soit τ un temps d'arrêt

intégrable. Pour tout c > 0,

E [G (|Bτ |)− cτ] ≤ sup
x∈R

(
G (|x |)− cx2

)
E [G (|Bτ |)] ≤ cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)
Proposition

On a :

E [G (|Bτ |)] ≤ inf
c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

))
,

en d'autres termes,

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
≤ 0.
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Proposition

On a :

E [G (|Bτ |)] ≤ inf
c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

))
,

en d'autres termes,

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
≤ 0.

S'il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2 atteint son maximum

(disons en xmax), alors

E
[
G
(∣∣BTxmax

∣∣)] = γE [Txmax ] + sup
x∈R

(
G (|x |)− γx2

)
.
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S'il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2 atteint son maximum

(disons en xmax), alors

E
[
G
(∣∣BTxmax

∣∣)] = γE [Txmax ] + sup
x∈R

(
G (|x |)− γx2

)
.

Ainsi

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
= sup

τ
sup
c>0

(
E [G (|Bτ |)]− cE[τ]− sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

))
≥ E

[
G
(∣∣BTxmax

∣∣)]− γE [Txmax ]− sup
x∈R

(
G (|x |)− γx2

)
= 0.
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S'il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2 atteint son maximum

(disons en xmax), alors

E
[
G
(∣∣BTxmax

∣∣)] = γE [Txmax ] + sup
x∈R

(
G (|x |)− γx2

)
.

Ainsi

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
= sup

τ
sup
c>0

(
E [G (|Bτ |)]− cE[τ]− sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

))
≥ E

[
G
(∣∣BTxmax

∣∣)]− γE [Txmax ]− sup
x∈R

(
G (|x |)− γx2

)
= 0.

On a donc optimalité dans ce cas :

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
= 0.
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Proposition

Similairement,

sup
c>0

(
cE[τ] + inf

x∈R

(
G (|x |)− cx2

))
≤ E [G (|Bτ |)] ,

avec optimalité quand il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2

atteigne son minimum.
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On a vu que

sup
τ

(
E [G (|Bτ |)]− inf

c>0

(
cE[τ] + sup

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
= 0,

quand il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2 atteigne son

maximum.

Corollaire

Si p ∈]0, 2[, alors on a :

sup
τ

(
E [|Bτ |

p ]− E[τ]
p
2

)
= 0,

le supremum étant pris sur l'ensemble des temps d'arrêt intégrables.
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Espérance d'une fonction du MB ré�échi arrêté
Espérance du maximum du MB (ré�échi)

On a vu que

inf
τ

(
E [G (|Bτ |)]− sup

c>0

(
cE[τ] + inf

x∈R

(
G (|x |)− cx2

)))
= 0,

quand il existe γ > 0 tel que x 7→ G (|x |)− γx2 atteigne son

minimum.

Corollaire

Si p ∈]2,+∞[, alors on a :

inf
τ

(
E [|Bτ |

p ]− E[τ]
p
2

)
= 0,

l'in�mum étant pris sur l'ensemble des temps d'arrêt intégrables.
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Comme sup
0≤s≤t

Bs a même loi que |Bt | :

Proposition

Pour tout temps d'arrêt intégrable τ, on a :

E

[
sup

0≤s≤τ
Bs

]
= E [|Bτ |] ≤

√
E[τ].

De plus, le temps d'arrêt Ta = inf {t ≥ 0||Bt | ≥ a} réalise

E

[
sup

0≤s≤Ta

Bs

]
=
√

E [Ta],

pour tout a > 0.
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Proposition

Pour tout temps d'arrêt intégrable τ, on a :

E

[
sup

0≤s≤τ
|Bs |

]
≤
√

2E[τ].

Le temps d'arrêt τ∗ = inf

{
t ≥ 0

∣∣∣∣ sup
0≤s≤t

|Bs |− |Bt | ≥ a

}
réalise

E

[
sup

0≤s≤τ∗
|Bs |

]
=
√

2E [τ∗].
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