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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Présentation du probléme
Quelques rappels

On fixe c >0 et G: RT — R est une fonction vérifiant :
3y > 0,30 € R,V¥x € R, G(|x]) < 7x% + 0.

On se place dans un espace de probabilité (Q), ,P), muni d'un
mouvement brownien B = (B;) .. de filtration canonique

Fi =0 (Bs,s < t), vérifiant les conditions habituelles.

Objectif : maximiser la quantité IE [G (|B;|) — cT], ou T parcourt
I'ensemble des (F;)-temps d’'arrét intégrables.
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Le processus (B? — t) tcr+ €St une martingale.
«O>» «Fr o« >« 3 Q>




Le processus (B

t) tcr+ €St une martingale.
Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a E [B2]

= El1].
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Introduction Cas G(|x]) = x2
Résolution du probléme Cas G(|x|) x|P, p €]0,2]
Deux applications Cas général

On souhaite maximiser E [B2 — ct| = (1 — ¢)E[1].

e Si c €]0,1], alors le supremum vaut +oo en considérant les
temps d’arrét constants T = n et en faisant tendre n vers
I'infini.

@ Si ¢ =1, alors le maximum vaut 0 et tous les temps d’arrét
sont optimaux.

@ Si ¢ €]1,400], alors le maximum vaut 0 et est atteint pour le
temps d’arrét identiquement nul.
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Introduction Cas G(|x|) = x2
Résolution du probléme Cas G(|x|) = [x|P, p €]0,2[
Deux applications Cas général

On souhaite maximiser E [|B;|° — ct], ot p €]0,2[ et ¢ > 0.

Théoréme (Arrét optimal de Wald)

Le temps d’arrét optimal pour notre probléme est défini par

T = inf{t > O‘Btl = (2‘1)“}

De plus, on a la borne suivante :

_P_

2—p/p\z>
E[|B.P — :7(—> ,
e [|B|P — c7] s

le supremum étant pris sur I'ensemble des temps d'arrét intégrables.
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Ve(G,c) = E[G (1Be]) — c1] = LR (G(1xI) — o) dFs, ()
On maximise Dg ¢ : x — G(|x]) — cx



Introduction Cas G(|x]) = x2
Résolution du probléme Cas G(|x|) = [x|P, p €]0,2]
Deux applications Cas général

Ve(G,c) = E[G (1Be]) — ct] = LR (G(Ix]) — ox?) dFs, (x)
On maximise D¢ : x — G(|x|) — ex?.

@ Si D¢ . atteint son maximum sur R, en Xmax, alors
VT(G/ C) < DG,c (Xmax) ’

avec égalité pour 75 . = inf{t > 0|B:| > Xmax} = Tx

max *
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Introduction Cas G(|x|) = x2
Résolution du probléme Cas G(|x|) = [x|P, p €]0,2]
Deux applications Cas général

Ve(G,c) = E[G (1Be]) — ct] = LR (G(Ix]) — ox?) dFs, (x)

On maximise Dg ¢ : x — G(Ix|) — ex®.
@ Si D¢ . atteint son maximum sur R, en Xmax, alors
VT(G/ C) < DG,c (Xmax) ’

avec égalité pour 75 . = inf{t > 0[|B:| > Xmax} = Txpax-
@ Sinon, Dg¢ . atteint son maximum en oo, d'ou :

Vi(G,c) < xﬂToo D¢ (x).
Mais en considérant les temps d'arréts intégrables T, (r > 0) :

Vr > 0,supE [G (|B]) — cT] > Dg c(r).

Puis, par un passage a la limite,

sniplE[G(\Bfl)—cr]: lim D¢ c(x).

X—+00
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

Soit G : R — IR une fonction mesurable, et soit T un temps d’arrét
intégrable. Pour tout ¢ > 0,

E [G (IB:]) — ct] < sup (G(Ix]) — cx?)

xeR

E[G (IB.])] < cE[7] + sup (G(Ixl) — ex?)
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

Soit G : R — IR une fonction mesurable, et soit T un temps d’arrét
intégrable. Pour tout ¢ > 0,

E [G (IB:]) — ct] < sup (G(Ix]) — cx?)

xeR

E[G (IB:])] < cE[t] + sgl;l){ (G(Ix]) — ox?)

Proposition
On a:

E[G (IB:])] < inf <CIE[T] + sup (G(|x|) — cx2)),
c>0 x€R
en d’autres termes,

sup <]E (G (IB:D)] — inf <C]E[T] + sup (G(Ix]) —cx2)>) <0.

T x€R
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

Proposition
Ona:

E[G (IB])] < inf (c]E[T] +§2£ (G(IxI) — cx2)>,

en d’autres termes,
sup (IE [G (|B:|)] — inf <CIE[T] + sup (G(IxI) — cx2)>) <0.
T c>0 x€ER

S'il existe v > 0 tel que x — G(|x|) — yx? atteint son maximum
(disons en xmax), alors

E[G(|Br

Xmax

)] = VE [Trpe] + sup (G(IxI) =)

x€R
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

S'il existe v > 0 tel que x — G(|x|) — yx? atteint son maximum
(disons en xmax), alors

E [G (|BTumas )] = VE [T+ sup (G (1x)) = 7).
Ainsi
SL;p <1E [G (1B:])] —Cir;% <CIE[T] —I—)s(g};l){ (G(Ix) — cx2)>>
—supsup (I [ (18:))] - cElt]— sup (G(1x) o)
2 E [G (|BTne. )] = VE [Tomi] = sup (G (1x)) — 1) = 0.
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

S'il existe v > 0 tel que x — G(|x|) — yx? atteint son maximum
(disons en xmax), alors

E [G (|BTe|)] = VE [Trad + sup (G(ix) —x?).

Ainsi
SL;p <1E [G (IB:])] —Cir;iJ <CIE[T] —I—)s(g};l){ (G(Ix) — cx2)>>
—supsup (I (G (18:)] - cElt]— sup (G(1x) o)
2 E [G (|Bpe. )] = VE [T = stp (G(Ix)) = 7x) = 0.

On a donc optimalité dans ce cas :

sup (16 (18:1) — inf (cE[r] + sup (6(1) — o) ) ) 0.

x€R
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

Proposition

Similairement,
sup <CIE[T] + inf (G(IxI) — Cx2)> <E[G(IB])],
c>0 x€R

avec optimalité quand il existe y > 0 tel que x — G(|x|) — yx?

atteigne son minimum.
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

On a vu que

sup (IE (G (1B:D)] — inf (c]E[T] + sup (G(Ix]) — cx2)>> —0,

x€R

quand il existe v > 0 tel que x +— G(|x|) —yx? atteigne son
maximum.

Corollaire

Sip €]0,2], alors on a :
sup (E [1B-"] — E[t]}) = 0,
T

le supremum étant pris sur I'ensemble des temps d'arrét intégrables.

Florian Lemonnier Arrét optimal de Wald pour le MB



Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

On a vu que

inf (]E [G (|B¢])] —sup (clE[r} +j2L(G(Ix|)cx2)>> =0,

c>0

quand il existe ¢ > 0 tel que x +— G(|x|) — yx? atteigne son
minimum.

Corollaire

Sip €]2,+00], alors on a :
inf (]E [1B:/7] —E[T]g) =)

I'infimum étant pris sur I'ensemble des temps d’arrét intégrables.
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Introduction
Résolution du probléme
Deux applications

Espérance d'une fonction du MB réfléchi arrété
Espérance du maximum du MB (réfléchi)

Comme sup Bs a méme loi que |By :
0<s<t

Proposition

Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a :

o 8] -stoa <

De plus, le temps d’arrét T, = inf{t > 0||B;| > a} réalise

E Bs| = +/E | T,|,
L 8] = EIT

pour tout a > 0.
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Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a :
]E [

sup |Bs|

0<s<t ] = \/E[T]
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Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a :

sup
0<s<t*

E |: sup |Bs|

0<s<t

Le temps d’arrét 7* = inf {t >0
dl

IBSI] = /2E [T*].

]g\/ﬁ-

sup |Bs|—|B:| > a} réalise
0<s<t
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