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1 Introduction
L’objectif de ce stage était d’étudier trois articles de recherche qui s’intéressent aux EDSR ergodiques

et à leurs applications. Dans un but de simplification, ce rapport se place dans le cadre de la dimension
finie, alors que les articles originaux faisaient apparaître des espaces plus généraux (espaces de Hilbert,
voire espaces de Banach).

Le premier article ([FHT09], voir en section 3) permet une première approche sous des hypothèses
restrictives (par exemple, le drift de l’EDS sous-jacente est supposé continu). Après avoir étudié une
première EDS (intégrabilité et dépendance à la condition initiale de la solution notamment), on introduit
une EDSR dite “ergodique” :

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
(ψ (Xx

σ, Zx
σ)− λ) dσ−

∫ T

t
Zx

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞,

où W désigne un mouvemnt brownien d-dimensionnel et dont l’inconnue est le triplet (Y, Z, λ), avec
Y et Z des processus adaptés à valeurs dans R et Rd, et λ un nombre réel. Pour établir l’existence et
l’unicité des solutions de cette équation, on s’appuie sur des résultats bien connus à propos des EDSR
qu’on pourrait dénommer “classiques”, c’est-à-dire de la forme :

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
f (Xx

σ, Yx
σ , Zx

σ) dσ−
∫ T

t
Zx,α

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞.

Puis, sous des hypothèses supplémentaires de régularité de F et ψ, on s’intéresse à la différentiabilité
des processus solutions.

Enfin, l’étude de ce premier article s’achève sur deux applications : d’une part, la résolution de
l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique (d’inconnues la fonction v et le réel λ)

Lv(x) + ψ (x,∇v(x)G) = λ, x ∈ Rd,

où G ∈ GLd(R) et où L est l’opérateur défini formellement de la façon suivante :

L f (x) =
1
2

tr
(
GG∗∇2 f (x)

)
+ 〈F(x),∇ f (x)〉 ;

d’autre part, la résolution d’un problème de contrôle optimal.

L’étude du second article ([DHT10]) suit à peu près le même schéma. La principale différence réside
dans l’affaiblissement de certaines hypothèses, par rapport au premier article. Aussi, et à la différence
de l’article original, le coefficient de diffusion de l’EDS sous-jacente n’est pas ici supposé constant (mais
borné, globalement lipschitzien et d’inverse borné) ; le principal point de blocage à cette généralisation
était la démonstration du théorème 4.1.3, mais le fait de travailler en dimension finie nous a permis
d’utilier le lemme d’Aronson (voir [Aro67]) et d’outrepasser cette difficulté.

Enfin, le troisième article ([HMR15]) s’intéresse davantage au lien entre l’EDSR à horizon fini

YT,t,x
s = ξT +

∫ T

s
f
(

Xt,x
r , ZT,t,x

r

)
dr−

∫ T

s
ZT,t,x

r . dWr pour tout s ∈ [t, T]

et l’EDSR ergodique

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
{ f (Xx

s , Zx
s )− λ} ds−

∫ T

t
Zx

s . dWs ∀0 6 t 6 T < ∞.

Sous de nouvelles hypothèses, on regarde le comportement en temps long des solutions de ces deux
équations, ce qui apporte de nouvelles informations sur le problème de contrôle optimal.
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2 Notations

On désignera par | • | la norme euclidienne sur Rd ou Rl ; éventuellement, on précisera l’espace en
indice. Les produits scalaires dans Rd et dans Rl seront désignés par 〈•, •〉 ou par • . •.

Pour une fonction bornée φ : Rd → R, on notera ‖φ‖∞ = sup
x∈Rd
|φ(x)|.

Si φ est globalement lipschitzienne, alors on écrira ‖φ‖lip = sup
x,x′∈Rd, x 6=x′

|φ(x)− φ(x′)|
|x− x′| .

Étant donné un espace de probabilité (Ω,F , P), muni d’une filtration (Ft)t>0, on considère les
ensembles suivants de processus stochastiques à valeurs dans Rd :

– Lp
P
(
Ω, C

(
[0, T], Rd)), où p ∈ [1, ∞[ et T > 0, est l’espace des processus prédictibles Y à trajectoires

continues sur [0, T] et tels que :

|Y|p
Lp
P(Ω,C([0,T],Rd))

= E

[
sup

t∈[0,T]
|Yt|pRd

]
< ∞;

– Lp
P
(
Ω, L2 ([0, T], Rd)), où p ∈ [1, ∞[ et T > 0, est l’espace des processus prédictibles Y sur [0, T]

et tels que :

|Y|p
Lp
P(Ω,L2([0,T],Rd))

= E

[(∫ T

0
|Yt|2Rd dt

) p
2
]
< ∞;

– L2
P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rd)) est l’espace des processus prédictibles Y sur [0, ∞[, qui appartiennent à

L2
P
(
Ω, L2 ([0, T], Rd)) pour tout T > 0.
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3 Un première étude sous des hypothèses fortes
Dans cette première section, on imposera à certains coefficients qu’ils soient continus à croissance

polynomiale (ce sera le cas de la fonction F) ou bien globalement Lipschitz (comme pour la fonction ψ
qui apparaîtra dans l’EDSR de cette section). Ces hypothèses seront allégées par la suite.

3.1 Étude préliminaire d’une EDS

On se place dans un espace probabilisé complet noté (Ω,F , P). Dans cette section, on va s’intéresser
à l’équation différentielle stochastique (abrégée en “EDS”) qui suit.{

dXt = F (Xt) dt + G dWt, t > 0
X0 = x (3.1.1)

Dans l’EDS (3.1.1), F est une fonction de Rd dans lui-même, G une application linéaire de Rl dans
Rd, W un mouvement brownien l-dimensionnel et x un élément de Rd (où d et l sont deux entiers
naturels non-nuls). Aussi, pour tout t > 0, on désignera par Ft la tribu engendrée par {Ws, s ∈ [0, t]} et
les ensembles P-négligeables. Pour simplifier, dans la suite, on dira qu’un processus est adapté quand
il est adapté à la filtration (Ft)t∈R+

.

Hypothèse 3.1.1

La fonction F : Rd → Rd est :
– continue ;
– à croissance polynomiale, c’est-à-dire

∃c > 0, ∃k ∈N, ∀x ∈ Rd, |F(x)| 6 c
(

1 + |x|k
)

;

– strictement monotone, au sens où

∃η > 0, ∀x1, x2 ∈ Rd, 〈x1 − x2, F (x1)− F (x2)〉 6 −η |x1 − x2|2 .

3.1.1 Résolution de l’EDS

Sous cette hypothèse sur la fonction F, on peut alors montrer le théorème fondamental suivant.

Théorème 3.1.2

On se place dans le cadre de l’hypothèse 3.1.1.
Alors l’EDS (3.1.1) admet une unique solution forte définie sur R+, id est un processus X à trajec-
toires continues, prenant ses valeurs dans Rd et satisfaisant P-p.s.

Xt = x +
∫ t

0
F (Xs) ds + GWt, t > 0.

Démonstration :
Voir le théorème 5.5.8 de [DZ92].

Remarque 3.1.3. L’unicité des solutions de l’EDS (3.1.1) nous permet d’obtenir quelques relations utiles pour la
suite.
Soit v ∈ R+ ; on définit un nouveau mouvement brownien Bt = Wt+v −Wv, dont on note (Gt) la filtration
naturelle.
On note X̃x la solution sur R+ de l’EDS suivante :

X̃x
t = x +

∫ t

0
F
(

X̃x
s

)
ds + GBt. (3.1.2)
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Aussi, on considère Xv,θ le processus solution de l’EDS commencée au temps v et issue de θ, variable aléatoire
Fv-mesurable, à valeurs dans Rd et de carré intégrable :

Xv,θ
t = θ +

∫ v

t
F
(

Xv,θ
s

)
ds + G (Wt −Wv) ; (3.1.3)

par ailleurs, on convient que Xv,x
t = EFt [θ] si t 6 v.

On a alors :

X̃x
t = x +

∫ t

0
F
(

X̃x
s

)
ds + G (Wt+v −Wv) ,

Xv,x
t+v = x +

∫ t

0
F
(
Xv,x

s+v
)

ds + G (Wt+v −Wv) .

Par unicité forte, on a donc :
∀t > 0, X̃x

t = Xv,x
t+v P-p.s. (3.1.4)

Et l’unicité forte impliquant l’unicité en loi, on a également Xx L= X̃x, d’où :

(Xx
t )t>0

L
=
(
Xv,x

t+v
)

t>0 . (3.1.5)

3.1.2 Dépendance de la solution vis-à-vis de sa condition initiale

Dans la suite de ce document, cette unique solution à l’EDS (3.1.1) issue du point x ∈ Rd sera notée
Xx. On s’intéresse désormais à la dépendance de la solution vis-à-vis de sa condition initiale.

Proposition 3.1.4

On se place dans le cadre de l’hypothèse 3.1.1.
Alors on a

∀t > 0, ∀x1, x2 ∈ Rd,
∣∣Xx1

t − Xx2
t

∣∣ 6 e−ηt |x1 − x2| .

Démonstration :
Soient x1, x2 ∈ Rd. Le théorème précédent fournit :

∀t > 0, Xx1
t − Xx2

t = x1 − x2 +
∫ t

0

(
F
(
Xx1

s
)
− F

(
Xx2

s
))

ds.

Comme la fonction F est continue, l’application Xx1• − Xx2• est de classe C1 et on a

d
dt
(
Xx1

t − Xx2
t
)
= F

(
Xx1

t
)
− F

(
Xx2

t
)

.

En conséquence,
∣∣Xx1• − Xx2•

∣∣2 est une application dérivable et

d
dt
∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣2 = 2

〈
Xx1

t − Xx2
t , F

(
Xx1

t
)
− F

(
Xx2

t
)〉

6 −2η
∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣2 .

On en déduit alors que

d
dt

(
e2ηt ∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣2) = 2ηe2ηt ∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣2 + e2ηt d

dt
∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣2 6 0.

Finalement, ceci implique que pour tout t > 0, on a e2ηt ∣∣Xx1
t − Xx2

t
∣∣2 6 |x1 − x2|2, d’où :∣∣Xx1

t − Xx2
t
∣∣ 6 e−ηt |x1 − x2| .
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3.1.3 Intégrabilité de la solution

Les deux propositions qui suivent vont nous permettre de contrôler l’espérance de la solution de
l’EDS considérée dans cette section.

Proposition 3.1.5

On se place dans le cadre de l’hypothèse 3.1.1.
Alors, pour n’importe quels T > 0 et p > 1, il existe une constante Cp,T finie et telle que

∀x ∈ Rd, E

[
sup

t∈[0,T]
|Xx

t |
p

]
6 Cp,T (1 + |x|p) .

Démonstration :
On fixe x ∈ Rd et on pose Zt = Xx

t − GWt. Ainsi, Z• est dérivable et
d
dt

Zt = F (Xx
t ).

Soit t ∈ R∗+. Supposons temporairement que Zs 6= 0, pour tout s ∈ [0, t].
Ainsi, la fonction |Z•| est dérivable sur [0, t] et

d
ds
|Zs| =

〈Zs, F (Xx
s )〉

|Zs|
=
〈Zs, F (Zs + GWs)− F (GWs)〉+ 〈Zs, F (GWs)〉

|Zs|
6
−η |Zs|2 + |Zs| |F (GWs)|

|Zs|
6 −η |Zs|+ |F (GWs)| .

En conséquence, reproduisant l’idée déjà présente dans la preuve précédente, on obtient

d
ds

(eηs |Zs|) 6 eηs |F (GWs)| .

En intégrant cette inégalité, on obtient alors

|Zt| 6 e−ηt|x|+
∫ t

0
e−η(t−s) |F (GWs)| ds. (3.1.6)

Cette inégalité reste évidemment vraie si Zt = 0 ; et si jamais t0 désigne le dernier instant d’annulation
de Z• avant le temps t, on montre de même :

|Zt| 6
∫ t

t0

e−η(t−s) |F (GWs)| ds 6 e−ηt|x|+
∫ t

0
e−η(t−s) |F (GWs)| ds.

En définitive, l’inégalité (3.1.6) demeure vraie pour tout t ∈ R+.
On en déduit que

|Xx
t | 6 e−ηt|x|+ |GWt|+

∫ t

0
e−η(t−s) |F (GWs)| ds 6 |x|+ |GWt|+

∫ t

0
|F (GWs)| ds.

En utilisant l’inégalité de Jensen, pour la fonction convexe x 7→ xp — rappelons que p > 1 —, il vient

E

[
sup

t∈[0,T]
|Xx

t |
p

]
6 3p−1

(
|x|p + E

[
sup

t∈[0,T]
|GWt|p

]
+ E

[
sup

t∈[0,T]

(∫ t

0
|F (GWs)| ds

)p
])

.

Intéressons-nous au dernier terme : par une nouvelle utilisation de cette même inégalité, on montre que

E

[
sup

t∈[0,T]

(∫ t

0
|F (GWs)| ds

)p
]
6 TpE

[
sup

t∈[0,T]
|F (GWt)|p

]
6 TpcpE

[
sup

t∈[0,T]

(
1 + |GWt|k

)p
]

6 Tpcp2p−1

(
1 + E

[
sup

t∈[0,T]
|GWt|kp

])
.

L’équivalence des normes en dimension finie et l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy nous permet de
démontrer que :

∀p > 1, ∀T > 0, E

[
sup

t∈[0,T]
|GWt|p

]
< ∞.

La preuve est ainsi achevée.
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Proposition 3.1.6

On se place toujours sous l’hypothèse 3.1.1.
Soit γ un processus adapté, borné et à valeurs dans Rl ; en notant Xx,γ la solution forte de l’EDS{

dXx,γ
t = F

(
Xx,γ

t
)

dt + G dWt + Gγt dt, t > 0
X0 = x (3.1.7)

il vient
sup
t>0

E
[∣∣Xx,γ

t

∣∣2] 6 Cγ

(
1 + |x|2

)
,

pour une certaine constante Cγ ne dépendant que de la norme uniforme de γ.
En particulier, on en déduit (avec γ ≡ 0)

sup
t>0

E
[
|Xx

t |
2
]
6 C

(
1 + |x|2

)
,

pour une certaine constante C > 0.

Démonstration :
Par la formule d’Itô, on obtient

d
∣∣Xx,γ

t
∣∣2 = 2

〈
Xx,γ

t , F
(
Xx,γ

t
)
+ Gγt

〉
dt + 2

〈
Xx,γ

t , G dWt
〉
+

(
∑
i,j

g2
i,j

)
dt.

En intégrant, puis en prenant l’espérance, on en déduit

E
[∣∣Xx,γ

t
∣∣2]− |x|2 = 2E

[∫ t

0

〈
Xx,γ

s , F
(
Xx,γ

s
)
+ Gγs

〉
ds
]
+

(
∑
i,j

g2
i,j

)
t.

Mais, par monotonie de F, on a :〈
F
(
Xx,γ

s
)
+ Gγs, Xx,γ

s
〉
=
〈

F
(
Xx,γ

s
)
− F(0), Xx,γ

s
〉
+
〈

F(0) + Gγs, Xx,γ
s
〉
6 −η

∣∣Xx,γ
s
∣∣2 + |F(0) + Gγs|

∣∣Xx,γ
s
∣∣

6 −η

2

∣∣Xx,γ
s
∣∣2 + |F(0) + Gγs|2

2η

(au passage, on a utilisé l’inégalité ab 6 a2+b2

2 qui provient d’une identité remarquable).
On a alors, après application du théorème de Fubini (pour intervertir espérance et intégrale) :

d
dt

(
eηtE

[∣∣Xx,γ
t
∣∣2]) = eηt

(
ηE
[∣∣Xx,γ

t
∣∣2]+ 2E

[〈
Xx,γ

t , F
(
Xx,γ

t
)
+ Gγt

〉]
+ ∑

i,j
g2

i,j

)

6 eηt

(
|F(0) + Gγt|2

η
+ ∑

i,j
g2

i,j

)
.

Soit Cγ une constante qui majore uniformément
|F(0) + Gγt|2

η
+ ∑

i,j
g2

i,j, dépendant uniquement de la

norme uniforme de γ. En intégrant l’inégalité précédente, on obtient :

eηtE
[∣∣Xx,γ

t
∣∣2]− |x|2 6

eηt − 1
η

Cγ.

On en déduit alors :

E
[∣∣Xx,γ

t
∣∣2] 6 e−ηt|x|2 + 1− e−ηt

η
Cγ 6 |x|2 +

Cγ

η
.

Remarque 3.1.7. Cette dernière proposition implique également sup
t>0

E
[∣∣Xx,γ

t
∣∣] 6 C′γ (1 + |x|), pour une certaine

constante C′γ ne dépendant que de la norme uniforme de γ.
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3.1.4 Mesure invariante associée à l’EDS

Théorème 3.1.8

On se place dans le cadre de l’hypothèse 3.1.1.
Dans ce cas, l’EDS (3.1.1) admet une unique mesure invariante sur Rd, qu’on appellera µ.
De plus, µ est fortement mélangeante, ce qui signifie :

∀x ∈ Rd, L (Xx
t ) converge faiblement vers µ quand t→ +∞.

Enfin, il existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction φ : Rd → R qui soit bornée et
globalement Lipschitzienne, on ait :∣∣∣∣E [φ (Xx

t )]−
∫

Rd
φ dµ

∣∣∣∣ 6 C(1 + |x|)e−
ηt
2 ‖φ‖lip.

Démonstration :

Soit V un Rl-mouvement brownien indépendant de W, on pose Wt =

{
Wt si t > 0
V−t si t 6 0 et on considère

l’EDS (pour t > s) : {
dXs,x

t = F (Xs,x
t )dt + GdWt

Xs,x
s = x

Cette EDS admet une unique solution forte et d’après la proposition 3.1.5,

∃C > 0, ∀t > 0, E

[∣∣∣X0,x
t

∣∣∣2] 6 C
(

1 + |x|2
)

.

En utilisant le fait que Xu,x
t

L
= X0,x

t+u et la majoration de la proposition 3.1.4, on peut alors montrer que
pour t > −λ > −γ, on a :

E

[∣∣∣X−λ,x
t − X−γ,x

t

∣∣∣2] 6 e−2η(t+λ)C′
(

1 + |x|2
)

.

Ainsi, si γn −→n→∞
+∞, alors

(
Xγn ,x

t
)

n est de Cauchy dans L2
(

Ω, Rd
)

donc converge vers une variable

aléatoire ρx
t .

En utilisant la proposition 3.1.4, on montre que :

E

[∣∣∣X0,x1
t − X0,x2

t

∣∣∣2] 6 e−2η(t+γn) |x1 − x2|2 −→n→∞
0.

Ainsi, on a montré que ρx1
t = ρx2

t P-p.s. et donc ρt ne dépend pas de x.
On peut aussi montrer que :

E

[∣∣∣X−γn ,x
t1

− X−γn ,x
t2

∣∣∣2] = E

[∣∣∣∣X0,x
t1+γn

− X
0,X0,x

t2−t1
t1+γn

∣∣∣∣2
]
6 e−2η(t1+γn)C′

(
1 + |x|2

)
−→
n→∞

0.

Donc ρt1 = ρt2 P-p.s. et ρ ne dépend pas de t, donc µ = L(ρ) est une mesure invariante.
Par le théorème 7.2.1 de [DZ96], le semi-groupe associé à X (voir la définition 3.3.10) est régulier en tout
temps t > 0.
Par le théorème de Doob, (qui porte le numéro 4.2.1 dans [DZ96]), µ est l’unique mesure invariante et est
fortement mélangeante.
Ainsi, par passage à la limite (de s vers l’infini) dans

|E [φ (Xx
t )− φ (Xx

s )]| 6 ‖φ‖lipE [|Xx
t − Xx

s |] 6 ‖φ‖lipe−ηtC (1 + |x|) ,

on obtient le résultat.
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3.2 Une EDSR ergodique (EDSRE)

On s’intéresse dans cette section aux EDSR (dites ergodiques) de la forme suivante.

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
(ψ (Xx

σ, Zx
σ)− λ) dσ−

∫ T

t
Zx

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞ (3.2.8)

Dans ce contexte, Xx est le processus défini comme solution de (3.1.1) dans la section précédente
et ψ une fonction de Rd ×Rl à valeurs dans R. Les inconnues de cette équation sont les processus Yx

et Zx à valeurs dans R et Rl respectivement, ainsi que la constante réelle λ. Cette équation doit être
vérifiée pour tous les couples (t, T) de réels vérifiant 0 6 t 6 T < ∞ (on parle d’horizon infini).

Hypothèse 3.2.1

La fonction ψ : Rd ×Rl → R

– est globalement lipschitzienne :

∃Kx, Kz > 0, ∀x, x′ ∈ Rd, ∀z, z′ ∈ Rl ,
∣∣ψ (x, z)− ψ

(
x′, z′

)∣∣ 6 Kx
∣∣x− x′

∣∣+ Kz
∣∣z− z′

∣∣ ;

– est telle que ψ(•, 0) soit bornée ; on note M = sup
x∈Rd
|ψ(x, 0)|.

3.2.1 Résolution d’une EDSR auxiliaire

On commence par s’intéresser à l’EDSR (non-ergodique) à horizon infini suivante, faisant intervenir
un nouveau paramètre α > 0.

Yx,α
t = Yx,α

T +
∫ T

t
[ψ (Xx

σ, Zx,α
σ )− αYx,α

σ ] dσ−
∫ T

t
Zx,α

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞ (3.2.9)

Théorème 3.2.2

On se place sous les hypothèses 3.1.1 et 3.2.1.
Dans ce cas, l’équation (3.2.9) admet une unique solution (Yx,α, Zx,α) telle que Yx,α soit un processus
continu borné et Zx,α soit un élément de L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rl)).

De plus, on a la majoration suivante :

∀t > 0, |Yx,α
t | 6

M
α

P-p.s.

Démonstration :
Il s’agit ici de simplifier quelque peu la démonstration plus générale du théorème 2.1 de [Roy04] pour
l’adapter à notre cadre.

Unicité : Soient
(
Y1, Z1) et

(
Y2, Z2) deux solutions de (3.2.9) ayant les régularités voulues ; on pose

Ŷ = Y1 −Y2 et Ẑ = Z1 − Z2. De ce façon, Ŷ est un processus borné (disons par M′).
On pose, pour t ∈ R+,

βt =


ψ(Xx

t ,Z1
t )−ψ(Xx

t ,Z2
t )

|Ẑt|2
Ẑt si Z1

t 6= Z2
t

0 sinon

et on remarque que β est un processus borné par Kz.
Soient t ∈ R+ et T > t.
On a

dŶt = αŶt dt−
[
ψ
(

Xx
t , Z1

t

)
− ψ

(
Xx

t , Z2
t

)]
dt + Ẑt . dWt.
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En utilisant la formule de Tanaka (on note L le temps local associé à la semi-martingale Ŷ), il vient :

d
∣∣∣Ŷt

∣∣∣ = Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣αŶt dt− Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣
[
ψ
(

Xx
t , Z1

t

)
− ψ

(
Xx

t , Z2
t

)]
dt +

Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣ Ẑt . dWt + dL0
t

= α
∣∣∣Ŷt

∣∣∣ dt +
Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣ Ẑt . (dWt − βt dt) + dL0
t .

Comme β est borné, par le théorème de Girsanov, il existe une mesure de probabilité P̃ sous laquelle

W̃t = Wt −
∫ t

0
βs ds est un mouvement brownien.

Ainsi

d
∣∣∣Ŷt

∣∣∣ = α
∣∣∣Ŷt

∣∣∣ dt +
Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣ Ẑt . dW̃t + dL0
t .

Comme précédemment, on considère

d
(

e−αt
∣∣∣Ŷt

∣∣∣) = e−αt

 Ŷt∣∣∣Ŷt

∣∣∣ Ẑt . dW̃t + dL0
t

 .

En intégrant, puis en prenant l’espérance sous la loi P̃, conditionnellement à Ft, on obtient :

e−αTẼFt
[∣∣∣ŶT

∣∣∣]− e−αt
∣∣∣Ŷt

∣∣∣ = 0 + ẼFt

[∫ T

t
e−αs dL0

s

]
.

D’où l’on déduit, en utilisant le fait que le temps local est un processus croissant :∣∣∣Ŷt

∣∣∣ = e−α(T−t)ẼFt
[∣∣∣ŶT

∣∣∣]− eαtẼFt

[∫ T

t
e−αs dL0

s

]
6 e−α(T−t)ẼFt

[∣∣∣ŶT

∣∣∣] 6 e−α(T−t)M′ −→
T→∞

0.

Ainsi, on a montré que ∀t > 0,
(
Y1

t = Y2
t P-p.s.

)
; la continuité de Y1 et Y2 permet d’en déduire que

Y1 = Y2 P-p.s.

Par une formule d’Itô, on montre que, pour tout T > 0, E

[∫ T

0

∣∣∣Ẑt

∣∣∣2 dt
]
= 0, d’où l’égalité de Z1 et

Z2 dans L2
P ,loc

(
Ω, L2

(
0, ∞; Rl

))
.

Existence :

(i) Pour n ∈N, on définit (Yn, Zn) comme l’unique solution de l’EDSR à horizon fini

Yn
t =

∫ n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ n

t∧n
Zn

σ . dWσ, 0 6 t < ∞. (3.2.10)

Voir, par exemple, le théorème 2.1 de [EPQ97].

(ii) Montrons que pour tout n ∈N, on a la majoration
∣∣Yx,α

t
∣∣ 6 M

α
P-p.s.

On va utiliser les mêmes outils que pour l’unicité.
On pose, pour t > 0,

βn
t =


ψ(Xx

t ,Zn
t )−ψ(Xx

t ,0)

|Zn
t |

2 Zn
t si Zn

t 6= 0

0 sinon

On a, pour t > 0 et n > t,

dYn
t = − [ψ (Xx

t , Zn
t )− αYn

t ] dt + Zn
t . dWt = αYn

t dt− Zn
t . βn

t dt− ψ (Xx
t , 0) dt + Zn

t . dWt.

Par Tanaka, on en déduit

d |Yn
t | = α |Yn

t | dt− Yn
t
|Yn

t |
ψ (Xx

t , 0) dt +
Yn

t
|Yn

t |
Zn

t . dWn
t + dLn,0

t ,
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où Wn
t = Wt −

∫ t

0
βn

s ds est un mouvement brownien sous une certaine mesure de probabilité

Pn (car le processus βn est borné) et où Ln,0 désigne le temps local de Yn en 0.
Puis

d
(
e−αt |Yn

t |
)
= e−αt

(
− Yn

t
|Yn

t |
ψ (Xx

t , 0) dt +
Yn

t
|Yn

t |
Zn

t . dWn
t + dLn,0

t

)
;

e−αt |Yn
t | = EFt

n

[∫ n

t
e−αs Yn

s
|Yn

s |
ψ (Xx

s , 0) ds
]
−EFt

n

[∫ n

t
e−αs dLn,0

s

]
6 M

∫ n

t
e−αs ds =

M
α

(
e−αt − e−αn) .

Et finalement, |Yn
t | 6

M
α

(
1− e−α(n−t)

)
6

M
α

.

(iii) Pour montrer que (Yn) converge, on va montrer que c’est une suite de Cauchy. Gardant la
même idée en tête, on pose, pour n 6 m :

βn,m
t =


ψ(Xx

t ,Zn
t )−ψ(Xx

t ,Zm
t )

|Zn
t −Zm

t |
2 (Zn

t − Zm
t ) si Zn

t 6= Zm
t

0 sinon

On a :
d (Yn

t −Ym
t ) = α (Yn

t −Ym
t ) dt + (Zn

t − Zm
t ) . (dWt − βn,m

t dt) .

Comme précédemment, on montre en utilisant le théorème de Girsanov que

e−αnEFt
n,m [|Ym

n |]− e−αt |Yn
t −Ym

t | > 0.

Ainsi, pour tout t > 0, et pour tous n 6 m ∈N,

|Yn
t −Ym

t | 6 e−α(n−t) M
α

.

Donc, pour tout t > 0, la suite (Yn
t )n∈N est de Cauchy donc convergente ; on note Yt sa limite.

De plus, en faisant le passage à la limite m→ +∞, on montre que

|Yn
t −Yt| 6 e−α(n−t) M

α
, (3.2.11)

ce qui signifie que la convergence de Yn vers Y est uniforme ; ainsi Y est continu et est également

borné par
M
α

.

(iv) Montrons que, pour tout T > 0, la suite (Zn) est de Cauchy dans L2
P

(
Ω; L2

(
[0, T]; Rl

))
, qui

est un espace complet.
Soient n 6 m ∈ N ; par la formule d’Itô, partant de d (Yn

t −Ym
t ), quantité calculée au point

précédent, on obtient :

d
(

e−2αt (Yn
t −Ym

t )2
)

= e−2αt
[
−2 (Yn

t −Ym
t ) (Zn

t − Zm
t ) . βn,m

t dt + 2 (Yn
t −Ym

t ) (Zn
t − Zm

t ) . dWt + |Zn
t − Zm

t |
2 dt

]
.

D’où, en intégrant, puis en prenant l’espérance :

E
[
e−2α(m∧T) (Yn

m∧T −Ym
m∧T)

2 − (Yn
0 −Ym

0 )2
]

= −2E

[∫ m∧T

0
e−2αt (Yn

t −Ym
t ) (Zn

t − Zm
t ) . βn,m

t dt
]
+ E

[∫ m∧T

0
e−2αt |Zn

t − Zm
t |

2 dt
]

.
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On en déduit alors les majorations suivantes :

E

[∫ m∧T

0
e−2αt |Zn

t − Zm
t |

2 dt
]

= 2E

[∫ m∧T

0
e−2αt (Yn

t −Ym
t ) (Zn

t − Zm
t ) . βn,m

t dt
]
+ E

[
e−2α(m∧T) (Yn

m∧T −Ym
m∧T)

2 − (Yn
0 −Ym

0 )2
]

6 2E

[∫ m∧T

0
e−2αte−α(n−t) M

α
|Zn

t − Zm
t |Kz dt

]
+ E

[
e−2α(m∧T)e−2α(n−m∧T) M2

α2

]
6 E

[∫ m∧T

0

2MKz

α
e−αne−αt |Zn

t − Zm
t | dt

]
+

M2

α2 e−2αn

6 E

[∫ m∧T

0

(
2M2K2

z
α2 e−2αn +

e−2αt

2
|Zn

t − Zm
t |

2
)

dt
]
+

M2

α2 e−2αn

6
1
2

E

[∫ m∧T

0
e−2αt |Zn

t − Zm
t |

2 dt
]
+

M2

α2

(
2K2

z(m ∧ T) + 1
)

e−2αn

Ainsi il en découle E

[∫ m∧T

0
e−2αt |Zn

t − Zm
t |

2 dt
]
6 2

M2

α2

(
2K2

z(m ∧ T) + 1
)

e−2αn, d’où

E

[∫ T

0
|Zn

t − Zm
t |

2 dt
]
= E

[∫ m∧T

0
|Zn

t − Zm
t |

2 dt
]
6 2

M2

α2

(
2K2

z(m ∧ T) + 1
)

e−2α(n−m∧T) −→
n,m→∞

0.

On peut donc bien définit un processus Z comme la limite des processus Zn.

(v) Par définition de (Yn, Zn), on a :

Yn
t −Yn

T =
∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ T∧n

t∧n
Zn

σ . dWσ.

On a vu que le membre de gauche converge presque sûrement vers Yt − YT et est borné : la
convergence a donc lieu dans L1.
Aussi, on a :∣∣∣∣∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ T

t
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ T

T∧n
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ

∣∣∣∣
6
∫ T∧n

t∧n
(Kz |Zn

σ − Zσ|+ α |Yn
σ −Yσ|) dσ +

∫ t

t∧n
(M + Kz |Zσ|+ α |Yσ|) dσ

+
∫ T

T∧n
(M + Kz |Zσ|+ α |Yσ|) dσ.

Puis, en prenant l’espérance de cette quantité, il vient :

E

[∣∣∣∣∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ T

t
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ

∣∣∣∣]
6 KzE

[∫ T∧n

t∧n
|Zn

σ − Zσ| dσ

]
+ M

∫ T∧n

t∧n
e−α(n−σ) dσ + E

[∫ t

t∧n
(2M + Kz |Zσ|) dσ

]
+ E

[∫ T

T∧n
(2M + Kz |Zσ|) dσ

]
6 Kz

√
T − t

√
E

[∫ T∧n

t∧n
|Zn

σ − Zσ|2 dσ

]
+ M

eα(T∧n−n) − eα(t∧n−n)

α
+ 2M(t− t ∧ n)

+ Kz
√

t− t ∧ n

√
E

[∫ t

t∧n
|Zσ|2 dσ

]
+ 2M(T − T ∧ n) + Kz

√
T − T ∧ n

√
E

[∫ T

T∧n
|Zσ|2 dσ

]
.
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Ceci prouve alors que
∫ T∧n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ
L1
−→
n→∞

∫ T

t
(ψ (Xx

σ, Zσ)− αYσ) dσ.

Enfin, un dernier calcul permet de montrer que
∫ T∧n

t∧n
Zn

σ . dWσ
L2
−→
n→∞

∫ T

t
Zσ . dWσ :

E

[(∫ T∧n

t∧n
Zn

σ . dWσ −
∫ T

t
Zσ . dWσ

)2
]

6 2E

[(∫ T∧n

t∧n
Zn

σ . dWσ −
∫ T∧n

t∧n
Zσ . dWσ

)2
]
+ 2E

[(∫ T∧n

t∧n
Zσ . dWσ −

∫ T

t
Zσ . dWσ

)2
]

6 2E

[∫ T∧n

t∧n
|Zn

σ − Zσ|2 dσ

]
+ 4E

[(∫ t

t∧n
Zσ . dWσ

)2
]
+ 4E

[(∫ T

T∧n
Zσ . dWσ

)2
]

6 2E

[∫ T∧n

t∧n
|Zn

σ − Zσ|2 dσ

]
+ 4E

[∫ t

t∧n
|Zσ|2 dσ

]
+ 4E

[∫ T

T∧n
|Zσ|2 dσ

]
.

On définit, pour tout α > 0, la fonction vα : Rd −→ R

x 7−→ Yx,α
0

; d’après le lemme précédent, cette

fonction est bornée par
M
α

.

Lemme 3.2.3

Sous les hypothèses 3.1.1 et 3.2.1, les fonctions vα sont uniformément globalement lipschitziennes ;
plus précisément, on a :

∀α > 0, ∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣vα(x)− vα(x′)

∣∣ 6 Kx

η

∣∣x− x′
∣∣ .

Démonstration :
Soit α > 0, soient x, x′ ∈ Rd ; on pose Ỹ = Yx,α −Yx′ ,α et Z̃ = Zx,α − Zx′ ,α.
Aussi, on définit les processus :

βt =


ψ
(

Xx′
t ,Zx′ ,α

t

)
−ψ
(

Xx′
t ,Zx,α

t

)
|Z̃t|2

Z̃t si Z̃t 6= 0

0 sinon
;

ft = ψ (Xx
t , Zx,α

t )− ψ
(

Xx′
t , Zx,α

t

)
.

On remarque que β est un processus adapté, à valeurs dans Rl et borné par Kz (d’après l’hypothèse 3.2.1).

Ainsi, d’après le théorème de Girsanov, il existe une probabilité P̃ sous laquelle W̃t = Wt +
∫ t

0
βs ds est

un mouvement brownien.
On a, pour tous 0 6 t 6 T < ∞ :

Ỹt = Yx,α
T −Yx′ ,α

T +
∫ T

t

[
ψ (Xx

σ, Zx,α
σ )− αYx,α

σ − ψ
(

Xx′
σ , Zx′ ,α

σ

)
+ αYx′ ,α

σ

]
dσ−

∫ T

t

(
Zx,α

σ − Zx′ ,α
σ

)
. dWσ

= ỸT − α
∫ T

t
Ỹσ dσ +

∫ T

t
fσ dσ−

∫ T

t

[
ψ
(

Xx′
σ , Zx′ ,α

σ

)
− ψ

(
Xx′

σ , Zx,α
σ

)]
dσ−

∫ T

t
Z̃σ . dWσ

= ỸT − α
∫ T

t
Ỹσ dσ +

∫ T

t
fσ dσ−

∫ T

t
Z̃σ . dW̃σ.

Il en découle dỸt = αỸt dt− ft dt + Z̃t . dW̃t, puis :

d
(

e−αtỸt

)
= −e−αt ft dt + e−αtZ̃t . dW̃t.

On intègre entre t et T, on prend l’espérance conditionnelle sous P̃ sachant Ft et on obtient :

e−αTẼFt
[
ỸT

]
− e−αtỸt = −ẼFt

[∫ T

t
e−αs fs ds

]
,
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en utilisant le fait que
∫ T

t
Z̃σ . dW̃σ est une variable aléatoire indépendante de Ft et centrée sous P̃, car Z̃

est de carré intégrable.
En réarrangeant, ceci fournit :

Ỹt = e−α(T−t)ẼFt
[
ỸT

]
+ ẼFt

[∫ T

t
e−α(s−t) fs ds

]
.

Ainsi, on obtient la majoration∣∣∣Ỹt

∣∣∣ 6 e−α(T−t)
∣∣∣ẼFt

[
ỸT

]∣∣∣+ ∣∣∣∣ẼFt

[∫ T

t
e−α(s−t) fs ds

]∣∣∣∣ 6 e−α(T−t)ẼFt
[∣∣∣ỸT

∣∣∣]+ ẼFt

[∫ T

t
e−α(s−t) | fs| ds

]
.

Mais on sait que Ỹ est borné par
2M
α

; et, d’après la proposition 3.1.4, le processus f vérifie, pour tout

t > 0, | ft| 6 Kx

∣∣∣Xx
t − Xx′

t

∣∣∣ 6 Kx e−ηt |x− x′|.
Ainsi, pour tout α > 0 et pour tous 0 6 t 6 T < ∞, on a :∣∣∣Ỹt

∣∣∣ 6 e−α(T−t) 2M
α

+
∫ T

t
e−α(s−t)Kxe−ηs ∣∣x− x′

∣∣ ds

= e−α(T−t) 2M
α

+ Kx
∣∣x− x′

∣∣ eαt e−(α+η)T − e−(α+η)t

−(α + η)
−→
T→∞

Kx
∣∣x− x′

∣∣ e−ηt

α + η
.

En conséquence,
∣∣∣Ỹ0

∣∣∣ 6 Kx

η

∣∣x− x′
∣∣.

Le résultat suivant est tiré de l’appendice de [Roy04].
Proposition 3.2.4

On a la relation :
∀t > 0, Yx,α

t = vα (Xx
t ) P-p.s.

Démonstration :
On renvoie aux équations (3.1.2) et (3.1.3) pour la définition des processus X̃x et Xv,θ , où x ∈ Rd, v ∈ R+

et θ ∈ L2
(

Ω,Fv; Rd
)

.

On note
(
Yv,θ , Zv,θ) l’unique solution de l’EDSR à horizon infini :

Yv,θ
t = Yv,θ

T +
∫ T

t

[
ψ
(

Xv,θ
s , Zv,θ

s

)
− αYv,θ

s

]
ds−

∫ T

t
Zv,θ

s . dWs. (3.2.12)

De même, on définit de manière unique deux processus Ỹx et Z̃x par :

Ỹx
t = Ỹx

T +
∫ T

t

[
ψ
(

X̃x
s , Z̃x

s

)
− αỸx

s

]
ds−

∫ T

t
Z̃x

s . dBs, (3.2.13)

où on rappelle que Bt = Wt+v −Wv.
On définit alors ṽα : x 7→ Ỹx

0 .
On considère également les EDSR à horizon fini (3.2.10) et (3.2.14) :

Ỹn,x
t =

∫ n

t∧n

[
ψ
(

X̃x
s , Z̃n,x

s

)
− αỸn,x

s

]
ds−

∫ n

t∧n
Z̃n,x

s . dBs. (3.2.14)

Par unicité faible, et comme Xx L= X̃x, on a :
(

Ỹn,x, Z̃n,x
) L
= (Yn,x, Zn,x). En particulier, au temps t = 0, on

obtient
(

Ỹn,x
0 , Z̃n,x

0

)
=
(
Yn,x

0 , Zn,x
0
)

P-p.s.
Par passage à la limite, ceci fournit : vα(x) = ṽα(x).

Pour θ =
m

∑
i=1

xi1Ai (où les ensembles Ai forment une partition Fv-mesurable de Ω) une variable aléatoire

étagée, on pose :

vα(θ) =
m

∑
i=1

vα (xi) 1Ai et ṽα(θ) =
m

∑
i=1

ṽα (xi) 1Ai .
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Ainsi, vα(θ) = ṽα(θ).
Pour θ ∈ L2

(
Ω,Fv; Rd

)
, il existe une suite (θm)m∈N de variables aléatoires étagées qui tende vers θ dans

L2 ; ainsi, θ est limite presque-sûre d’une suite extraite. La continuité de vα et ṽα (qui découle du fait
qu’elles soient globalement lipschitziennes, d’après le lemme 3.2.3) implique, par passage à la limite :
vα (θ) = ṽα (θ) pour tout θ ∈ L2

(
Ω,Fv; Rd

)
.

On a :

Ỹx
t = Ỹx

T +
∫ T

t

[
ψ
(

X̃x
s , Z̃x

s

)
− αỸx

s

]
ds−

∫ T

t
Z̃x

s . dWs

= Ỹx
T +

∫ T

t

[
ψ
(

Xv,x
s+v, Z̃x

s

)
− αỸx

s

]
ds−

∫ T

t
Z̃x

s . dWs

Yv,x
t+v = Yv,x

T+v +
∫ T+v

t+v
[ψ (Xv,x

s , Zv,x
s )− αYv,x

s ] ds−
∫ T+v

t+v
Zv,x

s . dWs

= Yv,x
T+v +

∫ T

t

[
ψ
(
Xv,x

s+v, Zv,x
s+v
)
− αYv,x

s+v
]

ds−
∫ T

t
Zv,x

s+v . dBs

On en déduit alors que
(
Yv,x

t+v, Zv,x
t+v
)

t>0
L
=
(

Ỹx
t , Z̃x

t

)
t>0

, et, plus particulièrement, Yv,x
v = Ỹx

0 .

Pour θ =
m

∑
i=1

xi1Ai , on a ṽα(θ) =
m

∑
i=1

Yv,xi
v 1Ai . On veut montrer que cette quantité est aussi égale à Yv,θ

v .

Montrons-le pour X :
m

∑
i=1

Xv,xi
t 1Ai =

m

∑
i=1

(
xi +

∫ t

v
F
(
Xv,xi

s
)

ds + G (Wt −Wv)

)
1Ai = θ +

∫ T

t

m

∑
i=1

F
(
Xv,xi

s
)

1Ai ds + G (Wt −Wv)

= θ +
∫ T

t
F

(
m

∑
i=1

Xv,xi
s 1Ai

)
ds + G (Wt −Wv)

Par unicité forte pour l’EDS (3.1.1), il vient Xv,θ
t =

m

∑
i=1

Xv,xi
s 1Ai . On opère similairement pour montrer que

ṽα(θ) = Yv,θ
v , d’abord pour toute variable aléatoire étagée θ, puis, par un argument de densité, pour tout

θ ∈ L2
(

Ω,Fv; Rd
)

(on utilise ici la continuité de l’application ṽα).

On sait que X vérifie la propriété de Markov, c’est-à-dire : Xr,Xv,x
r

s = Xv,x
s P-p.s.

Ainsi, on a :

Yv,Xx
v

t = Yv,Xx
v

T +
∫ T

t

[
ψ
(

Xx
s , Zv,Xx

v
s

)
− αYv,Xx

v
s

]
ds−

∫ T

t
Zv,Xx

v
s . dWs.

Par unicité forte des solutions de l’EDSR, on a donc en particulier Yv,Xx
v

t = Yx
t P-p.s., pour tout t > 0.

Finalement, comme Xx
v ∈ L2

(
Ω,Fv; Rd

)
on a montré que :

vα (Xx
v ) = ṽα (Xx

v ) = Yv,Xx
v

v = Yx
v .

3.2.2 Résolution de l’EDSRE (3.2.8)

Pour tout α > 0 et pour tout x ∈ Rd, on pose vα(x) = vα(x)− vα(0). D’après le lemme 3.2.3, on a

∀x ∈ Rd, ∀α > 0, |vα(x)| 6 Kx

η
|x|.

Aussi, le théorème 3.2.2 fournit l’inégalité

∀α > 0, α |vα(0)| 6 M.

Par extraction diagonale, on peut extraire une suite (αn)n∈N de réels positifs, tendant vers 0, et telle
que pour tout x dans une partie dénombrable D de Rd — par exemple, on peut prendre D = Qd —, on
ait :

vαn(x) −→
n→∞

v(x) et αnvαn(0) −→
n→∞

λ, (3.2.15)
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pour une certaine fonction v : D → R et un certain réel λ.
De plus, par le lemme 3.2.3, il vient :

∀n ∈N, ∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣vαn(x)− vαn

(
x′
)∣∣ 6 Kx

η

∣∣x− x′
∣∣ .

Par passage à la limite, on en déduit que v est uniformément continue sur D, donc v se prolonge de
manière unique en une fonction continue sur Rd. On a même

∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣v(x)− v(x′)

∣∣ 6 Kx

η

∣∣x− x′
∣∣ et ∀x ∈ Rd, vαn(x) −→

n→∞
v(x).

On fixe désormais les notations λ et v pour ces objets définis en (3.2.15) à partir de la suite (αn)n∈N.
On remarque que v(0) = 0.

Théorème 3.2.5

On se place dans le cadre des hypothèses 3.1.1 et 3.2.1.
On définit un processus Yx

par la relation Yx
t = v (Xx

t ), pour tout t > 0.
Ainsi, il existe un processus Zx ∈ L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rl)) tel que l’EDSRE (3.2.8) soit P-p.s. satisfaite

par le triplet
(

Yx
, Zx, λ

)
.

De plus, il existe une fonction mesurable ζ : Rd → Rl , telle que Zx
t = ζ (Xx

t ) P-p.s. et pour presque
tout t ∈ R+.

Démonstration :

→ On pose Yx,α
t = Yx,α

t − vα(0) = vα (Xx
t ).

Comme Yx,α est solution de l’EDSR (3.2.9), on a, pour tous 0 6 t 6 T < ∞,

Yx,α
t = Yx,α

T +
∫ T

t

[
ψ (Xx

σ, Zx,α
σ )− αYx,α

σ − αvα(0)
]

dσ−
∫ T

t
Zx,α

σ . dWσ.

Mais comme Yx,α
t = vα (Xx

t ), on a la majoration
∣∣∣Yx,α

t

∣∣∣ 6 Kx

η
|Xx

t |.

D’après la proposition 3.1.5, on a :

∀T > 0, ∀p > 1, E

[
sup

t∈[0,T]
|Xx

t |
p

]
6 Cp,T (1 + |x|p) .

On en déduit que :

E

[
sup

t∈[0,T]
sup
α>0

∣∣Yx,α
t
∣∣2] 6

K2
x

η2 C2,T

(
1 + |x|2

)
< ∞.

Comme les constantes sont intégrables contre dP et dP⊗ dt sur Ω et Ω× [0, T], et comme en plus

Yx,αn
t

p.s.−→
n→∞

Yx
t pour tout t ∈ [0, T], on a, par convergence dominée :

E

[∫ T

0

∣∣∣Yx,αn
t −Yx

t

∣∣∣2 dt
]
−→
n→∞

0 et E

[∣∣∣Yx,αn
T −Yx

T

∣∣∣2] −→
n→∞

0.

→ Notre objectif va désormais être de montrer qu’il existe un processus Zx ∈ L2
P ,loc

(
Ω; L2

(
0, ∞; Rl

))
tel que E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,αn
t − Zx

t

∣∣∣2 dt
]
−→
n→∞

0.

Soient n 6 m ∈N ; on pose Ỹ = Yx,αn −Yx,αm et Z̃ = Zx,αn − Zx,αm .
On a :

dỸt = −
(
ψ
(
Xx

t , Zx,αn
t
)
− ψ

(
Xx

t , Zx,αm
t

))︸ ︷︷ ︸
=ψ̃t

dt +
(
αnYx,αn

t − αmYx,αm
t

)
dt + Z̃t . dWt.
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Comme on l’a déjà fait précédemment, on utilise alors la formule d’Itô, on intègre par rapport au
temps, puis on prend l’espérance. On obtient alors :

E
[
Ỹ2

T

]
+ 2E

[∫ T

0
Ỹtψ̃t dt

]
− 2E

[∫ T

0

(
αnYx,αn

t − αmYx,αm
t

)
Ỹt dt

]
= Ỹ2

0 + E

[∫ T

0

∣∣∣Z̃t

∣∣∣2 dt
]

.

Mais on rappelle que
∣∣ψ̃t
∣∣ 6 Kz

∣∣∣Z̃t

∣∣∣ et αn
∣∣Yx,αn

t
∣∣ 6 M.

Ainsi, il vient :

E

[∫ T

0

∣∣∣Z̃t

∣∣∣2 dt
]
6 E

[
Ỹ2

T

]
+ 2E

[∫ T

0
Ỹtψ̃t dt

]
− 2E

[∫ T

0

(
αnYx,αn

t − αmYx,αm
t

)
Ỹt dt

]
6 E

[
Ỹ2

T

]
+ 2E

[∫ T

0

∣∣∣Ỹt

∣∣∣ ∣∣ψ̃t
∣∣ dt

]
+ 2E

[∫ T

0

(∣∣αnYx,αn
t

∣∣+ ∣∣αmYx,αm
t

∣∣) ∣∣∣Ỹt

∣∣∣ dt
]

6 E
[
Ỹ2

T

]
+ 2E

[∫ T

0
Kz

∣∣∣Ỹt

∣∣∣ ∣∣∣Z̃t

∣∣∣ dt
]
+ 4ME

[∫ T

0

∣∣∣Ỹt

∣∣∣ dt
]

Utilisant notamment le fait que Kz

∣∣∣Ỹt

∣∣∣ ∣∣∣Z̃t

∣∣∣ 6 K2
z

2

∣∣∣Ỹ2
t

∣∣∣+ 1
2

∣∣∣Z̃t

∣∣∣2, on obtient :

E

[∫ T

0

∣∣∣Z̃t

∣∣∣2 dt
]
6 2E

[
Ỹ2

T

]
+ 2K2

zE

[∫ T

0

∣∣∣Ỹt

∣∣∣2 dt
]
+ 8M

√
T

√
E

[∫ T

0

∣∣∣Ỹt

∣∣∣2 dt
]

.

Donc (Zx,αn)n∈N est une suite de Cauchy dans L2
P

(
Ω; L2

(
[0, T]; Rl

))
, donc elle converge.

On peut alors définir Zx dans L2
P ,loc

(
Ω; L2

(
0, ∞; Rl

))
, tel qu’on l’avait annoncé.

→ Rappelons que, pour tous n ∈N, x ∈ Rd et 0 6 t 6 T < ∞, on a :

Yx,αn
t = Yx,αn

T +
∫ T

t

[
ψ (Xx

σ, Zx,αn
σ )− αnYx,αn

σ − αnvαn(0)
]

dσ−
∫ T

t
Zx,αn

σ . dWσ.

Comme la convergence dans L2 implique la convergence en probabilité et donc la convergence
presque sûre pour une sous-suite, on obtient :

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t

[
ψ
(

Xx
σ, Zx

σ

)
− λ

]
dσ−

∫ T

t
Zx

σ . dWσ.

→ On veut construire ζ ; on sait que pour tout α > 0, presque partout sur R+, on a Zx,α
• = ζα (Xx

•) (voir
à ce sujet le théorème 4.4 de [Fuh03]).
Comme on manipule des solutions de l’EDSR (3.2.9), on a :

d
(

Yx,α
t −Yx′ ,α

t

)
= −

[
ψ (Xx

t , Zx,α
t )− ψ

(
Xx′

t , Zx′ ,α
t

)]
dt + α

(
Yx,α

t −Yx′ ,α
t

)
dt +

(
Zx,α

t − Zx′ ,α
t

)
. dWt.

On en déduit :

E

[(
Yx,α

T −Yx′ ,α
T

)2
]
−
(

Yx,α
0 −Yx′ ,α

0

)2

= 2E

[∫ T

0

(
Yx,α

t −Yx′ ,α
t

) (
ψ
(

Xx′
t , Zx′ ,α

t

)
− ψ (Xx

t , Zx,α
t )
)

dt
]
+ 2αE

[∫ T

0

(
Yx,α

t −Yx′ ,α
t

)2
dt
]

+ E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,α
t − Zx′ ,α

t

∣∣∣2 dt
]

En utilisant successivement le lemme 3.2.3 et la proposition 3.1.4, on montre que :

E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,α
t − Zx′ ,α

t

∣∣∣2 dt
]
6 E

[∣∣∣vα (Xx
T)− vα

(
Xx′

T

)∣∣∣2]+ 2αE

[∫ T

0

∣∣∣vα (Xx
t )− vα

(
Xx′

t

)∣∣∣2 dt
]

+ 2E

[∫ T

0

∣∣∣vα (Xx
t )− vα

(
Xx′

t

)∣∣∣ ∣∣∣ψ (Xx
t , Zx,α

t )− ψ
(

Xx′
t , Zx′ ,α

t

)∣∣∣ dt
]
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E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,α
t − Zx′ ,α

t

∣∣∣2 dt
]
6

K2
x

η2 E

[∣∣∣Xx
T − Xx′

T

∣∣∣2]+ 2α
K2

x
η2 E

[∫ T

0

∣∣∣Xx
t − Xx′

t

∣∣∣2 dt
]

+ 2
Kx

η
E

[∫ T

0

∣∣∣Xx
t − Xx′

t

∣∣∣ (Kx

∣∣∣Xx
t − Xx′

t

∣∣∣+ Kz

∣∣∣Zx,α
t − Zx′ ,α

t

∣∣∣) dt
]

6
K2

x
η2 e−2ηT |x− x′|2 + 2α

K2
x

η2 |x− x′|2
∫ T

0
e−2ηt dt

+ 2
K2

x
η
|x− x′|2

∫ T

0
e−2ηt dt + E

[∫ T

0

2KxKz

η
|x− x′|e−ηt

∣∣∣Zx′ ,α
t − Zx,α

t

∣∣∣ dt
]

6 C1|x− x′|2 + 2K2
xK2

z
η2 |x− x′|2

∫ T

0
e−2ηt dt +

1
2

E

[∫ T

0

∣∣∣Zx′ ,α
t − Zx,α

t

∣∣∣2 dt
]

En conséquence,

E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,α
t − Zx′ ,α

t

∣∣∣2 dt
]
6 C|x− x′|2.

Convergeant vers 0, la suite
(

E

[∫ T

0

∣∣Zx,αn
t − Zx,αm

t
∣∣2 dt

])
n6m∈N

est bornée pour tout x ∈ Rd.

On peut alors réaliser une extraction diagonale et construire une sous-suite (α′n) de (αn) telle que

E

[∫ T

0

∣∣Zx,αn
t − Zx,αm

t
∣∣2 dt

]
6 2−n pour tous n 6 m ∈ N et pour tout x ∈ Rd (en fait, d’abord pour

tout x dans une partie dense, puis pour tout x ∈ Rd en utilisant la continuité uniforme qu’on vient
de montrer).

Ainsi, Zx,α′n
t

L2
−→
n→∞

Zx
t pour presque tout t ∈ [0, T]. Et pour une sous-suite (α′′n), on a : Zx,α′′n

t
p.s.−→

n→∞
Zx

t .

On pose alors ζ(x) =

{
lim

n→∞
ζα′′n (x) si la limite existe

0 sinon
.

Ainsi, Zx
t = ζ (Xx

t ) et ζ est mesurable en tant que limite simple de fonctions mesurables.

Remarque 3.2.6. La solution qu’on vient de construire vérifie :

∀t > 0,
∣∣∣Yx

t

∣∣∣ = |v (Xx
t )| 6

Kx

η
|Xx

t | .

Le théorème suivant montre l’unicité de λ, quand Y de croît au plus linéairement par rapport à X.

Théorème 3.2.7

On se place dans le cadre des hypothèses 3.1.1 et 3.2.1.
Aussi, on suppose que le triplet (Y′, Z′, λ′) est solution de l’EDSRE (3.2.8) pour une certaine condi-
tion initiale x ∈ Rd, où Y′ est un processus continu et progressivement mesurable, Z′ est un élément
de L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rl)) et λ′ ∈ R. Enfin, on suppose qu’il existe une constante cx > 0 (qui peut

donc dépendre éventuellement de x), telle que P-p.s.

∀t > 0,
∣∣Y′t ∣∣ 6 cx |Xx

t | .

Dans ces conditions, on a alors λ′ = λ.

Démonstration :
On pose λ̃ = λ′ − λ, Ỹ = Y′ −Yx et Z̃ = Z′ − Zx.
En utilisant le fait que les triplets considérés sont solutions de l’équation (3.2.8), on trouve :

λ̃ =
ỸT − Ỹ0

T
+

1
T

∫ T

0

[
ψ
(
Xx

t , Z′t
)
− ψ

(
Xx

t , Zx
t

)]
dt− 1

T

∫ T

0
Z̃t . dWt.

On définit un processus progressivement mesurable et borné par :

γt =


ψ(Xx

t ,Z′t)−ψ(Xx
t ,Zx

t )

|Z̃t|2
Z̃t si Z̃t 6= 0

0 sinon
.
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Ainsi, on peut réécrire :

λ̃ =
ỸT − Ỹ0

T
+

1
T

∫ T

0
Z̃t . γt dt− 1

T

∫ T

0
Z̃t . dWt.

Par Girsanov, il existe une mesure de probabilité P̃ sous laquelle W̃t = Wt −
∫ t

0 γs ds est un mouvement
brownien.
On en déduit, en prenant l’espérance sous P̃ :

λ̃ =
Ẽ
[
ỸT − Ỹ0

]
T

6

(
Kx
η + cx

)
Ẽ
[∣∣Xx

T
∣∣]+ (Kx

η + cx

)
|x|

T
.

La proposition 3.1.6 indique que sup
T>0

Ẽ [|Xx
T |] < ∞.

Un passage à la limite T → +∞ fournit alors λ̃ = 0.

Remarque 3.2.8. En général, il n’y a pas unicité des solutions de l’EDSRE (3.2.8). Déjà, si (Y, Z, λ) en est une
solution, on peut montrer facilement que pour tout k ∈ R, (Y + k, Z, λ) en est une autre. Mais on peut aussi
construire d’autres solutions qui ne différent pas seulement d’une constante (même si on requiert qu’elles soient
bornées).

Considérons l’EDSRE suivante :

− dYt = [ψ (Zt)− λ] dt− Zt dWt, (3.2.16)

où W est un mouvement brownien unidimensionnel, et où ψ : R → R est une fonction bornée, dérivable, et à
dérivée bornée.

Une solution triviale de (3.2.16) est donnée par Y = 0, Z = 0 et λ = ψ(0). Dans la suite, sans perdre en
généralité, on va supposer que ψ(0) = 0.

Désormais, soit φ : R→ R une autre fonction bornée, dérivable et à dérivée bornée. L’EDSR suivante admet
une solution sur [t, T] : {

−dYx,t
s = ψ

(
Zx,t

s

)
ds− Zx,t

s dWs

Yx,t
T = φ (x + WT −Wt)

.

On pose u(t, x) = Yx,t
t . Alors, on peut montrer que u et ∂xu sont bornées. On pose alors Ỹt = Y0,0

t = u (t, Wt)

et Z̃t = Z0,0
t = ∂xu (t, Wt). Les processus Ỹ et Z̃ vérifient alors sur [0, T] :{

−dỸt = ψ
(

Z̃t

)
dt− Z̃t dWt

ỸT = φ (WT)
.

Il suffit alors de poser Ỹt = ỸT et Z̃t = 0 pour tout t > t ; et on a ainsi construit une autre solution bornée à
l’équation (3.2.16).
Remarque 3.2.9. Le résultat d’existence du théorème 3.2.5 demeure vrai sous des hypothèses plus faibles sur ψ.
Supposons que ψ vérifie les propriétés suivantes :

|ψ(x, z)− ψ(x′, z)| 6 Kx|x− x′|, |ψ(x, 0)| 6 M, |ψ(x, z)| 6 Kz(1 + |z|).
Soit K un compact de Rd ×Rl , et soit f : Rd ×Rl → R une fonction continue à support compact ; pour tout
n ∈ N, on définit fn : (x, z) 7→ nd+l f (nx, nz). On peut alors montrer que ψn,K est une fonction uniformément

continue et que ψn,K
L1
−→
n→∞

ψ1K (on renvoie aux théorèmes 14.5 et 14.6 de [BP12]).
Le compact K étant arbitraire, on peut construire une suite ψn d’applications uniformément continues (et donc
globalement lipschitziennes) dont une sous-suite converge presque partout sur Rd ×Rl vers ψ.
Ainsi, on a, pour presque tous x, x′ ∈ Rd, z ∈ Rl et pour tout n ∈N :

|ψn(x, z)− ψn(x′, z)| 6 K′x|x− x′|, |ψn(x, 0)| 6 M′, |ψn(x, z)| 6 K′z(1 + |z|), ψn(x, z) −→
n→∞

ψ(x, z).

On peut alors appliquer le théorème 3.2.5 avec ψn à la place de ψ : on construit ainsi une solution
(

Yx,n, Zx,n, λn

)
de l’EDSRE (3.2.8) où ψ est remplacée par ψn. Dès lors, on peut écrire Yx,n

t = vn (Xx
t ) avec :∣∣vn(x)− vn(x′)

∣∣ 6 K′x
η
|x− x′|, vn(0) = 0, |λn| 6 M′.

Par extraction diagonale, une sous-suite de (vn)n∈N et une sous-suite de (λn)n∈N convergent vers v et λ.
La suite de la preuve du théorème est alors inchangée.
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3.3 Différentiabilité

On s’intéresse désormais à la différentiabilité des solutions de l’EDSRE (3.2.8) par rapport à x.

Hypothèse 3.3.1

On suppose que les fonctions F et ψ vérifient les hypothèses suivantes :
– F est de classe C1 (Rd, Rd) ;
– ψ est de classe C1 (Rd ×Rl , R

)
.

3.3.1 Différentiabilité des solutions des équations préliminaires (3.1.1), (3.2.10) et (3.2.9)

Théorème 3.3.2

On fait l’hypothèse 3.1.1 et on suppose de plus que F est de classe C1.
Alors, pour tout p ∈ R∗+, et pour tout T > 0, x 7→ Xx est de classe C1 (Rd, Lp

P
(
Ω; C0 ([0, T]; Rd))) et

∇Xx vérifie :

∀h ∈ Rd,∇Xx
t h = h +

∫ t

0
∇F (Xx

s )∇Xx
s h ds.

Démonstration :

Soit h ∈ Rd. Pour tout r > 0, on note ∆h
r Xx

t =
Xx+rh

t − Xx
t

r
.

Soit Y un processus vérifiant : ∀h ∈ Rd, Yth = h +
∫ t

0
∇F (Xx

s )Ysh ds.

On a :∣∣∣∆h
r Xx

t −Yth
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣Xx+rh
t − Xx

t
r

−
(

h +
∫ t

0
∇F (Xx

s )Ysh ds
)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

 F
(

Xx+rh
s

)
− F (Xx

s )

r
−∇F (Xx

s )Ysh

 ds

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ t

0

[∫ 1

0
∇F

(
Xx

s + w
(

Xx+rh
s − Xx

s

)) Xx+rh
s − Xx

s
r

dw−∇F (Xx
s )Ysh

]
ds

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

0

[∫ 1

0

(
∇F

(
Xx

s + w
(

Xx+rh
s − Xx

s

))
−∇F (Xx

s )
)

∆h
r Xx

t dw +∇F (Xx
s )
(

∆h
r Xx

t −Ysh
)]

ds
∣∣∣∣

6
∫ t

0

∫ 1

0

∥∥∥∇F
(

Xx
s + w

(
Xx+rh

s − Xx
s

))
−∇F (Xx

s )
∥∥∥ ∣∣∣∆h

r Xx
t

∣∣∣ dw ds +
∫ t

0
‖∇F (Xx

s )‖
∣∣∣∆h

r Xx
t −Ysh

∣∣∣ ds

Comme F est de classe C1, ∇F est localement bornée ; de plus,
∣∣∣∆h

r Xx
t

∣∣∣ 6 |h| (d’après la proposition 3.1.4).
Par convergence dominée, on a donc :

ε(r) :=
∫ t

0

∫ 1

0

∥∥∥∇F
(

Xx
s + w

(
Xx+rh

s − Xx
s

))
−∇F (Xx

s )
∥∥∥ ∣∣∣∆h

r Xx
t

∣∣∣ dw ds
p.s.−→
r→0

0.

Puis, par le lemme de Gronwall,∣∣∣∆h
r Xx

t −Yth
∣∣∣ 6 ε(r) exp

(∫ t

0
‖∇F (Xx

s )‖ ds
)

.

Enfin, par convergence dominée,

E

[
sup

t∈[0,T]

∣∣∣∆h
r Xx

t −Yth
∣∣∣p] 6 E

[
ε(r)p exp

(
p
∫ T

0
‖∇F (Xx

s )‖ ds
)]
−→
r→0

0.
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Dès lors, l’application x 7→ Xx est différentiable, et sa différentielle vérifie l’équation annoncée. Il reste à
montrer la continuité de x 7→ ∇Xx.
Soient x1, x2 ∈ Rd, soit h ∈ Rd, et soit t ∈ [0, T] ;

∣∣∇Xx1
t h−∇Xx2

t h
∣∣ 6 ∫ t

0

∣∣∇F
(
Xx1

s
)
∇Xx1

s h−∇F
(
Xx2

s
)
∇Xx2

s h
∣∣ ds

6
∫ t

0

∣∣∇F
(
Xx1

s
) (
∇Xx1

s h−∇Xx2
s h
)∣∣ ds +

∫ t

0

∣∣(∇F
(
Xx1

s
)
−∇F

(
Xx2

s
))
∇Xx2

s h
∣∣ ds︸ ︷︷ ︸

=ε(x1,x2)

Par un argument similaire au précédent, on montre que ε (x1, x2)
p.s.−→

x2→x1
0.

Par Gronwall, on en déduit alors :∣∣∇Xx1
t h−∇Xx2

t h
∣∣ 6 ε (x1, x2) exp

(∫ t

0

∥∥∇F
(
Xx1

s
)∥∥ ds

)
.

En fin de compte,

E

[
sup

t∈[0,T]

∣∣∇Xx1
t h−∇Xx2

t h
∣∣p] 6 E

[
ε (x1, x2)

p exp
(

p
∫ T

0

∥∥∇F
(
Xx1

s
)∥∥ ds

)]
−→

x2→x1
0.

Fixons n ∈N∗ ; dans la proposition qui vient, on considère l’équation (3.2.10) :

Yn
t =

∫ n

t∧n
(ψ (Xx

σ, Zn
σ)− αYn

σ ) dσ−
∫ n

t∧n
Zn

σ . dWσ,

dont on a déjà rappelé qu’elle possède une unique solution (Yn,x, Zn,x). Cela nous avait permis de
montrer dans le théorème 3.2.2 l’existence d’une solution à l’EDSR (3.2.9).

Proposition 3.3.3

Sous les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1, les applications x 7→ Yn,x et x 7→ Zn,x sont de classes
respectives C1 (Rd, L2

P
(
Ω, C0 ([0, n], R)

))
et C1 (Rd, L2

P
(
Ω, L2 ([0, n], Rl))).

Aussi, on a, pour tout h ∈ Rd :

∇Yn,x
t h =

∫ n

t∧n
[∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )∇Xx

σh +∇zψ (Xx
σ, Zn,x

σ )∇Zn,x
σ h− α∇Yn,x

σ h] dσ−
∫ n

t∧n
∇Zn,x

σ h . dWσ

(3.3.17)
De plus, on a, P-p.s.,

sup
t∈[0,n]

|∇Yn,x
t | 6

Kx

α
(3.3.18)

Démonstration :

Étape 1 : montrons que x 7→ Yn,x et x 7→ Zn,x sont différentiables.

Pour h ∈ Rd et r > 0, posons ∆h
r Yn,x

t =
Yn,x+rh

t −Yx
t

r
et ∆h

r Zn,x
t =

Zn,x+rh
t − Zx

t
r

.
On a alors la relation suivante :

∆h
r Yn,x

t =
∫ n

t∧n

ψ
(

Xx+rh
σ , Zn,x+rh

σ

)
− ψ (Xx

σ, Zn,x
σ )

r
− α∆h

r Yn,x
σ

 dσ−
∫ n

t∧n
∆h

r Zn,x
σ . dWσ.

On introduit la solution
(

Ŷ, Ẑ
)

de l’EDSR à horizon fini :

∀h ∈ Rd, Ŷth =
∫ n

t∧n

[
∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )∇Xx

σh +∇zψ (Xx
σ, Zn,x

σ ) Ẑσh− αŶσh
]

dσ−
∫ n

t∧n
Ẑσh . dWσ.
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On pose alors Yt = ∆r
hYn,x

t − Ŷth et Zt = ∆r
hZn,x

t − Ẑth.
Pour t 6 n, on a donc la relation :

Yt +
∫ n

t
Zσ . dWσ =

∫ n

t

ψ
(

Xx+rh
σ , Zn,x+rh

σ

)
− ψ (Xx

σ, Zn,x
σ )

r
−∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )∇Xx

σh−∇zψ (Xx
σ, Zn,x

σ ) Ẑσh− αYσ

 dσ.

On note fσ =
ψ
(

Xx+rh
σ , Zn,x+rh

σ

)
− ψ (Xx

σ, Zn,x
σ )

r
−∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )∇Xx

σh−∇zψ (Xx
σ, Zn,x

σ ) Ẑσh− αYσ.

On veut montrer que
(
Y, Z

)
−→
r→0

0, c’est-à-dire E

[
sup

t∈[0,n]

∣∣Yt
∣∣2]+ E

[∫ n

0

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
−→
r→0

0.

Voici notre plan d’attaque : on va se restreindre à des intervalles de type [n− δ, n], [n− 2δ, n− δ],
etc. et raisonner par récurrence ; comme l’intervalle [n− δ, n] est plus facile à traiter et que les autres
sont similaires, on va s’intéresser uniquement à l’intervalle [n− 2δ, n− δ].
Soit t ∈ [n− 2δ, n− δ], on écrit :

Yt +
∫ n−δ

t
Zσ . dWσ =

∫ n−δ

t
fσ dσ + Yn−δ.

Prenant l’espérance conditionnelle sachant Ft, il vient :

Yt = EFt

[∫ n−δ

t
fσ dσ

]
+ EFt

[
Yn−δ

]
.

Ainsi,

∣∣Yt
∣∣2 6 2EFt

[(∫ n−δ

t
| fσ| dσ

)2
]
+ 2EFt

[∣∣Yn−δ

∣∣2] 6 2EFt

[
(n− δ− t)

∫ n−δ

t
| fσ|2 dσ

]
+ 2EFt

[∣∣Yn−δ

∣∣2] .

Puis, passant au supremum :

E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2] 6 2δE

[∫ n−δ

n−2δ
| fσ|2 dσ

]
+ 2E

[∣∣Yn−δ

∣∣2] .

D’autre part, par les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy,

E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
6 c2E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣∣∣∫ t

n−2δ
Zs . dWs

∣∣∣∣2
]

6 3c2E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ 3c2E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣∣∣∫ t

n−2δ
fσ dσ

∣∣∣∣2
]
+ 3c2E

[∣∣Yn−δ

∣∣2]
6 6c2E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ 3c2δE

[∫ n−δ

n−2δ
| fσ|2 dσ

]
.

En définitive, on obtient la majoration suivante :

E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
6 (12c2 + 2)E

[∣∣Yn−δ

∣∣2]+(15c2 + 2) δE

[∫ n−δ

n−2δ
| fσ|2 dσ

]
.

Déjà, l’hypothèse de récurrence fournit E
[∣∣Yn−δ

∣∣2] −→
r→0

0.

23



On décompose fσ sous la forme f (1)σ + f (2)σ + f (3)σ , où :

f (1)σ =
ψ
(

Xx+rh
σ , Zn,x+rh

σ

)
− ψ

(
Xx

σ, Zn,x+rh
σ

)
r

−∇xψ (Xx
σ, Zn,x

σ )∇Xx
σh

=
∫ 1

0

[
∇xψ

(
Xx

σ + w
(

Xx+rh
σ − Xx

σ

)
, Zx+rh

σ

)
∆h

r Xx
σ −∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )∇Xx

σh
]

dw

=
∫ 1

0

[
∇xψ

(
Xx

σ + w
(

Xx+rh
σ − Xx

σ

)
, Zx+rh

σ

) (
∆h

r Xx
σ −∇Xx

σh
)

+
(
∇xψ

(
Xx

σ + w
(

Xx+rh
σ − Xx

σ

)
, Zx+rh

σ

)
−∇xψ (Xx

σ, Zn,x
σ )
)
∇Xx

σh
]

dw;

f (2)σ =
∫ 1

0

[
∇zψ

(
Xx

σ, Zn,x
σ + w

(
Zn,x+rh

σ − Zn,x
σ

))
−∇zψ (Xx

σ, Zn,x
σ )
]

Ẑσh dw;

f (3)σ =
∫ 1

0

[
∇zψ

(
Xx

σ, Zn,x
σ + w

(
Zn,x+rh

σ − Zn,x
σ

))
Zσ − αYσ

]
dw.

Comme ψ est de classe C1 et x 7→ Zn,x continue, par convergence dominée, on montre que :

E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (1)σ

∣∣∣2 dσ

]
−→
r→0

0, E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (2)σ

∣∣∣2 dσ

]
−→
r→0

0.

Enfin,

E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (3)σ

∣∣∣2 dσ

]
6 E

[∫ n−δ

n−2δ

∫ 1

0
2K2

z
∣∣Zσ

∣∣2 dw dσ +
∫ n−δ

n−2δ
2α2 ∣∣Yσ

∣∣2 dσ

]
6 2K2

zE

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zσ

∣∣2 dσ

]
+ 2α2δE

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2] .

On pose alors K = max
{

2K2
z , 2α2δ

}
.

On a montré que :

lim sup
r→0

(
E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

])

6 3δ (15c2 + 2)K lim sup
r→0

(
E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

])
.

Si δ <
1

3K (15c2 + 2)
, alors on a :

E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
−→
r→0

0.

On a bien montré que x 7→ Yn,x et x 7→ Zn,x sont différentiables.

Étape 2 : on va suivre la même démarche pour montrer la continuité de x 7→ ∇Yn,x et x 7→ ∇Zn,x.
On fixe x1, x2 ∈ Rd ; on note Yt = ∇Yn,x1

t h−∇Yn,x2
t h et Zt = ∇Zn,x1

t h−∇Zn,x2
t h.

On procède encore par récurrence, et on écrit, pour t ∈ [n− 2δ, n− δ] :

Yt +
∫ n−δ

t
Zσ . dWσ =

∫ n−δ

t
fσ dσ + Yn−δ,

où fσ = ∇xψ
(
Xx1

σ , Zn,x1
σ

)
∇Xx1

σ +∇zψ
(
Xx1

σ , Zn,x1
σ

)
∇Zn,x1

σ

−∇xψ
(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

)
∇Xx2

σ −∇zψ
(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

)
∇Zn,x2

σ − αYσ.

Comme auparavant,

E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
6 (12c2 + 2)E

[∣∣Yn−δ

∣∣2]+(15c2 + 2) δE

[∫ n−δ

n−2δ
| fσ|2 dσ

]
.
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On décompose alors fσ sous la forme de la somme des termes suivants :

f (1)σ =
[
∇xψ

(
Xx1

σ , Zn,x1
σ

)
−∇xψ

(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

)]
∇Xx1

σ h+
[
∇zψ

(
Xx1

σ , Zn,x1
σ

)
−∇zψ

(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

)]
∇Zn,x1

σ h;

f (2)σ = ∇xψ
(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

) (
∇Xx1

σ h−∇Xx2
σ h
)

;

f (3)σ = ∇zψ
(
Xx2

σ , Zn,x2
σ

)
Zσ − αYσ.

Comme dans la première étape, par convergence dominée,

E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (1)σ

∣∣∣2 dσ

]
−→

x2→x1
0, E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (2)σ

∣∣∣2 dσ

]
−→

x2→x1
0.

Aussi,

E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣∣ f (3)σ

∣∣∣2 dσ

]
6 K

(
E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zσ

∣∣2 dσ

]
+ E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]) .

Pour δ > 0 suffisamment petit, on obtient :

E

[
sup

t∈[n−2δ,n−δ]

∣∣Yt
∣∣2]+ E

[∫ n−δ

n−2δ

∣∣Zs
∣∣2 ds

]
−→

x2→x1
0.

Étape 3 : montrons la dernière majoration. On opère comme pour l’unicité dans le théorème 3.2.2.
Partant de l’équation (3.3.17), on a, pour t 6 n :

d (∇Yn,x
t h) = −∇xψ (Xx

t , Zn,x
t )∇Xx

t h dt+ α∇Yn,x
t h dt+∇Zn,x

t h . [dWt −∇zψ (Xx
t , Zn,x

t ) dt] (3.3.19)

Comme ∇zψ (Xx
t , Zn,x

t ) est borné par Kz, par Girsanov, W̃t = Wt −
∫ t

0 ∇zψ (Xx
s , Zn,x

s ) ds est un mou-
vement brownien sous une certaine loi P̃.
Notant L0 le temps local de∇Yn,x

t h en 0, en utilisant la formule de Tanaka, en intégrant et en prenant
l’espérance conditionnelle sachant Ft, on obtient :

0− e−αt ∣∣∇Yn,x
t h

∣∣ = −ẼFt

[∫ n

t
e−αs ∇Yn,x

s h∣∣∇Yn,x
s h

∣∣∇xψ (Xx
s , Zn,x

s )∇Xx
s h ds

]
+ ẼFt

[∫ n

t
e−αs dL0

s

]
.

Finalement,

e−αt ∣∣∇Yn,x
t h

∣∣ 6 ẼFt

[∫ n

t
e−αs

∣∣∣∣∣ ∇Yn,x
s h∣∣∇Yn,x
s h

∣∣
∣∣∣∣∣ |∇xψ (Xx

s , Zn,x
s )∇Xx

s h| ds

]
6 Kx|h|

e−αt − e−αn

α
.

Donc
∣∣∇Yn,x

t h
∣∣ 6 Kx|h|

1− e−α(n−t)

α
6

Kx

α
|h|.

Lemme 3.3.4

Sous les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1, pour tout α > 0, la fonction vα est de classe C1 (Rd, R
)
.

Démonstration :
En appliquant la formule d’Itô à l’équation (3.3.19), on obtient :

d
(

e−2αt ∣∣∇Yn,x
t h

∣∣2) = e−2αt
[
−2∇Yn,x

t h∇xψ (Xx
t , Zn,x

t )∇Xx
t h dt + 2∇Yn,x

t h∇Zn,x
t h . dW̃t +

∣∣∇Zn,x
t h

∣∣2 dt
]

.

Ainsi, en intégrant puis en prenant l’espérance selon la loi P̃ sous laquelle W̃ est un mouvement brow-
nien :

−
∣∣∇Yn,x

0 h
∣∣2 = Ẽ

[∫ ∞

0
−2e−2αt∇Yn,x

t h∇xψ (Xx
t , Zn,x

t )∇Xx
t h dt

]
+ Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt ∣∣∇Zn,x

t h
∣∣2 dt

]
.
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En conséquence, on obtient, en utilisant notamment la majoration (3.3.18) :

Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt ∣∣∇Zn,x

t h
∣∣2 dt

]
6 2Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt∇Yn,x

t h∇xψ (Xx
t , Zn,x

t )∇Xx
t h dt

]
6 2Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt ∣∣∇Yn,x

t h
∣∣ ∣∣∇xψ (Xx

t , Zn,x
t )∇Xx

t h
∣∣ dt

]
6 2Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt Kx

α
|h|Kx|h|dt

]
6

2K2
x

α
|h|2

Toujours en utilisant la majoration (3.3.18), il vient :

Ẽ

[∫ ∞

0
e−2αt

(∣∣∇Yn,x
t h

∣∣2 + ∣∣∇Zn,x
t h

∣∣2) dt
]
6
(

K2
x

α2 +
2K2

x
α

)
|h|2.

On définit l’espace de HilbertM2,−2α des couples (y, z) de processus (Ft)-adaptés tels que :

|(y, z)|2M2,−2α := E

[∫ ∞

0
e−2αt

(
|yt|2 + |zt|2

)
dt
]
< ∞.

Étant bornée dans cet espace, la suite (∇Yn,x,∇Zn,x)n∈N converge faiblement (quitte à extraire) ; on note(
U1(x, h), V1(x, h)

)
sa limite dansM2,−2α. Toujours en extrayant éventuellement une sous-suite, on peut

dire que ∇Yn,x
0 h −→

n→∞
ξ(x, h).

On définit alors :

U2(x, h) = ξ(x, h)−
∫ t

0

[
∇xψ (Xx

s , Zx,α
s )∇Xx

s h +∇zψ (Xx
s , Zx,α

s )V1
s (x, h)− αU1

s (x, h)
]

ds+
∫ t

0
V1

s (x, h) . dWs.

Aussi, on a :

∇Yn,x
t h = ∇Yn,x

0 h−
∫ t

0
[∇xψ (Xx

s , Zn,x
s )∇Xx

s h +∇zψ (Xx
s , Zn,x

s )∇Zn,x
s h− α∇Yn,x

s h] ds +
∫ t

0
∇Zn,x

s h . dWs.

D’après la démonstration du théorème 3.2.2, on a (Yn,x, Zn,x) −→
n→∞

(Yx,α, Zx,α) en mesure P⊗dt ; aussi, on

a vu que (∇Yn,xh,∇Zn,xh) ⇀
n→∞

(
U1(x, h), V1(x, h)

)
faiblement dansM2,−2α. Ainsi, ∇Yn,xh ⇀

n→∞
U2(x, h)

faiblement dans L2
P ([0, T], R) pour tout T > 0.

En conséquence, U1
t (x, h) = U2

t (x, h) P-p.s. et pour presque tout t ∈ R+.

Mais
∣∣∣U1

t (x, h)
∣∣∣ 6

Kx

α
|h| P-p.s. et pour presque tout t ∈ R+, et t 7→ U2

t (x, h) est continue, donc∣∣∣U2
t (x, h)

∣∣∣ 6 Kx

α
|h| P-p.s. et pour tout t ∈ R+.

Aussi,
(
U2
•(x, h), V1

• (x, h)
)

est solution de :

Ut(x, h) = U0(x, h)−
∫ t

0
[∇xψ (Xx

s , Zx,α
s )∇Xx

s h +∇zψ (Xx
s , Zx,α

s )Vs(x, h)− αUs(x, h)] ds+
∫ t

0
Vs(x, h) . dWs.

Mais, d’après le théorème 3.2.2, cette équation admet une unique solution telle que U soit bornée car ∇xψ
et ∇zψ sont bornées.
En particulier, U2

0(x, h) = ξ(x, h).
Dès lors, une double utilisation du théorème de convergence dominée nous permet de montrer que :

Yx+rh,α
0 −Yx,α

0
r

=
1
r

lim
n→∞

(
Yn,x+rh

0 −Yn,x
0

)
=

1
r

lim
n→∞

∫ 1

0
∇Yn,x+wrh

0 rh dw

= lim
n→∞

∫ 1

0
∇Yn,x+wrh

0 h dw =
∫ 1

0
lim

n→∞
∇Yn,x+wrh

0 h dw =
∫ 1

0
ξ(x + wrh, h)dw −→

r→0
ξ(x, h)

L’application étant bornée et linéaire en h, on en conclut la différentiabilité de vα : x 7→ Yx,α
0 . Il reste à

montrer la continuité de sa différentielle vis-à-vis de x.
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Pour cela, on considère une suite (xm) qui converge vers x ∈ Rd. Notant (∇Yn,xh,∇Zn,xh) l’unique
solution de l’EDSR (3.3.17), on a, pour tout n ∈N :∣∣∇Yx,α

0 h−∇Yxm ,α
0 h

∣∣ 6 ∣∣∇Yx,α
0 h−∇Yn,x

0 h
∣∣+ ∣∣∇Yn,x

0 h−∇Yn,xm
0 h

∣∣+ ∣∣∇Yn,xm
0 h−∇Yxm ,α

0 h
∣∣

6 e−αn Kx

α
|h|+

∣∣∇Yn,x
0 h−∇Yn,xm

0 h
∣∣+ e−αn Kx

α
|h|,

la majoration de
∣∣∇Yx,α

0 h−∇Yn,x
0 h

∣∣ s’obtenant en adaptant le calcul de la vitesse de convergence (3.2.11)
avec la borne fournie en (3.3.18).
Par la proposition 3.3.3, on a :

∣∣∇Yn,x
0 h−∇Yn,xm

0 h
∣∣ −→

m→∞
0.

Ainsi, pour tout n ∈N, on a : lim sup
m→∞

∣∣∇Yx,α
0 h−∇Yxm ,α

0 h
∣∣ 6 2e−αn Kx

α
|h| −→

n→∞
0.

Théorème 3.3.5

Sous les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1, pour tout α > 0, les fonctions x 7→ Yx,α et x 7→ Zx,α sont
respectivement de classe C1 (Rd, L2

P
(
Ω, C0 ([0, T], R)

))
et C1 (Rd, L2

P
(
Ω, L2 ([0, T], Rl))), pour tout

T > 0.
Leurs différentielles vérifient, pour tout h ∈ Rd :

d∇Yx,α
t h = − [∇xψ (Xx

t , Zx,α
t )∇Xx

t h +∇zψ (Xx
t , Zx,α

t )∇Zx,α
t h− α∇Yx,α

t h] dt +∇Zx,α
t h . dWt.

(3.3.20)

Démonstration :
Le théorème 3.3.2 et le lemme 3.3.4 nous permettent de montrer que x 7→ Yx,α a la régularité voulue.
Pour x 7→ Zx,α, on va utiliser les estimations a priori fournies par la proposition 2.1 de [EPQ97].
À l’aide d’une formule de Taylor, on montre que :

d
(

∆h
r Yx,α

t

)
= −

[(∫ 1

0
∇xψ

(
Xx

t + w
(

Xx+rh
t − Xx

t

)
, Zx+rh,α

t

)
dw
)

∆h
r Xx

t

+

(∫ 1

0
∇zψ

(
Xx

t , Zx,α
t + w

(
Zx+rh,α

t − Zx,α
t

))
dw
)

∆h
r Zx,α

t − α∆h
r Yx,α

t

]
dt + ∆h

r Zx,α
t . dWt,

où on continue à noter, pour r > 0 et h ∈ Rd, ∆h
r Xx

t =
Xx+rh

t − Xx
t

r
, etc.

Aussi, on considère l’EDSR d’horizon fini T > 0, dont les inconnues sont U et V :

dUt = − [∇xψ (Xx
t , Zx,α

t )∇Xx
t h +∇zψ (Xx

t , Zx,α
t )Vt − αUt] dt + Vt . dWt. (3.3.21)

Le résultat cité en début de démonstration nous fournit alors la majoration suivante, où C = max {α, Kz}
et β = C2 + 3C + 1 :

E

[∫ T

0
eβt
∣∣∣∆h

r Zx,α
t −Vt

∣∣∣2 dt
]
6 (C+ 1)

{
eβTE

[∣∣∣∆h
r Yx,α

T −UT

∣∣∣2]+ E

[∫ T

0
eβt | f1 (t, Ut, Vt)− f2 (t, Ut, Vt)|2 dt

]}
,

où

f1 (t, Ut, Vt) = −
(∫ 1

0
∇xψ

(
Xx

t + w
(

Xx+rh
t − Xx

t

)
, Zx+rh,α

t

)
dw
)

∆h
r Xx

t

−
(∫ 1

0
∇zψ

(
Xx

t , Zx,α
t + w

(
Zx+rh,α

t − Zx,α
t

))
dw
)

Vt + αUt,

f2 (t, Ut, Vt) = −∇xψ (Xx
t , Zx,α

t )∇Xx
t h−∇zψ (Xx

t , Zx,α
t )Vt + αUt.

Par unicité des solutions de (3.3.21), et comme ∇Yx,α est bornée par
Kx

α
, on a Ut = ∇Yx,α

t h ; le caractère

C1 de x 7→ Yx,α assure alors en particulier que E

[∣∣∣∆h
r Yx,α

T −UT

∣∣∣2] −→
r→0

0.

Par ailleurs, une utilisation répétée du théorème de convergence dominée (comme par exemple à la fin du
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lemme 3.3.4) nous permet de montrer que E

[∫ T

0
eβt | f1 (t, Ut, Vt)− f2 (t, Ut, Vt)|2 dt

]
−→
r→0

0 également.

On en déduit la différentiabilité de x 7→ Zx,α car :

E

[∫ T

0

∣∣∣∆h
r Zx,α

t −Vt

∣∣∣2 dt
]
6 E

[∫ T

0
eβt
∣∣∣∆h

r Zx,α
t −Vt

∣∣∣2 dt
]
−→
r→0

0.

On opère similairement pour montrer que x 7→ ∇Zx,α est continue, en considérant un estimation a priori
de la distance entre les solutions des EDSR à horizon fini T > 0 :

d∇Yx1,α
t h = −

[
∇xψ

(
Xx1

t , Zx1,α
t
)
∇Xx1

t h +∇zψ
(
Xx1

t , Zx1,α
t
)
∇Zx1,α

t h− α∇Yx1,α
t h

]
dt +∇Zx1,α

t h . dWt,

d∇Yx2,α
t h = −

[
∇xψ

(
Xx2

t , Zx2,α
t
)
∇Xx2

t h +∇zψ
(
Xx2

t , Zx2,α
t
)
∇Zx2,α

t h− α∇Yx2,α
t h

]
dt +∇Zx2,α

t h . dWt.

3.3.2 Différentiabilité des solutions de l’EDSRE (3.2.8)

Théorème 3.3.6

On suppose vérifiées les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1.
Alors, la fonction v définie en (3.2.15) est de classe C1 (Rd, R

)
.

Démonstration :
Les résultats précédents nous ont permis d’obtenir la différentiabilité des applications x 7→ Xx, x 7→ Yx,α,
x 7→ Zx,α et vα. On a montré qu’on avait l’équation (3.3.20), pour tout h ∈ Rd et pour tout t > 0 :

d∇Yx,α
t h = − [∇xψ (Xx

t , Zx,α
t )∇Xx

t h +∇zψ (Xx
t , Zx,α

t )∇Zx,α
t h− α∇Yx,α

t h] dt +∇Zx,α
t h . dWt.

On va d’abord affiner la majoration
∣∣∇Yx,α

t
∣∣ 6 Kx

α
; on définit deux processus par :

Ux,α
t = eηt∇Yx,α

t h et Vx,α
t = eηt∇Zx,α

t h.

Par Girsanov, comme ∇zψ est bornée par Kz, il existe un processus W̃ qui soit un mouvement brownien
sous une loi P̃ tel qu’on ait l’équation suivante :

d
(

e−(α+η)tUx,α
t

)
= e−αt∇xψ (Xx

t , Zx,α
t )∇Xx

t h dt− e−(α+η)tVx,α
t . dW̃t.

En intégrant, puis en prenant l’espérance conditionnelle sachant Ft, on en déduit :

ẼFt
[
e−(α+η)TUx,α

T

]
− e−(α+η)tUx,α

t = ẼFt

[∫ T

t
e−αs∇xψ (Xx

s , Zx,α
s )∇Xx

s h ds
]

.

Ceci se réécrit alors sous la forme :∣∣Ux,α
t
∣∣ 6 e−(α+η)(T−t)ẼFt

[∣∣Ux,α
T

∣∣]+ e(α+η)tẼ

[∫ T

t
e−αsKxe−ηs|h|ds

]
6 e−(α+η)(T−t)eηT Kx

α
|h|+ e(α+η)tKx|h|

e−(α+η)t − e−(α+η)T

α + η
.

Faisant alors tendre T → +∞, il vient : ∣∣Ux,α
t
∣∣ 6 0 + Kx|h|

1
α + η

.

On en déduit donc les majorations, P-p.s., et pour tout t > 0 :∣∣Ux,α
t
∣∣ 6 Kx|h|

α + η
et

∣∣∇Yx,α
t h

∣∣ 6 e−ηt Kx|h|
α + η

. (3.3.22)

Désormais, on introduit l’équation limite, d’inconnue (Ux, Vx) :

−dUx
t =

[
eηt∇xψ

(
Xx

t , Zx
t

)
∇Xx

t h +∇zψ
(

Xx
t , Zx

t

)
Vx

t − ηUx
t

]
dt−Vx

t . dWt.
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Elle possède une unique solution telle que Ux soit bornée et Vx ∈ L2
P ,loc

(
Ω, L2

(
0, ∞; Rl

))
. On rappelle

également que, pour une certaine suite (αn), on a vαn(x) = Yx,αn
0 − Y0,αn

0 −→
n→∞

Yx
0 . Notre objectif est

maintenant de montrer que ∇vαn(x) = Ux,αn
0 −→

n→∞
Ux

0 .

On introduit les EDSR à horizon fini, pour t ∈ [0, N] :{
−dUx,αn ,N

t =
[
eηt∇xψ

(
Xx

t , Zx,αn
t
)
∇Xx

t h +∇zψ
(
Xx

t , Zx,αn
t
)

Vx,αn ,N
t − (αn + η)Ux,αn ,N

t

]
dt−Vx,αn ,N

t . dWt

Ux,αn ,N
N = 0{

−dUx,N
t =

[
eηt∇xψ

(
Xx

t , Zx
t

)
∇Xx

t h +∇zψ
(

Xx
t , Zx

t

)
Vx,N

t − ηUx,N
t

]
dt−Vx,N

t . dWt

Ux,N
N = 0

Comme on l’a vu dans la démonstration du théorème 3.2.5, on a : E

[∫ N

0

∣∣∣Zx,αn
t − Zx

t

∣∣∣2 dt
]
−→
n→∞

0. Par

une estimation a priori, on montre alors que pour tout N ∈ N∗, Ux,αn ,N
0 −→

n→∞
Ux,N

0 (voir par exemple la
démonstration du théorème 3.3.5).
Aussi, en intégrant entre 0 et N les équations vérifiées par Ux,αn ,N

t −Ux,αn
t et par Ux,N

t −Ux
t , en prenant

l’espérance sous une bonne loi, et en utilisant la majoration (3.3.22), on montre que :∣∣∣Ux,αn ,N
0 −Ux,αn

0

∣∣∣ 6 e−ηN Kx|h|
η

et
∣∣∣Ux,N

0 −Ux
0

∣∣∣ 6 e−ηN Kx|h|
η

.

On en déduit alors, par inégalité triangulaire, que pour tout N ∈N∗ :

∣∣Ux,αn
0 −Ux

0
∣∣ 6 2e−ηN Kx|h|

η
+
∣∣∣Ux,αn ,N

0 −Ux,N
0

∣∣∣ .

Ainsi, lim sup
n→∞

∣∣Ux,αn
0 −Ux

0
∣∣ 6 2e−ηN Kx|h|

η
−→

N→∞
0, donc Ux,αn

0 −→
n→∞

Ux
0 .

On a donc montré la différentiabilité de v. Pour montrer que ∇v est continu, on opère comme à la fin de
la démonstration du lemme 3.3.4.

Le théorème suivant va nous permettre d’exprimer le processus Zx comme une fonction du proces-
sus Xx.
Théorème 3.3.7

Toujours sous les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1, on a, pour presque tout t > 0,

Zx
t = ∇v (Xx

t ) G P-p.s.

Démonstration :
On renvoie au théorème 3.17 de [Mas08].

Remarque 3.3.8. On a vu que v est une fonction globalement lipschitzienne, de constante de Lipschitz
Kx

η
. Ainsi,

le théorème précédent, indique que, sous de bonnes hypothèses sur F et ψ, on a, pour presque tout t ∈ R+,∣∣∣Zx
t

∣∣∣ 6 Kx

η
|G|L(Rl ,Rd) P-p.s. Ainsi, dans le théorème 3.2.5, il est possible d’imposer à la fonction ζ d’être bornée

par
Kx

η
|G|L(Rl ,Rd).

Remarque 3.3.9. Supposons que ψ soit seulement lipschitzienne (et non pas de classe C1). Comme dans une
remarque précédente, on peut considérer une suite d’applications ψn ∈ C1

(
Rd ×Rl , R

)
telle que pour presque

tous x, x′ ∈ Rd, z, z′ ∈ Rl et pour tout n ∈N :∣∣ψn(x, z)− ψn(x′, z′)
∣∣ 6 Kx|x− x′|+ Kz|z− z′|, ψn(x, z) −→

n→∞
ψ(x, z).
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Si on note
(

Yx,n, Zx,n, λn

)
la solution de l’EDSRE (3.2.8) avec ψ remplacée par ψn, alors

∣∣∣Zx,n
t

∣∣∣ 6 Kx

η
|G|L(Rl ,Rd).

On peut alors montrer que

E

[∫ T

0

∣∣∣Zx,n
t − Zx

t

∣∣∣2 dt
]
−→
n→∞

0.

Zx est ainsi borné, même si ψ n’est pas de classe C1.

Définition 3.3.10 (Semi-groupe de Kolmogorov)

Pour tout t > 0, pour tout x ∈ Rd, et pour toute fonction mesurable bornée φ : Rd → R, on pose :

Pt[φ](x) = E [φ (Xx
t )] .

(Pt)t>0 est appelé semi-groupe de Kolmogorov associé à X.

Définition 3.3.11 (Semi-groupe fortement Feller)

Le semi-groupe (Pt)t>0 est dit fortement Feller, si pour tout t > 0, il existe kt > 0 tel que pour toute
fonction mesurable bornée φ : Rd → R, on ait :

∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣Pt[φ](x)− Pt[φ](x′)

∣∣ 6 kt‖φ‖∞
∣∣x− x′

∣∣ .

Lemme 3.3.12

On suppose que l’hypothèse 3.1.1 est vérifiée.
On note µ l’unique mesure invariante de X (voir le théorème 3.1.8).
Si le semi-groupe de Kolmogorov (Pt)t>0 est fortement Feller, alors, il existe c > 0 tel que, pour
toute fonction mesurable bornée φ : Rd → R et pour tout t > 0,∣∣∣∣Pt[φ](x)−

∫
Rd

φ dµ

∣∣∣∣ 6 ce−
ηt
4 (1 + |x|)‖φ‖∞.

Démonstration :

→ Si t 6 2, alors
∣∣∣∣Pt[φ](x)−

∫
Rd

φ dµ

∣∣∣∣ 6 2‖φ‖∞ 6 2e
η
2 e−

ηt
4 ‖φ‖∞.

→ Désormais t > 2.
Comme XXx

u
t et Xx

t+u ont même loi, on a :

Pt−1 [P1[φ]] (x) = E
[
P1[φ]

(
Xx

t−1
)]

= E
[
E
[
φ
(

XXx
1

t−1

)]]
= E [φ (Xx

t )] = Pt[φ](x).

Aussi, par invariance de µ, on a : ∫
Rd

φ dµ =
∫

Rd
P1[φ]dµ.

Utilisant le théorème 3.1.8, on obtient :∣∣∣∣Pt[φ](x)−
∫

Rd
φ dµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Pt−1 [P1[φ]] (x)−
∫

Rd
P1[φ]dµ

∣∣∣∣ 6 c(1 + |x|)e−
η(t−1)

2 ‖P1[φ]‖lip

6 ce−
ηt
4 (1 + |x|)‖φ‖∞.

30



Corollaire 3.3.13

On se place sous les hypothèses 3.1.1 et 3.2.1. De plus, on suppose que F est de classe C1 et que ψ
est bornée sur tous les ensembles de la forme Rd × B, où B parcourt l’ensemble des boules de Rl .
On suppose que (Pt) est fortement Feller.
Alors on a :

λ =
∫

Rd
ψ
(
x, ζ(x)

)
µ(dx),

où µ désigne l’unique mesure invariante de X.

Démonstration :
On remarque que la fonction ψ : x 7→ ψ

(
x, ζ(x)

)
est bornée.

Rappelons que

Yx
0 = Yx

T +
∫ T

0

{
ψ
(

Xx
t , Zx

t

)
− λ

}
dt−

∫ T

0
Zx

t . dWt.

Ainsi, en opérant de la même manière qu’à la fin de la démonstration du théorème 3.2.7, on montre que :

1
T

E

[∫ T

0

{
ψ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)
−
∫

Rd
ψ dµ

}
dt
]
+

(∫
Rd

ψ dµ− λ

)
=

E
[
Yx

0 −Yx
T

]
T

−→
T→∞

0.

Enfin, par le lemme précédent,

1
T

E

[∫ T

0

{
ψ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)
−
∫

Rd
ψ dµ

}
dt
]
=

1
T

E

[∫ T

0

{
ψ (Xx

t )−
∫

Rd
ψ dµ

}
dt
]

6
1
T

∫ T

0
ce−

ηt
4 (1 + |x|)

∥∥ψ
∥∥

∞ dt

6
c(1 + |x|)

∥∥ψ
∥∥

∞

(
1− e−

ηT
4

)
T 4

η

−→
T→∞

0.

D’où le résultat annoncé.
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3.4 Équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique

On suppose dans cette section que v : x 7→ Yx
0 est de classe C1. Notre objectif va être de montrer que

le couple
(
v, λ
)

est une solution mild de l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman “ergodique” :

Lv(x) + ψ (x,∇v(x)G) = λ, x ∈ Rd, (3.4.23)

où L est l’opérateur défini formellement de la façon suivante :

L f (x) =
1
2

tr
(
GG∗∇2 f (x)

)
+ 〈F(x),∇ f (x)〉 .

Pourquoi s’intéresse-t-on à cette équation ? En fait, elle dérive de l’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman

∂tu(t, x) = Lu(t, x) + ψ (x,∇xu(t, x)σ(x)) ,

qui est reliée à l’équation KPZ déterministe (voir à ce sujet l’introduction de [CPX15]), qui apparaît dans
la modélisation de certains phénomènes physiques. Dans la dernière section, on va voir que, sous des
hypothèses différentes, la fonction u présente dans cette équation est équivalente (quand le temps t tend
vers l’infini) à une fonction de x (appelons-la v) à laquelle on ajoute λt. Ici, faisons la conjoncture que
l’approximation u(t, x) ' v(x) + λt soit légitime. Alors, en remplaçant u(t, x) par v(x) + λt, l’équation
précédente se transforme en (3.4.23). Sous cette conjecture, on souhaite connaître v et λ pour avoir une
idée de ce que peut être u.

Définition 3.4.1 (Générateur infinitésimal)

Soit X : R+ ×Ω → Rd une diffusion d’Itô satisfaisant l’EDS dXt = b (Xt) dt + σ (Xt) dBt, où B est
un mouvement brownien l-dimensionnel, b : Rd → Rd et σ : Rd → L

(
Rl , Rd).

Pour tout x ∈ Rd, on note Px la loi de X quand on impose X0 = x.
Le générateur infinitésimal de X est l’opérateur A défini par :

A f (x) = lim
t↘0

Ex [ f (Xt)]− f (x)
t

.

On remarque alors que L est le générateur infinitésimal associé à l’EDS (3.1.1). Aussi, on peut
étendre la définition de semi-groupe de Kolmogorov aux fonctions φ à croissance polynomiale (d’après
la proposition 3.1.5).

Définition 3.4.2

On dit d’un couple (v, λ), où v : Rd → R et λ ∈ R, qu’il est solution mild de l’équation (3.4.23) si :
– v ∈ C1 (Rd, R

)
;

– ∃C > 0, ∃k ∈N, ∀x, h ∈ Rd, |∇v(x)h| 6 C|h|
(
1 + |x|k

)
;

– ∀0 6 t 6 T < ∞, ∀x ∈ Rd, v(x) = PT−t[v](x) +
∫ T

t
(Ps−t [ψ(•,∇v(•)G)] (x)− λ) ds.

Remarque 3.4.3. On a : Pt [ψ (•,∇v(•)G)] (x) = E [ψ (Xx
t ,∇v (Xx

t ) G)].
Remarque 3.4.4. Voici une intuition qui aide à comprendre la construction de la définition de solution mild.
Comme L est le générateur de l’EDS (3.1.1), on peut faire l’approximation suivante quand t est proche de T :

v(x) ' E
[
v
(
Xx

T−t
)]
− (T − t)Lv(x)

' E
[
v
(
Xx

T−t
)]
− (T − t) (λ− ψ (x,∇v(x)σ(x)))

' E
[
v
(
Xx

T−t
)]

+
∫ T

t
ψ (x,∇v(x)σ(x)) ds− λ(T − t)

' E
[
v
(
Xx

T−t
)]

+
∫ T

t
E [ψ (Xx

s−t,∇v (Xx
s−t) σ (Xx

s−t))] ds− λ(T − t),

la dernière approximation provenant d’un argument de continuité stochastique.
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Théorème 3.4.5

On suppose vérifiées les hypothèses 3.1.1, 3.2.1 et 3.3.1.
Dans ce cas, le couple

(
v, λ
)

est solution de l’équation HJB (3.4.23).
Réciproquement, si (v, λ) est solution de (3.4.23), alors, en posant Yx

t = v (Xx
t ) et Zx

t = ∇v (Xx
t ) G,

le triplet (Yx, Zx, λ) est solution de l’EDSRE (3.2.8).

Démonstration :
1. Montrons que le couple

(
v, λ
)

est une solution mild de l’équation (3.4.23). D’après le théorème 3.3.6,

on sait que v ∈ C1
(

Rd, R
)

. Aussi, le paragraphe précédent le théorème 3.2.5 nous indique que v est
Kx

η
-lipschitzienne. Dès lors, on a la majoration : ∀x ∈ Rd, ∀h ∈ Rd, |∇v(x)h| 6 Kx

η
|x||h|.

Il reste alors à montrer la dernière égalité de la définition d’une solution mild :∫ T

t

{
Ps−t [ψ (•,∇v (•) G)] (x)− λ

}
ds =

∫ T

t

{
E [ψ (Xx

s−t,∇v (Xx
s−t) G)]− λ

}
ds

=
3.3.7

∫ T

t

{
E
[
ψ
(

Xx
s−t, Zx

s−t

)]
− λ

}
ds

= E

[∫ T−t

0

{
ψ
(

Xx
u, Zx

u

)
− λ

}
du
]

= E

[
Yx

0 −Yx
T−t +

∫ T−t

0
Zx

s . dWs

]
= Yx

0 −E
[
Yx

T−t

]
= v(x)− PT−t[v](x).

2. Réciproquement, soit (v, λ) une solution mild de l’équation (3.4.23).
On pose Yx

t = v (Xx
t ) et Zx

t = ∇v (Xx
t ) G ; on veut montrer que (Yx, Zx, λ) est une solution de

l’EDSRE (3.2.8).
On a : ∀0 6 t 6 T < ∞, ∀x ∈ Rd,

Yx
0 = v(x) = PT−t[v](x) +

∫ T

t
{Ps−t [ψ (•,∇v(•)G)] (x)− λ} ds

= E
[
Yx

T−t
]
+ E

[∫ T

t
{ψ (Xx

s−t, Zx
s−t)− λ} ds

]
.

Ainsi, pour tout t > 0, on a : E

[
Yx

t −Yx
0 +

∫ t

0
{ψ (Xx

s , Zx
s )− λ} ds

]
= 0.

Par le théorème de représentation des martingales, on en déduit l’existence d’un processus prédic-
tible Z̃ de carré intégrable tel que :

Yx
t −Yx

0 +
∫ t

0
{ψ (Xx

s , Zx
s )− λ} ds =

∫ t

0
Z̃s . dWs.

Yx est donc une semi-martingale, dont la partie martingale est
∫ •

0
Z̃s . dWs.

Supposons l’espace d’un instant que v soit de classe C2. La formule d’Itô permet alors de dire que la

partie martingale de v (Xx
•) est

∫ •
0
∇v (Xx

s ) G . dWs et l’unicité de la décomposition de Doob permet

d’en déduire que :
∫ •

0
Z̃s . dWs =

∫ •
0
∇v (Xx

s ) G . dWs.

Mais v n’est pas forcément de classe C2. Dans ce cas, on fixe j : R→ R une application C∞ à support

compact K, et on pose ϕn(x) =
∫

K
v
(

x1 +
y
n

, . . . , xd +
y
n

)
j
( y

n

)
dy. On peut appliquer la formule

d’Itô à ϕn et une utilisation répétée du théorème de convergence dominée permet de montrer que

la partie martingale de la semi-martingale v (Xx
•) est toujours

∫ •
0
∇v (Xx

s ) G . dWs.

Ainsi :

Yx
t −Yx

0 +
∫ t

0
{ψ (Xx

s , Zx
s )− λ} ds =

∫ t

0
Zx

s . dWs.

On montre ainsi que le triplet (Yx, Zx, λ) est bien solution de l’EDSRE.
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3.5 Contrôle ergodique optimal

Dans toute cette section, on suppose vérifiée l’hypothèse 3.1.1. Cela implique que l’EDS (3.1.1)
admet une unique solution issue de x ∈ Rd ; on la note toujours Xx. On appelle contrôle tout processus
progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) et à valeurs dans Rk, où k > 0.

Soit R : Rk → Rl et L : Rd ×Rk → R deux fonctions mesurables ; on suppose qu’il existe une
constante c > 0 telle que pour tout u ∈ Rk et pour tous x, x′ ∈ Rd, on ait :

|R(u)| 6 c, |L(x, u)| 6 c et |L(x, u)− L(x′, u)| 6 c|x− x′|.

Pour tout contrôle u et pour tout T > 0, on pose ρu
T = exp

(∫ T

0
R (us) . dWs −

1
2

∫ T

0
|R (us)|2 ds

)
,

et la probabilité associée sur FT : Pu
T = ρu

TP. Le théorème de Girsanov (on rappelle que la fonction R

est supposée bornée) nous dit alors que le processus Wu
t = Wt −

∫ t

0
R (us) ds est un Rl-mouvement

brownien sur [0, T] sous la probabilité Pu
T. On définit le coût ergodique associée au contrôle u et à la

condition initiale x ∈ Rd par la formule :

J(x, u) = lim sup
T→∞

1
T

Eu
T

[∫ T

0
L (Xx

s , us) ds
]

.

Notre objectif va être de minimiser le coût sur l’ensemble des contrôles.
On note ψ le Hamiltonien défini pour tout x ∈ Rd et pour tout z ∈ Rl par :

ψ(x, z) = inf
u∈Rk
{L(x, u) + z . R(u)} . (3.5.24)

On montre assez facilement que pour tout u ∈ Rk, l’application (x, z) 7→ L(x, u) + z . R(u) est c-
lipschitzienne par rapport à x et z ; dès lors, la fonction ψ est elle-même c-lipschitzienne par rapport à
x et z, en tant qu’infimum de fonctions lipschitziennes ayant une constante de Lipschitz commune.

L’hypothèse 3.2.1 est ainsi vérifiée et le théorème 3.2.5 nous indique l’EDSRE (3.2.8) admet une
solution sous la forme

(
v (Xx

t ) , ζ (Xx
t ) , λ

)
.

On peut montrer (voir à ce sujet le théorème 4 de [MW67]) que si, pour tout (x, z) l’infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction γ : Rd ×Rl → Rk, qui soit mesurable et
telle que ψ(x, z) = L(x, γ(x, z)) + z . R(γ(x, z)).

Théorème 3.5.1

On se place sous l’hypothèse 3.1.1.
En outre, on suppose que le triplet (Y, Z, λ) est solution de l’EDSRE (3.2.8) pour un certain x ∈ Rd ;
où Y est un processus continu progressivement mesurable, Z ∈ L2

P ,loc

(
Ω; L2 (0, ∞; Rl)) et λ ∈ R.

Enfin, on suppose qu’il existe une constante cx > 0, dépendant éventuellement de x, telle que P-p.s.,

∀t > 0, |Yt| 6 cx (1 + |Xx
t |) .

Alors :

(i) pour tout contrôle u, on a J(x, u) > λ = λ ;

(ii) si L (Xx
t , ut) + Zt . R (ut) = ψ (Xx

t , Zt) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors J(x, u) = λ = λ ;

(iii) si l’infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors le contrôle ut = γ (Xx
t , Zt) vérifie J (x, u) = λ.

En particulier, pour la solution
(
v (Xx

t ) , ζ (Xx
t ) , λ

)
mentionnée ci-dessus, cela signifie que :

(iv) pour tout contrôle u, on a J(x, u) > λ ;

(v) si L (Xx
t , ut) + ζ (Xx

t ) . R (ut) = ψ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)

P-p.s. et pour p.t. t > 0, alors J(x, u) = λ ;

(vi) si l’infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors ut = γ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)

vérifie J (x, u) = λ.
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Démonstration :
Comme

(
Y, Z, λ

)
est solution de l’EDSRE (3.2.8) :

−dYt =
{

ψ (Xx
t , Zt)− λ

}
dt− Zt . dWt =

{
ψ (Xx

t , Zt)− λ
}

dt− Zt . dWu
t − Zt . R (ut)dt.

En intégrant et en prenant l’espérance sous la loi Pu
T , on obtient :

Eu
T [Y0 −YT ] = Eu

T

[∫ T

0
ψ (Xx

t , Zt)dt
]
−Eu

T

[∫ T

0
Zt . R (ut)dt

]
− Tλ.

En isolant λ, on en déduit :

λ =
1
T

Eu
T [YT −Y0] +

1
T

Eu
T

[∫ T

0
{ψ (Xx

t , Zt)− Zt . R (ut)− L (Xx
t , ut)}dt

]
+

1
T

Eu
T

[∫ T

0
L (Xx

t , ut)dt
]

(3.5.25)

6
1
T

Eu
T [YT −Y0] +

1
T

Eu
T

[∫ T

0
L (Xx

t , ut)dt
]

, (3.5.26)

par définition de ψ comme infimum.
Mais |Eu

T [YT ]| 6 Eu
T [|YT |] 6 cx (1 + Eu

T [|Xx
t |]) 6 c′x(1 + |x|). Ainsi :

1
T

Eu
T [Y0 −YT ] −→

T→∞
0.

D’où

λ 6 lim sup
T→∞

Eu
T

[∫ T

0
L (Xx

t , ut)dt
]
= J(x, u).

Si L (Xx
t , ut) + Zt . R (ut) = ψ (Xx

t , Zt) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors l’inégalité (3.5.26) devient
une égalité et donc on obtient bien λ = J(x, u).
Enfin, si l’infimum existe toujours, le contrôle u réalise l’égalité mentionnée en (ii).
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4 Étude sous des hypothèses plus faibles de stricte monotonie
Dans cette section, on abandonne notamment l’hypothèse de continuité de F qu’on remplace par

A + Γ, où A est une matrice “strictement monotone” et Γ une application bornée mesurable. Dans
l’introduction de l’EDSR, le principal changement réside dans le fait qu’on ne supposera plus ψ lip-
schitzienne en la première variable, alors que cette hypothèse nous a été utile à plusieurs reprises dans
la section précédente : étude de la fonction v, différentiabilité de Y . . .

4.1 Une EDS

Comme toujours, on considère (Ω,F , P) un espace de probabilité complet, W un mouvement brow-
nien d-dimensionnel de filtration naturelle (Ft) supposée vérifiant les conditions habituelles.

On considère ici l’EDS : {
dXt = (AXt + Γ (Xt)) dt + σ (Xt) dWt

X0 = x , (4.1.1)

pour laquelle on formule les hypothèses suivantes.

Hypothèse 4.1.1

– A ∈ Md(R) est strictement monotone, au sens où

∃η > 0, ∀x ∈ Rd, 〈x, Ax〉 6 −η|x|2

et A est le générateur d’un semi-groupe de contractions
(
etA)

t>0 ;
– Γ : Rd → Rd est une application bornée mesurable ;
– σ : Rd → GLd(R) est une application mesurable, globalement lipschitzienne, bornée et telle

que x 7→ σ(x)−1 soit également bornée.

4.1.1 Résolution de l’EDS

Proposition 4.1.2

1. On suppose que Γ est globalement lipschitzienne.
Alors, il existe un unique processus Xx solution forte de l’EDS (4.1.1) ; de plus, pour tout
p ∈ [2,+∞[ et pour tout T > 0, Xx ∈ Lp (Ω, C

(
[0, T], Rd)) et

E

[
sup

t∈[0,T]
|Xx

t |
p

]
6 C(1 + |x|)p, (4.1.2)

où la constante C > 0 ne dépend que de p et ‖Γ‖∞.

2. Si on suppose seulement que Γ est bornée et mesurable, alors la solution de (4.1.1) existe
toujours, mais au sens faible : il existe un espace probabilisé filtré

(
Ω̃, F̃ , P̃,

(
F̃t

))
, un P̃-

mouvement brownien W̃ et un processus X̃ solution de (4.1.1) sur cet espace probabilisé muni
de son mouvement brownien. La majoration (4.1.2) demeure vraie (en prenant l’espérance
sous P̃) et une telle solution est unique en loi.

Démonstration :

1. Voir le théorème 7.4 de [DZ92].

2. Comme Γ et σ(•)−1 sont mesurables bornées, W̃t = Wt +
∫ t

0
σ (Xs)

−1 Γ (Xs) ds est un mouvement

brownien sous une loi P̃. Ainsi, sur l’espace
(

Ω,F , P̃, (Ft)
)

, l’équation se réécrit sous la forme
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dXt = AXt dt + σ (Xt) dW̃t. Comme σ est globalement lipschitzienne, cette équation admet une
unique solution forte, ce qui permet à la fois d’obtenir l’existence d’une solution faible et l’unicité
en loi pour le problème initial.

4.1.2 Dépendance de la solution vis-à-vis de sa condition initiale

Théorème 4.1.3

Quand on suppose que Γ est globalement lipschitzienne, alors on a l’estimation :

∃ĉ > 0, ∃ν̂ > 0, ∀φ ∈ Bb

(
Rd
)

, ∀x, y ∈ Rd, |Pt[φ](x)−Pt[φ](y)| 6 ĉ
(
1 + |x|2 + |y|2

)
e−ν̂t‖φ‖∞,

où on rappelle que Pt[φ](x) = E [φ (Xx
t )].

On insiste sur le fait que ĉ et ν̂ ne dépendent de Γ que via ‖Γ‖∞.

Démonstration :

Étape 1 : obtenons une première majoration.
Par la formule d’Itô appliquée à l’EDS vérifiée par Xx, il vient :

E
[
|Xx

t |
2
]
= E

[∫ t

0

{
2〈AXx

s + Γ (Xx
s ) , Xx

s 〉+ ∑
16i,j6d

σ (Xx
s )

2
i,j

}
ds

]
.

Par le théorème de Tonelli, l’application t 7→ E
[
|Xx

t |
2
]

est donc dérivable.
Aussi, on dispose de la majoration :

〈AXx
t +Γ (Xx

t ) , Xx
t 〉 6 −η |Xx

t |
2 + ‖Γ‖∞ |Xx

t | 6 −η |Xx
t |

2 +
1
2

(
η |Xx

t |
2 +
‖Γ‖2

∞
η

)
6 −η

2
|Xx

t |
2 +
‖Γ‖∞

2η
.

Dès lors,

d
dt

(
eηtE

[
|Xx

t |
2
])

= eηt

(
ηE
[
|Xx

t |
2
]
+ E

[
2〈AXx

t + Γ (Xx
t ) , Xx

t 〉+ ∑
16i,j6d

σ (Xx
t )

2
i,j

])

6 eηt

(
‖Γ‖∞

η
+ ∑

16i,j6d

∥∥σi,j
∥∥2

∞

)
.

En intégrant cette relation, on obtient alors :

E
[
|Xx

t |
2
]
6 e−ηt|x|2 + 1− e−ηt

η

(
‖Γ‖∞

η
+ ∑

16i,j6d

∥∥σi,j
∥∥2

∞

)
.

On note κ1 =
1
η

(
‖Γ‖∞

η
+ ∑

16i,j6d

∥∥σi,j
∥∥2

∞

)
.

On a ainsi :
E
[
|Xx

t |
2
]
6 e−ηt|x|2 + κ1.

Clairement, la solution Xy issue de y vérifie une inégalité de la même forme.

Étape 2 : on fixe T et R deux réels strictement positifs, qu’on précisera par la suite. On définit les évène-

ments Cx
k =

{
sup

t∈[0,T]

∣∣∣Xx
(k−1)T+t

∣∣∣ > R

}
, Cy

k =

{
sup

t∈[0,T]

∣∣∣Xy
(k−1)T+t

∣∣∣ > R

}
et Bk =

k⋂
j=0

(
Cx

j ∪ Cy
j

)
.

Par l’inégalité de Tchebychev puis la propriété de Markov, on a :

P
(
Cx

k+1
∣∣FkT

)
6

E

[
supt∈[0,T]

∣∣∣Xx
kT+t

∣∣∣2∣∣∣∣FkT

]
R2 6

C
(

1 +
∣∣Xx

kT

∣∣2)
R2 ,
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où C est indépendant de R et T.

De même, P
(

Cy
k+1

∣∣∣FkT

)
6

C
(

1 +
∣∣∣Xy

kT

∣∣∣2)
R2 .

Ainsi, on montre que :

P (Bk+1) = P
((

Cx
k+1 ∪ Cy

k+1

)
∩ Bk

)
6 E

[
E
[
1Cx

k+1
+ 1Cy

k+1

∣∣∣FkT

]
1Bk

]
6 E

[(
C
R2 |X

x
kT |

2 +
C
R2

∣∣∣Xy
kT

∣∣∣2 + 2
C
R2

)
1Bk

]
.

Par l’étape 1, on a :

E

[∣∣∣Xx
(k+1)T

∣∣∣2 1Bk+1

]
6 E

[∣∣∣Xx
(k+1)T

∣∣∣2 1Bk

]
= E

[
E

[∣∣∣Xx
(k+1)T

∣∣∣2∣∣∣∣FkT

]
1Bk

]
6 E

[(
e−ηT |Xx

kT |
2 + κ1

)
1Bk

]
.

On en déduit le triplet de majorations :
E

[∣∣∣Xx
(k+1)T

∣∣∣2 1Bk+1

]
E

[∣∣∣Xy
(k+1)T

∣∣∣2 1Bk+1

]
P (Bk+1)

 6

e−ηT 0 κ1
0 e−ηT κ1
C
R2

C
R2

2C
R2


︸ ︷︷ ︸

=A


E
[∣∣Xx

kT

∣∣2 1Bk

]
E

[∣∣∣Xy
kT

∣∣∣2 1Bk

]
P (Bk)

 .

On fixe alors R et T de telle sorte que e−ηT =
C
R2 = a, où a > 0 sera fixé par la suite. Dès lors, les

valeurs propres de la matrice A sont a et
3a
2
±
√

a
√

a + 8κ1

2
. Ces valeurs propres sont distinctes, ce

sont des fonctions continues de a qui tendent vers 0 quand a→ 0.
Il nous est alors possible de fixer a suffisamment petit de telle sorte que A soit diagonalisable et

Sp(A) ⊂
[
− 1

2 ; 1
2

]
. Dès lors, il existe une constante κ2 (ne dépendant que de κ1 et η) telle que

P (Bk) 6 κ2

(
1
2

)k (
1 + |x|2 + |y|2

)
.

On définit alors un temps d’arrêt τ = inf
{

kT
∣∣∣supt∈[0,T]

∣∣∣Xx
(k−1)T+t

∣∣∣ 6 R, supt∈[0,T]

∣∣∣Xy
(k−1)T+t

∣∣∣ 6 R
}

.
Dès lors, pour tout k ∈N∗,

P (τ > kT) = P

(
∀j ∈ [[0, k− 1]], sup

t∈[0,T]

∣∣∣Xx
(j−1)T+t

∣∣∣ > R ou sup
t∈[0,T]

∣∣∣Xy
(j−1)T+t

∣∣∣ > R

)

6 P

k−1⋂
j=0

(
Cx

j ∪ Cy
j

) = P (Bk−1)

6 κ2

(
1
2

)k−1 (
1 + |x|2 + |y|2

)
.

Soit ν > 0 et soit N ∈N∗ ; par une transformation d’Abel, on montre la relation :

N

∑
k=0

eνkTP (τ = kT) = 1 +
(

1− e−νT
) N

∑
k=1

eνkTP (τ > kT)− eνNTP (τ > (N + 1)T) .

Quand ν <
ln 2
T

, un passage à la limite permet d’en déduire que :

E [eντ ] = 1 +
(

1− e−νT
) ∞

∑
k=1

eνkTP (τ > kT) 6 1 +
(

1− e−νT
)

κ2

(
1 + |x|2 + |y|2

)
eνT

∞

∑
k=0

(
eνT 1

2

)k

(4.1.3)

6 1 +
(

eνT − 1
)

κ2

(
1 + |x|2 + |y|2

) 1
1− eνT 1

2
(4.1.4)

6 κ3

(
1 + |x|2 + |y|2

)
, (4.1.5)

où la constante κ3 ne dépend que de κ2 et ν.
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Étape 3 : on va utiliser une méthode de couplage ; dans un premier temps, on va introduire une EDS
auxiliaire.
On note BR la boule fermée de Rd, centrée en 0 et de rayon R ; soient x, y ∈ BR, avec x 6= y. On fixe
b̃ et σ̃ deux fonctions bornées, globalement lipschitziennes, qui coïncident avec b et σ sur BR et qui
sont nulles hors de BR+1.
On note X̃x le processus solution de l’EDS :{

dX̃x
t = b̃

(
X̃x

t

)
dt + σ̃

(
X̃x

t

)
dWt

X̃x
0 = x

Par unicité forte, on remarque que Xx = X̃x jusqu’au premier instant où Xx sort de la boule BR.
Si on note p̃(x; t, •) la densité de X̃x

t , d’après [Aro67] (les coefficients de l’EDS auxiliaire étant bor-
nés) :

t−
d
2

M
exp

(
−λ|z− x|2

t

)
6 p̃(x; t, z) 6 Mt−

d
2 exp

(
−Λ|z− x|2

t

)
,

où M, λ et Λ désignent des constantes positives, indépendantes de x. On a le même type d’enca-
drement pour la densité p̃(y; t, •) et on peut écrire :

p̃(y; t, z)
p̃(x; t, z)

6 M2 exp
(

λ|z− x|2
t

)
.

On note µ̃x = L
(

X̃x
T

)
et µ̃y = L

(
X̃y

T

)
; on a donc montré que ces deux lois sont équivalentes.

En outre, le processus X̃ est borné par R + 1, étant donné que b̃ et σ̃ sont nulles hors de BR+1 ; ainsi :

∫
Rd

(
dµ̃y

dµ̃x
(z)
)3

dµ̃x(z) 6 M2E

[
exp

(
3λ

T

∣∣∣X̃x
T − x

∣∣∣2)] 6 M2 exp
(

3λ

T
(R + 1 + R)2

)
=: κ4 < ∞,

et κ4 est une constante qui ne dépend que de M et λ — en particulier, elle ne dépend pas de x ou y.
Pour continuer, on va utiliser le lemme suivant (démontré dans [Mat02]).

Lemme 4.1.4

Soient µ1 et µ2 deux mesures de probabilités sur un espace de Banach E.
On sait qu’il existe un couplage de variables aléatoires (Z1, Z2) de lois respectives µ1 et µ2
réalisant le minimum de la quantité P (Z1 6= Z2) sur l’ensemble des couplages de µ1 et µ2.
On suppose que µ1 et µ2 sont équivalentes, et qu’en outre, il existe des constantes p > 1 et
C > 1 telles que ∫

E

(
dµ2

dµ1

)p+1
dµ1 6 C.

Alors, on a la minoration :

P (Z1 = Z2) >
(

1− 1
p

)(
1

pC

) 1
p−1

.

Ce lemme nous fournit alors l’existence d’un couplage
(

Ṽ1,x,y
T , Ṽ2,x,y

T

)
de lois µ̃x et µ̃y, tel que

P
(

Ṽ1,x,y
T = Ṽ2,x,y

T

)
>

1
4κ4

.

Étape 4 : on construit désormais un couplage issu de n’importe quelle condition initiale pour l’EDS de
départ.
Pour t ∈ [0, T], on pose :
– quand x = y,

(
V1,x,x

t , V2,x,x
t

)
= (Xx

t , Xx
t ) ;

– quand x 6= y,
(

V1,x,y
t , V2,x,y

t

)
=
(

Xx
t , Xy

t

)
, où Xy est la solution de l’EDS issue de y pour un

mouvement brownien W indépendant de W.
On construit par récurrence un couplages des lois de Xx, Xy, t > 0, en posant, pour n ∈ N∗ et
t ∈ [0, T] : (

V1,x,y
nT+t, V2,x,y

nT+t

)
=

(
V

1,V1,x,y
nT ,V2,x,y

nT
t , V

2,V1,x,y
nT ,V2,x,y

nT
t

)
.
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(C’est la propriété de Markov qui justifie, par récurrence, qu’il s’agit bien d’un couplage des lois
attendues.)
On définit une suite de temps d’arrêt :

Lm = inf

{
l > Lm−1

∣∣∣∣∣ sup
t∈[0,T]

V1,x,y
(l−1)T+t 6 R et sup

t∈[0,T]
V2,x,y
(l−1)T+t 6 R

}
,

avec L0 = 0.

En appliquant la propriété de Markov à (4.1.5), on montre que, pour ν <
ln 2
T

:

E
[
eν(Lm+1−Lm)T

∣∣∣FLmT

]
6 κ3

(
1 +

∣∣∣V1,x,y
LmT

∣∣∣2 + ∣∣∣V2,x,y
LmT

∣∣∣2) .

Puis, on en déduit :

E
[
eνLm+1T

]
= E

[
eνLmTE

[
eν(Lm+1−Lm)T

∣∣∣FLmT

]]
6 κ3E

[
eνLmT

(
1 +

∣∣∣V1,x,y
LmT

∣∣∣2 + ∣∣∣V2,x,y
LmT

∣∣∣2)]
6 κ3

(
1 + 2R2

)
E
[
eνLmT

]
.

Conséquemment :

E
[
eνLmT

]
6 κm

3

(
1 + 2R2

)m−1 (
1 + |x|2 + |y|2

)
.

Étape 5 : on pose m0 = inf
{

m
∣∣∣V1,x,y

LmT = V2,x,y
LmT

}
. On a :

P (m0 > m + 1|m0 > m)

= 1−P (m0 = m + 1|m0 > m)

= 1−P
(

V1,x,y
Lm+1T = V2,x,y

Lm+1T

∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
= 1−P

(
V

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = V
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T

∣∣∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)

= 1−P

(
Ṽ

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = Ṽ
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T

∣∣∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
, par définition de Lm+1 ;

= 1−P

(
Ṽ

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = Ṽ
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T , V1,x,y
(Lm+1−1)T = V2,x,y

(Lm+1−1)T

∣∣∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)

−P

(
Ṽ

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = Ṽ
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T , V1,x,y
(Lm+1−1)T 6= V2,x,y

(Lm+1−1)T

∣∣∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
= 1−P

(
V1,x,y
(Lm+1−1)T = V2,x,y

(Lm+1−1)T

∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
−P

(
Ṽ

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = Ṽ
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T

∣∣∣∣∣V1,x,y
(Lm+1−1)T 6= V2,x,y

(Lm+1−1)T

)
×P

(
V1,x,y
(Lm+1−1)T 6= V2,x,y

(Lm+1−1)T

∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
.

Par l’étape 3 : P

(
Ṽ

1,V1,x,y
(Lm+1−1)T

,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T = Ṽ
2,V1,x,y

(Lm+1−1)T
,V2,x,y
(Lm+1−1)T

T

∣∣∣∣∣V1,x,y
(Lm+1−1)T 6= V2,x,y

(Lm+1−1)T

)
>

1
4κ4

.

Si on note p = P
(

V1,x,y
(Lm+1−1)T = V2,x,y

(Lm+1−1)T

∣∣∣V1,x,y
LmT 6= V2,x,y

LmT

)
, on a donc :

P (m0 > m + 1|m0 > m) 6 1− p− 1
4κ4

(1− p) =
(

1− 1
4κ4

)
(1− p) 6 1− 1

4κ4
.

Ainsi, on déduit de P (m0 > m + 1) = P (m0 > m + 1|m0 > m)P (m0 > m) que P (m0 > m) 6
(

1− 1
4κ4

)m
.

Remarquons en particulier que ceci nous apprend que m0 < ∞ p.s.
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Étape 6 : soit γ ∈ [0, ν] ; par l’inégalité de Hölder,

E
[
eγLm0 T

]
=

∞

∑
m=0

E
[
eγLmT1m0=m

]
6

∞

∑
m=0

E
[
eνLmT

] γ
ν

P (m0 = m)1− γ
ν

6
∞

∑
m=0

(
κm

3

(
1 + 2R2

)m−1 (
1 + |x|2 + |y|2

)) γ
ν
(

1− 1
4κ4

)(m−1)(1− γ
ν )

.

On choisit alors γ de sorte que
(

1− 1
4κ4

)1− γ
ν (

κ3

(
1 + 2R2

)) γ
ν
< 1.

Ainsi, on peut écrire E
[
eγLm0 T

]
6 κ5

(
1 + |x|2 + |y|2

)
, où κ5 ne dépend que de κ3, κ4 et ν.

On pose n0 = inf
{

k
∣∣∣V1,x,y

kT = V2,x,y
kT

}
6 Lm0 + 1.

Ainsi, E
[
eγn0T] 6 κ5

(
1 + |x|2 + |y|2

)
eγT .

De plus, par l’inégalité de Markov,

P
(

V1,x,y
kT 6= V2,x,y

kT

)
= P (n0 > k− 1) 6

E
[
eγn0T]

eγ(k−1)T
6 κ5

(
1 + |x|2 + |y|2

)
eγ(2−k)T .

Puis, pour tout t ∈ [0, T], on en déduit :

P
(

V1,x,y
kT+t 6= V2,x,y

kT+t

)
6 P

(
V1,x,y

kT 6= V2,x,y
kT

)
6 κ5

(
1 + |x|2 + |y|2

)
eγ(2−k)T 6 κ6

(
1 + |x|2 + |y|2

)
e−γ(kT+t).

En fin de compte, pour φ ∈ Bb

(
Rd
)

, il vient :

|Pt[φ](x)−Pt[φ](y)| =
∣∣∣E [φ (V1,x,y

t

)
− φ

(
V2,x,y

t

)]∣∣∣ 6 2‖φ‖∞P
(

V1,x,y
t 6= V2,x,y

t

)
6 2κ6

(
1 + |x|2 + |y|2

)
‖φ‖∞e−γt.

Corollaire 4.1.5

On suppose que Γ est une fonction bornée, mesurable et qu’il existe une suite (Γn)n∈N∗ de fonctions
telles que :

– ∀n ∈N∗, Γn est globalement lipschitzienne ;
– sup

n>1
sup
x∈Rd
|Γn(x)| < ∞ ;

– (Γn) converge simplement vers Γ sur Rd.
Alors le résultat précédent reste vrai (lorsque qu’on note Pt[φ](x) = Ẽ [φ (Xx

t )], avec les notations
de la proposition 4.1.2).

Démonstration :
On note Xn,x la solution de l’EDS écrite avec Γn, issue de x au temps 0.
D’après le théorème 4.1.3, on a :

∀n ∈N∗, ∃ĉn, ν̂n > 0, ∀φ ∈ Bb

(
Rd
)

, ∀x, y ∈ Rd,
∣∣∣E [φ (Xn,x

t )]−E
[
φ
(

Xn,y
t

)]∣∣∣ 6 ĉn

(
1 + |x|2 + |y|2

)
e−ν̂nt‖φ‖∞.

Comme ĉn et ν̂n ne dépendent de Γn que via ‖Γn‖∞, et que la suite (Γn) est uniformément bornée, on a :

∃ĉ, ν̂ > 0, ∀n ∈N∗, ∀φ ∈ Bb

(
Rd
)

, ∀x, y ∈ Rd,
∣∣∣E [φ (Xn,x

t )]−E
[
φ
(

Xn,y
t

)]∣∣∣ 6 ĉ
(

1 + |x|2 + |y|2
)

e−ν̂t‖φ‖∞.

Notre objectif va être de passer à la limite ; montrons donc que E [φ (Xn,x
t )] −→

n→∞
Ẽ [φ (Xx

t )].
Soit U le processus solution de l’EDS

Ux
t = etAx +

∫ t

0
e(t−s)Aσ (Ux

s ) ds.

Par Girsanov, on peut écrire :

Xn,x
t = etAx +

∫ t

0
e(t−s)Aσ (Xn,x

s ) dW(n)
s ,
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où W(n)
t = Wt +

∫ t

0
σ (Xn,x

s )−1 Γn (Xn,x
s ) ds est un m.b. sous la loi P(n) = ρn

T (Xn,x)P sur [0, T] et où

ρn
t (Xn,x) = exp

(
−
∫ t

0
〈σ (Xn,x

s )−1 Γn (Xn,x
s ) , dWs〉 −

1
2

∫ t

0

∣∣∣σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)
.

De même, on écrit :

Xx
t = etAx +

∫ t

0
e(t−s)Aσ (Xx

s ) dW(∞)
s ,

où W(∞)
t = W̃t +

∫ t

0
σ (Xx

s )
−1 Γ (Xx

s ) ds est un m.b. sous la loi P(∞) = ρ∞
T (Xx) P̃ sur [0, T] et où

ρ∞
t (Xx) = exp

(
−
∫ t

0
〈σ (Xx

s )
−1 Γ (Xx

s ) , dW̃s〉 −
1
2

∫ t

0

∣∣∣σ (Xx
s )
−1 Γ (Xx

s )
∣∣∣2 ds

)
.

Ainsi, par unicité en loi des solutions des EDS, on a les égalités :

E [φ (Xn,x
t )] = E(n)

[
ρn

t (Xn,x)−1 φ (Xn,x
t )
]
= E

[
ρn

t (U
x)−1 φ (Ux

t )
]

;

Ẽ [φ (Xx
t )] = E(∞)

[
ρ∞

t (Xx)−1 φ (Xx
t )
]
= E

[
ρ∞

t (Ux)−1 φ (Ux
t )
]

.

Comme Γn
cvs−→

n→∞
Γ sur Rd, on a bien ρn

t (U
x)−1 P−→

n→∞
ρ∞

t (Ux)−1. Il nous suffit donc de montrer que la

famille
(

ρn
t (U

x)−1
)

n∈N∗
est uniformément intégrable pour montrer E [φ (Xn,x

t )] −→
n→∞

Ẽ [φ (Xx
t )]. On a :

E

[(
ρn

t (U
x)−1

)2
]

= E

[
exp

(
2
∫ t

0
〈σ (Xn,x

s )−1 Γn (Xn,x
s ) , dWs〉+

∫ t

0

∣∣∣σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)]
= E

[
exp

(
1
2

∫ t

0
〈4σ (Xn,x

s )−1 Γn (Xn,x
s ) , dWs〉 −

1
4

∫ t

0

∣∣∣4σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)
exp

(
5
∫ t

0

∣∣∣σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)]
6 E

[
exp

(∫ t

0
〈4σ (Xn,x

s )−1 Γn (Xn,x
s ) , dWs〉 −

1
2

∫ t

0

∣∣∣σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)] 1
2

E

[
exp

(
10
∫ t

0

∣∣∣σ (Xn,x
s )−1 Γn (Xn,x

s )
∣∣∣2 ds

)] 1
2

6 E

[
exp

(
10t
∥∥∥σ−1

∥∥∥2

∞

(
sup

n∈N∗
‖Γn‖2

∞

))] 1
2

6 exp

(
5t
∥∥∥σ−1

∥∥∥2

∞

(
sup

n∈N∗
‖Γn‖2

∞

))
< ∞,

ce qui prouve que la famille
(

ρn
t (U

x)−1
)

n∈N∗
est bornée dans L2 !

4.1.3 Récurrence de la solution

Théorème 4.1.6

On suppose que l’application Γ vérifie les hypothèses du corollaire 4.1.5 qui précède.
Alors la solution de l’EDS (4.1.1) est récurrente au sens où :

∀O ⊂ Rd ouvert , lim
T→∞

P̃ (∃t ∈ [0, T], Xx
t ∈ O) = 1.

En particulier, si on pose τx = inf {t ∈ R+||Xx
t | < ε}, alors ∀ε > 0, lim

T→∞
P̃ (τx < T) = 1.
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Démonstration :
On introduit le semi-groupe Rt[φ](x) = E [φ (Ux

t )], où Ux est le processus solution de

Ux
t = etAx +

∫ t

0
e(t−s)Aσ (Ux

s )ds.

Pour O ∈ B
(

Rd
)

, on note R(t, x,O) = P (Ux
t ∈ O) = Rt [1O ] (x) les probabilités de transition de U.

En opérant comme dans la démonstration du théorème 3.1.8, on montre que R admet une unique mesure
invariante µ, que µ est fortement mélangeante, et que R est irréductible et t-régulier pour tout t > 0 (voir
à ce titre les théorèmes 7.2.1 et 7.3.1 de [DZ96]).
On rappelle que les probabilités de transition de X sont P(t, x,O) = P̃ (Xx

t ∈ O) = Pt [1O ] (x).
Par le théorème de Girsanov, on peut écrire :

Pt[φ](x) = E [ρx
Tφ (Ux

t )] ,

où ρx
T = exp

(
−
∫ t

0
〈σ (Ux

s )
−1 Γ (Ux

s ) , dWs〉 −
1
2

∫ t

0

∣∣∣σ (Ux
s )
−1 Γ (Ux

s )
∣∣∣2 ds

)
.

Ainsi, P est irréductible, t-régulier pour tout t > 0, et stochastiquement continu.
À la manière du théorème 8.4.4 de [DZ96], P admet une unique mesure invariante telle que dµ = f dµ,
où f : Rd → R est mesurable.
On peut alors appliquer le théorème de Doob (théorème 4.2.1 dans [DZ96]) pour dire que µ est fortement
mélangeante et équivalente à toutes les mesures P(t, x, •).
Ainsi, comme P est irréductible, si O est un ouvert non-vide de Rd, alors µ(O) > 0.
Donc lim inf

t→∞
P(t, x,O) = µ(O) > 0.

On a donc montré que le semi-groupe P est récurrent, donc P̃ (∃t > 0, Xx
t ∈ O) = 1.
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4.2 L’EDSRE

Ici, on désigne par Ξ : Rd → Rd une fonction bornée ; et on note Xx la solution de l’EDS (4.1.1), où
Γ est remplacée par Ξ.

On s’intéresse alors à l’EDSR ergodique d’horizon infini :

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
[ψ (Xx

σ, Zx
σ)− λ] dσ−

∫ T

t
Zx

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞, (4.2.6)

où les inconnues sont λ ∈ R et les processus Yx et Zx à valeurs dans R et Rd respectivement.
On fait les hypothèses suivantes sur Ξ et ψ.

Hypothèse 4.2.1

La fonction ψ : Rd ×Rd → R est une fonction continue, mesurable ; de plus, on suppose qu’il existe
M > 0 tel que :

∀x ∈ Rd, ∀z, z′ ∈ Rd, |ψ(x, 0)| 6 M et |ψ(x, z)− ψ(x, z′)| 6 M|z− z′|.

Hypothèse 4.2.2

La fonction Ξ : Rd × Rd → R est une fonction bornée, globalement lipschitzienne et de classe
C1 (Rd, Rd).
Comme pour l’étude précédente, on commence par introduire une EDSR à horizon fini, faisant

apparaître un nouveau paramètre α > 0 :

Yx,α
t = Yx,α

T +
∫ T

t
[ψ (Xx,α

σ , Zx,α
σ )− αYx,α

σ ] dσ−
∫ T

t
Zx,α

σ . dWσ, 0 6 t 6 T < ∞. (4.2.7)

Pour cette équation, on dispose du résultat suivant.

Lemme 4.2.3

On se place dans le cadre des hypothèses 4.1.1, 4.2.1 et 4.2.2. Ainsi, pour tout x ∈ Rd et pour tout
α > 0,

1. il existe une unique solution (Yx,α, Zx,α) à l’EDSR (4.2.7) telle que Yx,α soit un processus borné

et continu, Zx,α ∈ L2
P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rd)) et |Yx,α

t | 6
M
α

P-p.s. pour tout t > 0 ;

2. si on pose vα(x) := Yx,α
0 , alors pour tout α > 0, vα est une fonction de classe C1 (Rd, R

)
; elle

vérifie Yx,α
t = vα (Xx

t ) et Zx,α
t = ∇vα (Xx

t ) σ (Xx
t ).

Démonstration :
1. La première partie de ce lemme se montre exactement de la même manière que le théorème 3.2.2. En

effet, dans la démonstration de ce résultat, on n’utilise à aucun moment l’hypothèse selon laquelle
ψ serait globalement lipschitzienne par rapport à x.

2. Par contre, le résultat similaire qu’on avait montré précédemment utilisait pleinement le fait que
ψ soit globalement lipschitzienne par rapport à la première variable. On va donc devoir opérer
différemment.
→ On va commencer par montrer que vα : x 7→ Yx,α

0 est une fonction continue. Comme dans la
démonstration du théorème 3.2.2, on introduit l’EDSR à horizon fini suivante :

Yx,n
t =

∫ n

t∧n
[ψ (Xx

σ, Zx,n
σ )− αYx,n

σ ] dσ−
∫ n

t∧n
Zx,n

σ . dWσ, 0 6 t < ∞ (4.2.8)

Soit alors (xm)m>0 une suite qui tend vers x dans Rd. Alors, pour tout n ∈N∗, on a :

|vα (xm)− vα(x)| 6
∣∣Yxm ,α

0 −Yxm ,n
0

∣∣+ ∣∣Yxm ,n
0 −Yx,n

0

∣∣+ ∣∣Yx,n
0 −Yx,α

0

∣∣ .
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Mais, comme dans le point (iii) de la démonstration de l’existence du théorème 3.2.2, on a :

∀t > 0, ∀ξ ∈ Rd,
∣∣∣Yξ,α

t −Yξ,n
t

∣∣∣ 6 e−α(n−t) M
α

.

Ainsi, on a, pour tout m ∈N et tout n ∈N∗ :

|vα (xm)− vα(x)| 6
∣∣Yxm ,n

0 −Yx,n
0

∣∣+ 2e−αn M
α

.

On fait alors appel à un résultat apparaissant dans la démonstration des estimées a priori de
[EPQ97] (proposition 2.1), pour obtenir ici :

∀β > l2 + 3l + 1, ∀t ∈ [0, n], E
[
eβt ∣∣Yxm ,n

t −Yx,n
t
∣∣2] 6 E

[∫ n

t
eβs |ψ (Xxm

s , Zx,n
s )− ψ (Xx

s , Zx,n
s )|2 ds

]
.

On en déduit que :

∣∣Yxm ,n
0 −Yx,n

0

∣∣2 6 E

[∫ n

0
eβs |ψ (Xxm ,n

s , Zx,n
s )− ψ (Xx,n

s , Zx,n
s )|2 ds

]
.

Mais, d’après l’hypothèse 4.2.1, on a : |ψ (Xxm ,n
s , Zx,n

s )− ψ (Xx,n
s , Zx,n

s )| 6 2l (1 + |Zx,n
s |) ; d’après

la première partie de ce lemme, cette quantité est donc de carré intégrable. Par convergence
dominée, les applications ψ et x 7→ Xx étant continues, on a :

Yxm ,n
0 −→

m→∞
Yx,n

0 .

Puis pour tout n ∈N∗, on en déduit :

lim sup
m→∞

|vα (xm)− vα(x)| 6 2e−αn M
α

.

Finalement, vα (xm) −→m→∞
vα(x) et la fonction vα est continue.

→ Ainsi, comme pour la proposition 3.2.4, on montre que pour tout t > 0, Yx,α
t = vα (Xx

t ) P-p.s.

→ On peut alors démontrer le caractère C1 de vα en utilisant le théorème 3.1 de [MZ02] ; on obtient
également la formule reliant Z à ∇vα.

Lemme 4.2.4

Soit f : Rd×Rd → R une application continue en la première variable et globalement lipschitzienne
en la seconde.
Soient ζ, ζ ′ : Rd → Rd deux fonctions continues à croissance polynomiale. On définit :

Γ̃(x) =


f (x, ζ(x))− f (x, ζ ′(x))
|ζ(x)− ζ ′(x)|2 (ζ(x)− ζ ′(x)), si ζ(x) 6= ζ ′(x);

0, sinon.

Alors, on peut construire une suite de fonctions globalement lipschitziennes
(

Γ̃n

)
n∈N∗

telle que

sup
n∈N∗

∥∥∥Γ̃n

∥∥∥
∞
< ∞ et ∀x ∈ Rd, lim

n→∞
Γ̃n(x) = Γ̃(x).

Démonstration :
On renvoie au lemme 3.5 de [DHT10].

Lemme 4.2.5

Il existe une constante c, dépendant de M, ĉ et ν̂ mais pas de α telle que :

∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣vα(x)− vα(x′)

∣∣ 6 c
(
1 + |x|2 + |x′|2

)
et |∇vα(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
.
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Démonstration :

On pose Γ̃α(x) =


ψ(x,∇vα(x)σ(x))− ψ(x, 0)

|∇vα(x)σ(x)|2 ∇vα(x)σ(x), si ∇vα(x)σ(x) 6= 0;

0, sinon.
Par le lemme précédent, Γ̃α est limite ponctuelle d’une suite de fonctions uniformément bornées et glo-
balement lipschitziennes.
Comme Zx,α

t = ∇vα (Xx
t ) σ (Xx

t ), on a bien : ψ (Xx
t , Zx,α

t ) = ψ (Xx
t , 0) + Γ̃α (Xx

t ) Zx,α
t .

Aussi, pour tout T > 0, le couple (Yx,α, Zx,α) est solution sur [0, T] de :{
−dYx,α

t =
[
ψ (Xx

t , 0) + Γ̃α (Xx
t ) Zx,α

t − αYx,α
t

]
dt− Zx,α

t . dWt

Yx,α
T = vα

(
Xx

T
) (4.2.9)

Comme Γ̃α est bornée (par M), il existe (d’après Girsanov) une probabilité P̂x,α,T telle que

Ŵx,α
t := Wt −

∫ t

0
Γ̃α (Xx

s ) ds

est un P̂x,α,T-m.b. sur [0, T].
En intégrant (4.2.9) et en prenant l’espérance sous P̂x,α,T , on montre alors que :

Yx,α
0 − Êx,α,T

[
e−αTYx,α

T

]
= Êx,α,T

[∫ T

0
e−αtψ (Xx

t , 0) dt
]

.

Ainsi, vα(x) = Êx,α,T
[

e−αTvα (Xx
T) +

∫ T

0
e−αtψ (Xx

t , 0) dt
]

. Or, en faisant apparaître la densité de Girsa-

nov, on remarque que :

Êx,α,T
[
e−αTvα (Xx

T)
]
= e−αTE

[
vα (Xx

T) exp
(∫ T

0
Γ̃α (Xx

t ) . dWt −
1
2

∫ T

0

∣∣∣Γ̃α (Xx
t )
∣∣∣2 dt

)]
6 e−αT M

α
E

[
exp

(∫ T

0
Γ̃α (Xx

t ) . dWt −
1
2

∫ T

0

∣∣∣Γ̃α (Xx
t )
∣∣∣2 dt

)]
6 e−αT M

α
−→
T→∞

0

En fin de compte, on a montré que

vα(x) = lim
T→∞

Êx,α,T
[∫ T

0
e−αtψ (Xx

t , 0) dt
]

.

D’autre part, on a :

dXx
t =

[
AXx

t + Ξ (Xx
t ) + σ (Xx

t ) Γ̃α (Xx
t )
]

dt + σ (Xx
t ) . dŴx,α,T .

Comme Ξ et σ sont globalement lipschitziennes, l’application Γα = Ξ + σΓ̃α est limite simple de fonctions
lipschitziennes. Par le corollaire 4.1.5, il vient :∣∣∣Êx,α,t [ψ (Xx

t , 0)]− Êx′ ,α,t
[
ψ
(

Xx′
t , 0

)]∣∣∣ 6 ĉ
(

1 + |x|2 + |x′|2
)

e−ν̂t‖ψ(•, 0)‖∞ 6 ĉMe−ν̂t
(

1 + |x|2 + |x′|2
)

.

En conséquence, on a :

∣∣vα(x)− vα(x′)
∣∣ = lim

T→∞

∣∣∣∣Êx,α,T
[∫ T

0
e−αtψ (Xx

t , 0) dt
]
− Êx′ ,α,T

[∫ T

0
e−αtψ

(
Xx′

t , 0
)

dt
]∣∣∣∣

= lim
T→∞

∣∣∣∣∫ T

0
e−αtÊx,α,T [ψ (Xx

t , 0)] dt−
∫ T

0
e−αtÊx′ ,α,T

[
ψ
(

Xx′
t , 0

)]
dt
∣∣∣∣

= lim
T→∞

∣∣∣∣∫ T

0
e−αt

(
Êx,α,t [ψ (Xx

t , 0)]− Êx′ ,α,t
[
ψ
(

Xx′
t , 0

)])
dt
∣∣∣∣

6
∫ +∞

0
e−αt

∣∣∣Êx,α,t [ψ (Xx
t , 0)]− Êx′ ,α,t

[
ψ
(

Xx′
t , 0

)]∣∣∣ dt
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∣∣vα(x)− vα(x′)
∣∣ 6 ∫ +∞

0
e−αt ĉMe−ν̂t

(
1 + |x|2 + |x′|2

)
dt

6
ĉM

ν̂ + α

(
1 + |x|2 + |x′|2

)
6

ĉM
ν̂

(
1 + |x|2 + |x′|2

)
Rappelons que ĉ et ν̂ ne dépendent de Γα que via ‖Γα‖∞ 6 ‖Ξ‖∞ + ‖σ‖∞ M, autrement dit ĉ et ν̂ sont
indépendants de α.
Pour établir la majoration de |∇vα(x)|, on pose désormais vα(x) := vα(x) − vα(0) ; ainsi le processus
défini par Yx,α

t := Yx,α
t −Y0,α

0 = vα (Xx
t ) est solution de :{

−dYx,α
t =

[
ψ (Xx

t , Zx,α
t )− α

(
Yx,α

t −Y0,α
0

)]
dt− Zx,α

t . dWt

Yx,α
1 = vα

(
Xx

1
)

En remarquant que
∣∣∣αY0,α

0

∣∣∣ = |αvα(0)| 6 M, on peut appliquer le théorème 4.2 de l’article [FT02a] : on

montre ainsi que vα est de classe C1 et que |∇vα(x)| 6 c
(
1 + |x|2

)
, où c ne dépend pas de α.

Théorème 4.2.6

On se place dans le cadre des hypothèses 4.1.1, 4.2.1 et 4.2.2. Il existe un réel λ, une fonction
localement lipschitzienne v avec v(0) = 0 et un processus Zx ∈ L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rd)) tels que, si

on pose Yx
t = v (Xx

t ), alors l’EDSRE admet une solution
(

Yx
, Zx, λ

)
.

De plus, si v est de classe C1, alors |∇v(x)| 6 c
(
1 + |x|2

)
(pour une certaine constante c) et dans ce

cas Zx
t = ∇v (Xx

t ) σ (Xx
t ).

Démonstration :
On opère comme dans la démonstration du théorème 3.2.5.
On pose vα(x) = vα(x)− vα(0) ; on a : |vα(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
, avec c indépendant de α et |αvα(0)| 6 M.

Par extraction diagonale, on peut construire une suite (αn) décroissant vers 0 telle que pour tout x ∈ D,
partie dénombrable dense de Rd, on ait :

vαn(x) −→
n→∞

v(x) et αnvαn(0) −→
n→∞

λ,

pour une certaine fonction v : D → R et un certain réel λ.
De plus, on a montré que :

∀α > 0, ∀x, x′ ∈ Rd,
∣∣vα(x)− vα(x′)

∣∣ 6 c
(

1 + |x|2 + |x′|2
)
|x− x′|.

Donc on peut étendre v en une fonction continue sur Rd (car uniformément continue sur tout compact
de D) ; elle est localement lipschitzienne et elle vérifie :

∀x ∈ Rd,
∣∣v(x)− v(x′)

∣∣ 6 c
(

1 + |x|2 + |x′|2
)
|x− x′| et vαn(x) −→

n→∞
v(x).

Pour montrer que le triplet
(

Yx, Zx, λ
)

est effectivement solution de l’EDSRE (4.2.6), il suffit de mimer la
démonstration du théorème 3.2.5.
Pour le dernier point, on remarque que le couple

(
Yx, Zx

)
est l’unique solution de l’EDSR :{

−dYx
t =

[
ψ
(

Xx
t , Zx

t

)
− λ

]
dt− Zx

t . dWt

Yx
1 = v

(
Xx

1
)

avec la fonction v qui est supposée de classe C1.
Comme dans la preuve du théorème précédent, on fait appel au théorème 4.2 de [FT02a], pour conclure
que |∇v(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
et Zx

t = ∇v (Xx
t ) σ (Xx

t ).
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Remarque 4.2.7. La solution qu’on vient de construire vérifie :

∀t > 0,
∣∣∣Yx

t

∣∣∣ 6 c
(

1 + |Xx
t |

2
)

.

Le théorème qui suit va permettre de montrer l’unicité de λ, quand on impose à Y de croître au plus polynomia-
lement par rapport à X.

Théorème 4.2.8

On se place dans le cadre des hypothèses 4.1.1, 4.2.1 et 4.2.2.
Aussi, on suppose que le triplet (Y′, Z′, λ′) est solution de l’EDSRE (3.2.8) pour une certaine condi-
tion initiale x ∈ Rd, où Y′ est un processus continu et progressivement mesurable, Z′ est un élément
de L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rd)) et λ′ ∈ R.

Enfin, on suppose qu’il existe une constante cx > 0 (qui peut donc dépendre éventuellement de x),
telle que pour un certain p > 1, P-p.s.

∀t > 0,
∣∣Y′t ∣∣ 6 cx

(
1 + |Xx

t |
p) .

Dans ces conditions, on a alors λ′ = λ.

Démonstration :
Elle est similaire à celle du théorème 3.2.7.

Théorème 4.2.9

Soient (v, ζ) et
(

ṽ, ζ̃
)

deux couples de fonctions telles que :

– v, ṽ : Rd → R sont continues et nulles en 0 ;
– ∀x ∈ Rd, |v(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
et |ṽ(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
;

– ζ, ζ̃ : Rd → R sont continues ;
– ∀x ∈ Rd, |ζ(x)| 6 c

(
1 + |x|2

)
et
∣∣∣ζ̃(x)

∣∣∣ 6 c
(
1 + |x|2

)
.

On suppose que pour certaines constantes λ, λ̃ et pour tout x ∈ Rd, (v (Xx
t ) , ζ (Xx

t ) , λ) et(
ṽ (Xx

t ) , ζ̃ (Xx
t ) , λ̃

)
soient solutions de l’EDSRE (4.2.6).

Alors, λ = λ̃, v = ṽ et ζ = ζ̃.

Démonstration :
Par le théorème précédent, on sait déjà que λ = λ̃. On pose : Yx

t = v (Xx
t )− ṽ (Xx

t ), Zx
t = ζ (Xx

t )− ζ̃ (Xx
t )

et

Γ̃(x) =


ψ(x,ζ(x))−ψ(x,ζ̃(x))

|ζ(x)−ζ̃(x)|2
(

ζ(x)− ζ̃(x)
)

si ζ(x) 6= ζ̃(x)

0 sinon

Utilisant le fait qu’on manipule des solutions de l’EDSRE (4.2.6), on a :

−dYx
t = Γ̃ (Xx

t ) . Zx
t dt− Zx

t . dWt = −Zx
t . dW ′t ,

où W ′t = Wt −
∫ t

0
Γ̃ (Xx

s ) ds est un mouvement brownien sur [0, T] sous une loi P
x,T (par Girsanov, car Γ̃

est bornée par M).
De plus, sous la probabilité P

x,T , le processus Xx satisfait l’EDS (4.1.1) sur [0, T] avec Γ remplacée par la
fonction x 7→ σ(x)Γ̃(x) + F(x), qui est une fonction bornée par ‖σ‖∞ M + ‖F‖∞.
Par la proposition 4.1.2, on a alors :

∀p > 2, ∀x ∈ Rd, ∀0 6 t 6 T, E
x,T [|Xx

t |
p] 6 Cp (1 + |x|p) ,

où Cp ne dépend que de p et ‖σ‖∞ M + ‖F‖∞ ; en particulier, elle est indépendante de T.
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Et comme
∣∣∣Zx

t

∣∣∣ 6 2c
(

1 + |Xx
t |

2
)

, on a :

E
x,T
[∫ T

0

∣∣∣Zx
t

∣∣∣2 dt
]
6 E

x,T
[∫ T

0
4c2
(

2 + 2 |Xx
t |

4
)

dt
]

6 8c2T + 8c2
∫ T

0
E

x,T
[
|Xx

t |
4
]

dt

6 8c2T + 8c2C4T
(

1 + |x|4
)

Pour ε > 0, on définit le temps d’arrêt τ = inf {t ∈ R+||Xx
t | < ε}.

De −dYx
t = −Zx

t . dW ′t , on déduit :

∀T > 0, Yx
0 = E

x,T
[
Yx

T∧τ

]
.

Mais comme v− ṽ est continue et nulle en 0, on a :

∀δ > 0, ∃ε > 0, |x| 6 ε⇒ |(v− ṽ) (x)| 6 δ.

On fixe δ > 0, et on a la suite d’inégalités :∣∣∣Yx
0

∣∣∣ 6 E
x,T
[∣∣∣Yx

T∧τ

∣∣∣] 6 E
x,T
[∣∣∣Yx

T∧τ

∣∣∣ 1τ<T

]
+ E

x,T
[∣∣∣Yx

T∧τ

∣∣∣ 1τ>T

]
6 E

x,T
[|(v− ṽ) (Xx

T∧τ)| 1τ<T ] + E
x,T
[∣∣∣Yx

T

∣∣∣2] 1
2

E
x,T
[
12

τ>T

] 1
2
6 δ + E

x,T
[∣∣∣Yx

T∧τ

∣∣∣2] 1
2

P
x,T

(τ > T)
1
2

6 δ + E
x,T
[

4c2
(

1 + |Xx
T |

2
)2
] 1

2
P

x,T
(τ > T)

1
2 6 δ + E

x,T
[
8c2 + 8c2 |Xx

T |
4
] 1

2
P

x,T
(τ > T)

1
2

6 δ +
(

8c2 + 8c2C4

(
1 + |x|4

)) 1
2

P
x,T

(τ > T)
1
2 .

Mais, par le théorème 4.1.6, on a :
P

x,T
(τ > T) −→

T→∞
0.

Donc
∣∣∣Yx

0

∣∣∣ 6 δ, et δ est arbitraire, donc Yx
0 = 0. On a ainsi montré que v = ṽ. Par une formule d’Itô, on en

déduit que ζ = ζ̃.
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4.3 Équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique

Comme dans la section précédente, on s’intéresse à l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergo-
dique. La méthode d’étude étant la même, on ne fait ici que rappeler les résultats principaux.

On suppose dans cette section que v : x 7→ Yx
0 est de classe C1, où

(
Yx

, Zx, λ
)

est une solution de

l’EDSRE (4.2.6). Notre objectif va être de montrer que le couple
(
v, λ
)

est une solution mild de l’équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman “ergodique” :

Lv(x) + ψ (x,∇v(x)σ(x)) = λ, x ∈ Rd, (4.3.10)

où L est l’opérateur défini formellement de la façon suivante :

L f (x) =
1
2

tr
(
σ(x)σ(x)∗∇2 f (x)

)
+ 〈F(x),∇ f (x)〉 .

Définition 4.3.1

On dit d’un couple (v, λ), où v : Rd → R et λ ∈ R, qu’il est solution mild de l’équation (4.3.10) si :
– v ∈ C1 (Rd, R

)
;

– ∃C > 0, ∃k ∈N, ∀x, h ∈ Rd, |∇v(x)h| 6 C|h|
(
1 + |x|k

)
;

– ∀0 6 t 6 T < ∞, ∀x ∈ Rd, v(x) = PT−t[v](x) +
∫ T

t
(Ps−t [ψ(•,∇v(•)σ(•))] (x)− λ) ds.

Remarque 4.3.2. On a : Pt [ψ (•,∇v(•)σ(•))] (x) = E [ψ (Xx
t ,∇v (Xx

t ) σ (Xx
t ))].

Théorème 4.3.3

On suppose vérifiées les hypothèses 4.1.1 et 4.2.1.
Dans ce cas, le couple

(
v, λ
)

est solution de l’équation HJB (4.3.10).
Réciproquement, si le couple (v, λ) est solution de (4.3.10), alors, quand on pose Yx

t = v (Xx
t ) et

Zx
t = ∇v (Xx

t ) σ (Xx
t ), le triplet (Yx, Zx, λ) est solution de l’EDSRE (4.2.6).
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4.4 Contrôle ergodique optimal

Comme dans la section précédente, on s’intéresse au problème du contrôle ergodique optimal. La
méthode d’étude étant la même, on ne fait ici que rappeler les résultats principaux.

On suppose vérifiée l’hypothèse 4.1.1 et 4.2.2 ; on note Xx la solution de l’EDS (4.1.1).
On appelle contrôle tout processus progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) et à

valeurs dans Rk, où k > 0.

Soit R : Rk → Rl et L : Rd ×Rk → R deux fonctions mesurables ; on suppose qu’il existe une
constante c > 0 telle que pour tout u ∈ Rk et pour tous x, x′ ∈ Rd, on ait :

|R(u)| 6 c, |L(x, u)| 6 c et |L(x, u)− L(x′, u)| 6 c|x− x′|.

On définit alors le coût ergodique associée au contrôle u et à la condition initiale x ∈ Rd par la
formule : (on renvoie à la section précédente pour la définition de Eu

T)

J(x, u) = lim sup
T→∞

1
T

Eu
T

[∫ T

0
L (Xx

s , us) ds
]

.

Notre objectif va être de minimiser le coût sur l’ensemble des contrôles.
On note ψ le Hamiltonien défini pour tout x ∈ Rd et pour tout z ∈ Rl par :

ψ(x, z) = inf
u∈Rk
{L(x, u) + z . R(u)} . (4.4.11)

On montre assez facilement que pour tout u ∈ Rk, l’application (x, z) 7→ L(x, u) + z . R(u) est c-
lipschitzienne par rapport à x et z ; dès lors, la fonction ψ est elle-même c-lipschitzienne par rapport à
x et z, en tant qu’infimum de fonctions lipschitziennes ayant une constante de Lipschitz commune.

L’hypothèse 4.2.1 est ainsi vérifiée et le théorème 4.2.6 nous indique l’EDSRE (4.2.6) admet une
solution sous la forme

(
v (Xx

t ) , ζ (Xx
t ) , λ

)
.

On peut montrer (voir à ce sujet le théorème 4 de [MW67]) que si, pour tout (x, z) l’infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction γ : Rd ×Rl → Rk, qui soit mesurable et
telle que ψ(x, z) = L(x, γ(x, z)) + z . R(γ(x, z)).

Théorème 4.4.1

On se place sous les hypothèses 4.1.1 et 4.2.2 ; on rappelle que L et R suivent certaines contraintes
énoncées en début de section.
En outre, on suppose que le triplet (Y, Z, λ) est solution de l’EDSRE (4.2.6) pour un certain x ∈ Rd ;
où Y est un processus continu progressivement mesurable, Z ∈ L2

P ,loc

(
Ω; L2 (0, ∞; Rd)) et λ ∈ R.

Enfin, on suppose qu’il existe une constante cx > 0, dépendant éventuellement de x, telle que P-p.s.,

∀t > 0, |Yt| 6 cx

(
1 + |Xx

t |
2
)

.

Alors :

(i) pour tout contrôle u, on a J(x, u) > λ = λ ;

(ii) si L (Xx
t , ut) + Zt . R (ut) = ψ (Xx

t , Zt) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors J(x, u) = λ = λ ;

(iii) si l’infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors le contrôle ut = γ (Xx
t , Zt) vérifie J (x, u) = λ.

En particulier, pour la solution
(
v (Xx

t ) , ζ (Xx
t ) , λ

)
mentionnée ci-dessus, cela signifie que :

(iv) pour tout contrôle u, on a J(x, u) > λ ;

(v) si L (Xx
t , ut) + ζ (Xx

t ) . R (ut) = ψ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)

P-p.s. et pour p.t. t > 0, alors J(x, u) = λ ;

(vi) si l’infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors ut = γ
(
Xx

t , ζ (Xx
t )
)

vérifie J (x, u) = λ.
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5 Liens entre EDSR et EDSR ergodiques sous des hypothèses faibles
Dans cette section, on continuera à travailler avec des hypothèses du même type que dans la section

précédente. On s’intéressera davantage au comportement en temps des solutions mild des équations
HJB, et on fera le lien avec les solutions mild des équations HJB ergodiques.

5.1 Étude préliminaire d’une EDS

On considérera ici la même EDS que dans la section précédente, mais avec un coefficient de diffu-
sion désormais constant. On considère (Ω,F , P) un espace de probabilité complet, W un mouvement
brownien d-dimensionnel de filtration naturelle (Ft) supposée vérifiant les conditions habituelles.

On considère ici l’EDS : {
dXt = (AXt + F (t, Xt)) dt + G dWt

X0 = x , (5.1.1)

pour laquelle on formule les hypothèses suivantes.

Hypothèse 5.1.1

– A ∈ Md(R) est strictement monotone, au sens où

∃η > 0, ∀x ∈ Rd, 〈x, Ax〉 6 −η|x|2

et A est le générateur d’un semi-groupe de contractions
(
etA)

t>0 ;
– F : R+ ×Rd → Rd est une application bornée mesurable ;
– G ∈ GLd(R).

Proposition 5.1.2

1. On se place dans le cadre de l’hypothèse 5.1.1, et on suppose de plus que F est globalement
lipschitzienne par rapport à x. Alors, pour tout p ∈ [2,+∞[ et pour tout T > 0, il existe un
unique processus Xx ∈ Lp

P
(
Ω, C

(
[0, T], Rd)) qui soit solution de l’équation (5.1.1). De plus,

on a :
sup

06t<+∞
E
[
|Xx

t |
p] 6 C (1 + |x|p) , (5.1.2)

E

[
sup

06t6T
|Xx

t |
p

]
6 C(1 + T) (1 + |x|p) , (5.1.3)

où C est une constante qui ne dépend que de p, G et ‖F‖∞.

2. Si on suppose seulement que F est bornée et mesurable, alors la solution de (5.1.1) existe
toujours, mais au sens faible : il existe un espace probabilisé filtré

(
Ω̃, F̃ , P̃,

(
F̃t

))
, un P̃-

mouvement brownien W̃ et un processus X̃ solution de (5.1.1) sur cet espace probabilisé muni
de son mouvement brownien. Les majorations (5.1.2) et (5.1.3) demeurent vraies (en prenant
l’espérance sous P̃) et une telle solution est unique en loi.

Démonstration :
Ce résultat ressemble essentiellement à la proposition 4.1.2. La majoration (5.1.2) s’obtient par des calculs
similaires à ce qui a été fait au tout début de la démonstration du théorème 4.1.3. On va donc ici montrer
la majoration (5.1.3).
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Pour x ∈ Rd et 0 6 t 6 T, on a :

|Xx
t | 6

∣∣∣etAx
∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AF (s, Xx

s ) ds
∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣
6 |x|+ ‖F‖∞

∫ t

0
e−η(t−s) ds +

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣
6 |x|+ ‖F‖∞

1
η
+

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣
|Xx

t |
p 6 3p−1

(
|x|p +

(
‖F‖∞

η

)p
+

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p)
sup

06t6T
|Xx

t |
p 6 3p−1

(
|x|p + ‖F‖

p
∞

ηp + sup
06t6T

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p
)

6 κ1

(
1 + |x|p + sup

06t6T

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p
)

,

où κ1 = 3p−1 min
{

1,
(
‖F‖∞

η

)p}
.

On écrit alors : ∫ t

0
e(t−s)AG dWs = cα

∫ t

0
(t− u)α−1e(t−u)AYu du,

où α ∈
]

1
p

,
1
2

[
, cα =

(∫ t

s
(t− u)α−1(u− s)−α du

)−1
et Yu =

∫ u

0
(u− s)−αe(u−s)AG dWs.

Ainsi, notant q l’exposant conjugué de p, défini par
1
p
+

1
q
= 1, on obtient, par l’inégalité de Hölder :∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p 6 cp
α

(∫ t

0
(t− u)α−1

∥∥∥e(t−u)A
∥∥∥ |Yu| du

)p

6 cp
α

(∫ t

0
(t− u)α−1e−η(t−u) |Yu| du

)p

6 cp
α

(∫ t

0
(t− u)(α−1)qe−η(t−u)q du

) p
q
(∫ t

0
|Yu|p du

)
.

On note alors κ2 = cp
α

(∫ t

0
(t− u)(α−1)qe−η(t−u)q du

) p
q
.

Par les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy :

E

[
sup

06t6T

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p
]
6 κ2E

[∫ T

0
|Yu|p du

]
6 κ2

∫ T

0
E
[
|Yu|p

]
du

6 κ2T sup
06t6T

E
[
|Yt|p

]
6 κ3T sup

06t6T
E

[(∫ u

0
(u− s)−2α

∥∥∥e(u−s)AG
∥∥∥2

L(Rd)
ds
) p

2
]

6 κ3T‖G‖2 sup
06t6T

(∫ u

0
v−2αe−2ηv dv

) p
2

Or, on peut montrer (en coupant l’intégrale en 1 si jamais T > 1) que :

sup
06t6T

(∫ u

0
v−2αe−2ηv dv

) p
2
=

(∫ T

0
v−2αe−2ηv dv

) p
2

6
(∫ 1

0
v−2αe−2ηv dv +

e−2η

2η

) p
2

.

Ainsi,

E

[
sup

06t6T

∣∣∣∣∫ t

0
e(t−s)AG dWs

∣∣∣∣p
]
6 κ4T,

et la majoration est démontrée.
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Lemme 5.1.3

Quand on suppose que F est globalement lipschitzienne par rapport à x et que l’hypothèse 5.1.1 est
vérifiée, alors on a l’estimation :

∃ĉ > 0, ∃ν̂ > 0, ∀φ mesurable à croissance polynomiale de degré au plus µ,

∀x, y ∈ Rd, |Pt[φ](x)−Pt[φ](y)| 6 ĉ
(

1 + |x|1+µ + |y|1+µ
)

e−ν̂t, (5.1.4)

où on rappelle que Pt[φ](x) = E [φ (Xx
t )].

On insiste sur le fait que ĉ et ν̂ ne dépendent de F que via ‖F‖∞.

Remarque 5.1.4. On dit que φ est à croissance polynomiale de degré au plus µ si :

∃c > 0, ∃µ > 0, ∀x ∈ Rd, |φ(x)| 6 c (1 + |x|µ) .

Démonstration :
Comme dans la preuve du théorème 4.1.3, on montre que P

(
Xx

t 6= Xy
t

)
6 ĉ

(
1 + |x|2 + |y|2

)
e−ν̂t.

Ainsi, pour φ : Rd → R mesurable et vérifiant |φ(x)| 6 c (1 + |x|µ), on a, de la même manière que dans
le théorème 4.1.3 :

|Pt[φ](x)−Pt[φ](y)| 6 E
[∣∣∣φ (Xx

t )− φ
(

Xy
t

)∣∣∣] 6√E

[∣∣∣φ (Xx
t )− φ

(
Xy

t

)∣∣∣2]√P
(

Xx
t 6= Xy

t

)
6

√
E
[
c2 (2 + |x|µ + |y|µ)2

]√
ĉ (1 + |x|2 + |y|2) e−ν̂t 6 κ

(
1 + |x|1+µ + |y|1+µ

)
e−

ν̂
2 t

Corollaire 5.1.5

Le relation (5.1.4) reste vraie lorsqu’on suppose seulement que F est bornée, mesurable et que
pour tout t > 0, il existe une suite de fonctions (Fn(t, •))n∈N globalement lipschitziennes telles que
sup
n∈N

‖Fn‖∞ < ∞ et qui convergent simplement vers F(t, •) sur Rd.

Dans ce cas, la définition de Pt[φ] est prise relativement à la probabilité P̃ introduite dans la propo-
sition 5.1.2.

Démonstration :
Elle est similaire à celle du corollaire 4.1.5.
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5.2 Étude d’une EDSR à horizon fini

Désormais, on fixe T > 0, et on considère l’EDSR suivante, d’horizon fini, dont l’inconnue est un
processus

(
YT,t,x

s , ZT,t,x
s

)
s∈[t,T]

à valeurs dans R×Rd :

YT,t,x
s = ξT +

∫ T

s
f
(

Xt,x
r , ZT,t,x

r

)
dr−

∫ T

s
ZT,t,x

r dWr pour tout s ∈ [t, T], (5.2.5)

où
(

Xt,x
s

)
s>t

est la solution mild de l’EDS (5.1.1) issue de x au temps t. Si t = 0, on simplifiera les

notations en écrivant YT,x
s := YT,0,x

s et ZT,x
s := ZT,0,x

s .
Hypothèse 5.2.1

Il existe des constantes M > 0 et µ > 0 telles que f : Rd ×Rd → R et ξT vérifient :
– F : Rd → Rd (on retire la dépendance temporelle de F) est une fonction globalement lipschit-

zienne et de classe C1 ;
– ξT est une variable aléatoire FT-mesurable, à valeurs dans Rd et vérifiant

∣∣∣ξT
∣∣∣ 6 C

(
1 + sup

s∈[t,T]
|Xx

s |
µ

)
;

– ∀x ∈ Rd, ∀z, z′ ∈ Rd, | f (x, z)− f (x, z′)| 6 M|z− z′| ;
– ∀z ∈ Rd, f (•, z) est continue et ∀x ∈ Rd, | f (x, 0)| 6 C (1 + |x|µ).

Lemme 5.2.2

On se place dans le cadre des hypothèses 5.1.1 et 5.2.1.
Alors l’EDSR (5.2.5) admet une unique solution

(
YT,t,x

s , ZT,t,x
s

)
s∈[t,T]

appartenant à l’espace⋂
p>2

(
Lp
P

(
Ω, C

(
[t, T], Rd

))
× Lp

P

(
Ω, L2

(
[t, T], Rd

)))
.

Démonstration :
La démonstration de l’existence utilise une méthode de point fixe : on renvoie à la démonstration de la
proposition 4.3 de [FT02b].
On va démontrer l’unicité : soient

(
Y1, Z1) et

(
Y2, Z2) deux solutions, on note Ŷ = Y1−Y2 et Ẑ = Z1−Z2.

On pose, pour s ∈ R+,

βs =


f (Xt,x

s ,Z1
s )− f (Xt,x

s ,Z2
s )

|Ẑs|2
Ẑs si Z1

s 6= Z2
s

0 sinon

et on remarque que β est un processus borné par M.
On a

dŶs = −
[

f
(

Xt,x
s , Z1

s

)
− f

(
Xt,x

s , Z2
s

)]
ds + Ẑs . dWs.

Comme β est borné, par le théorème de Girsanov, il existe une mesure de probabilité P̃ sous laquelle

W̃s = Ws −
∫ s

t
βr dr est un mouvement brownien.

Ainsi

ŶT − Ŷs =
∫ T

s
Ẑr . dW̃r, puis Ŷs = ẼFs

[
Ŷs

]
= 0.

Ainsi, on a montré que ∀t > 0,
(
Y1

t = Y2
t P-p.s.

)
; la continuité de Y1 et Y2 permet d’en déduire que

Y1 = Y2 P-p.s.

Dès lors, on a E

[∫ T

t

∣∣∣Ẑs

∣∣∣2 ds
]
= 0, d’où l’égalité de Z1 et Z2 dans L2

P

(
Ω, L2

(
[t, T], Rd

))
.
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Hypothèse 5.2.3

On sera parfois amené à faire une hypothèse supplémentaire sur la variable aléatoire ξT :
– ξT = g

(
Xt,x

T

)
, où g : Rd → R est une fonction continue et à croissance polynomiale :

∀x ∈ Rd, |g(x)| 6 C (1 + |x|µ) .

Dans la suite, on va s’intéresser à l’équation HJB :{
∂tu(t, x) + Lu(t, x) + f (x,∇u(t, x)G) = 0, t ∈ [0, T], x ∈ Rd,
u(T, x) = g(x), x ∈ Rd (5.2.6)

où Lu(t, x) = 1
2 tr
(
GG∗∇2u(t, x)

)
+ 〈Ax + F(x),∇u(t, x)〉.

Définition 5.2.4

On dit d’une fonction u : [0, T]×Rd → R qu’elle est solution mild de l’équation (5.2.6) si :
– u ∈ C0,1 ([0, T]×Rd, R

)
;

– ∃C > 0, ∃k : [0, T]→ R, ∀x, h ∈ Rd, ∀t ∈ [0, T[,

|u(t, x)| 6 C
(

1 + |x|C
)

, |∇u(t, x)| 6 Ck(t)
(

1 + |x|C
)

et
∫ T

0
k(t)dt < ∞;

– ∀t ∈ [0, T], ∀x ∈ Rd, u(t, x) = PT−t[g](x) +
∫ T

t
Ps−t [ f (•,∇u(t, •)G)] (x)ds.

On rappelle que Pt[φ](x) = E [φ (Xx
t )].

Théorème 5.2.5

On suppose vérifiées les hypothèses 5.1.1, 5.2.1 et 5.2.3.
Dans ce cas, il existe une unique solution mild à l’équation (5.2.6) ; il s’agit de uT(t, x) = YT,t,x

t .

Démonstration :
On renvoie à la démonstration du théorème 4.2 de [FT02a].
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5.3 Étude d’une EDSR ergodique

Ici, on s’intéresse à l’EDSRE d’inconnue (Yx
t , Zx

t , λ)t>0 à valeurs dans R×Rd ×R :

Yx
t = Yx

T +
∫ T

t
{ f (Xx

s , Zx
s )− λ} ds−

∫ T

t
Zx

s . dWs ∀0 6 t 6 T < ∞ (5.3.7)

Hypothèse 5.3.1

Il existe des constantes M > 0 et µ > 0 telles que :
– F : Rd → Rd est globalement lipschitzienne et de classe C1 ;
– ∀x ∈ Rd, ∀z, z′ ∈ Rd, | f (x, z)− f (x, z′)| 6 M|z− z′| ;
– ∀z ∈ Rd, f (•, z) est continue et ∀x ∈ Rd, | f (x, 0)| 6 C (1 + |x|µ).

Lemme 5.3.2

On se place sous les hypothèses 5.1.1 et 5.3.1.
Ainsi, il existe une solution (Yx, Zx, λ) ∈ L2

P ,loc(Ω, C([0, ∞[, R)) × L2
P ,loc

(
Ω, L2 ([0, ∞[, Rd)) ×R à

l’équation (5.3.7).
De plus, il existe v ∈ C1 (Rd, R

)
telle que pour tous x, x′ ∈ Rd et pour tout t > 0 :

Yx
t = v (Xx

t ) et Zx
t = ∇v (Xx

t ) G,
v(0) = 0,

|v(x)− v(x′)| 6 C
(

1 + |x|1+µ + |x′|1+µ
)

,

|∇v(x)| 6 C
(

1 + |x|1+µ
)

.

Démonstration :
La méthode employée est la même que pour le théorème 4.2.6 : la seule différence vient de la croissance
polynomiale de f (•, 0).

Lemme 5.3.3

La solution (Yx, Zx, λ) du lemme précédent est unique dans l’ensemble des triplets (Y, Z, λ) tels
que :

– Y = v (Xx), avec |v(x)| 6 C (1 + |x|p) pour un p > 0 ;
– Z ∈ L2

P ,loc

(
Ω, L2 (0, ∞; Rd)), Z = ζ (Xx) avec ζ : Rd → Rd.

Démonstration :
On considère deux solutions

(
Y1 = v1 (Xx) , Z1 = ζ1 (Xx) , λ1) et

(
Y2 = v2 (Xx) , Z2 = ζ2 (Xx) , λ2). Pour

montrer que λ1 = λ2, on opère de la même façon que dans le théorème 3.2.7.
On écrit :

v1(x)− v2(x) = Y1
0 −Y2

0

= Y1
T −Y2

T +
∫ T

0

{
f
(

Xx
s , Z1

s

)
− f

(
Xx

s , Z2
s

)}
ds−

∫ T

0

(
Z1

s − Z2
s

)
. dWs

= v1 (Xx
T)− v2 (Xx

T) +
∫ T

0

(
Z1

s − Z2
s

)
. dW̃s,

où W̃t = Wt −
∫ t

0
β (Xx

s ) ds et β(x) =


( f (x,ζ1(x))− f (x,ζ2(x))).(ζ1(x)−ζ2(x))

|ζ1(x)−ζ2(x)|2
si ζ1(x) 6= ζ2(x)

0 sinon.
Comme β est bornée par l et mesurable, par le théorème de Girsanov, il existe une probabilité QT sous
laquelle W̃ est un mouvement brownien sur [0, T].
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Ainsi, v1(x)− v2(x) = EQT [
v1 (Xx

T
)
− v2 (Xx

T
)]

= PT
[
v1 − v2] (x), où P est le semi-groupe de Kolmo-

gorov associé à l’EDS : {
dUx

t = (AUx
t + F (Ux

t )) dt + G (β (Ux
t )dt + dWt)

Ux
0 = x

On peut appliquer le corollaire 5.1.5 et le lemme 4.2.4 pour obtenir :∣∣∣v1(x)− v2(x)
∣∣∣ = ∣∣∣(v1 − v2

)
(x)−

(
v1 − v2

)
(0)
∣∣∣ = ∣∣∣PT

[
v1 − v2

]
(x)−PT

[
v1 − v2

]
(0)
∣∣∣

6 ĉ
(

1 + |x|p+1
)

e−ν̂T −→
T→∞

0.

Donc v1 et v2 coïncident sur Rd.

La formule d’Itô appliquée à
∣∣Y1

t −Y2
t
∣∣2 permet de montrer également que E

[∫ T

0

∣∣∣Z1
s − Z2

s

∣∣∣2 ds
]
= 0.

Dans la suite, on va s’intéresser à l’équation HJB ergodique :

Lv(x) + f (x,∇v(x)G) = λ, x ∈ Rd, (5.3.8)

où Lv(x) = 1
2 tr
(
GG∗∇2v(x)

)
+ 〈Ax + F(x),∇v(x)〉.

Définition 5.3.4

On dit d’une fonction v : Rd → R et d’un réel λ qu’ils sont solutions mild de l’équation (5.3.8) si :
– v ∈ C0,1 (Rd, R

)
;

– ∃C > 0, ∀x ∈ Rd, |v(x)| 6 C
(
1 + |x|C

)
;

– ∀t ∈ [0, T], ∀x ∈ Rd, v(x) = PT−t[v](x) +
∫ T

t
Ps−t [ f (•,∇v(•)G)] (x)ds.

On rappelle que Pt[φ](x) = E [φ (Xx
t )].

Théorème 5.3.5

On suppose vérifiées les hypothèses 5.1.1, 5.3.1.
Dans ce cas, il existe une unique solution mild à l’équation (5.3.8) ; il s’agit du couple défini au
lemme 5.3.2.

Démonstration :
On renvoie à la démonstration du théorème 3.4.5.
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5.4 Comportement en temps long de ces deux EDSR

Dans cette sous-section, on rappelle que
(

YT,x
s , ZT,x

s

)
s∈[0,T]

désigne la solution de l’EDSR à horizon

fini (5.2.5) et que (Yx
s , Zx

s , λ)s>0 est la solution de l’EDSRE (5.3.7).

Théorème 5.4.1

Lorsqu’on se place sous les hypothèses 5.1.1 et 5.2.1, on a :

∀T > 0, ∀n ∈N∗,

∣∣∣∣∣YT,x
0
T
− λ

∣∣∣∣∣ 6 κn

(
1 + T

1
n

) (
1 + |x|1+µ

)
T

.

En particulier, ceci montre que
YT,x

0
T
−→

T→+∞
λ uniformément sur tout compact de Rd.

Démonstration :

Par inégalité triangulaire,

∣∣∣∣∣YT,x
0
T
− λ

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣YT,x

0 −Yx
0 − λT

T

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣Yx

0
T

∣∣∣∣.
Mais en reprenant les équations vérifiées par YT,x et par Yx, on a :

YT,x
0 −Yx

0 − λT = ξT +
∫ T

0
f
(

Xx
s , ZT,x

s

)
ds−

∫ T

0
ZT,x

s . dWs −
(

Yx
T +

∫ T

0
{ f (Xx

s , Zx
s )− λ} ds−

∫ T

0
Zx

s . dWs

)
− λT

= ξT − v (Xx
T) +

∫ T

0

{
f
(

Xx
s , ZT,x

s

)
− f (Xx

s , Zx
s )
}

ds−
∫ T

0

(
ZT,x

s − Zx
s

)
. dWs

= ξT − v (Xx
T)−

∫ T

0

(
ZT,x

s − Zx
s

)
. dW̃s,

où W̃t = Wt −
∫ t

0 βT
s ds et βT

s =


( f (Xx

s ,ZT,x
s )− f (Xx

s ,Zx
s )).(ZT,x

s −Zx
s )∣∣∣ZT,x

s −Zx
s

∣∣∣2 si ZT,x
s 6= Zx

s

0 sinon.
Par Girsanov, W̃ est un mouvement brownien sous une certaine probabilité QT , qui vérifie dQT = MTdP

quand on pose MT = exp
(∫ T

0
βT

s . dWs −
1
2

∫ T

0

∣∣∣βT
s

∣∣∣2 ds
)

.

On en déduit alors :
YT,x

0 −Yx
0 − λT = EQT

[
ξT − v (Xx

T)
]

.

En conséquence :∣∣∣∣∣YT,x
0 −Yx

0 − λT
T

∣∣∣∣∣ 6 EQT [∣∣ξT
∣∣]

T
+

EQT [∣∣v (Xx
T
)∣∣]

T

6
C
(

1 + EQT
[
sup06t6T |Xx

t |
µ
])

T
+

C
(

1 + EQT
[∣∣Xx

T
∣∣1+µ

])
T

D’autre part, par les inégalités de Jensen et (5.1.3), il vient :

EQT

[
sup

06t6T
|Xx

t |
µ

]
6 EQT

[
sup

06t6T
|Xx

t |
nµ

] 1
n

6
(

C̃n(1 + T) (1 + |x|nµ)
) 1

n
6 Cn

(
1 + T

1
n

)
(1 + |x|µ) .

D’autre part, suite à l’inégalité (5.1.2) :

EQT
[
|Xx

T |
1+µ
]
6 C′

(
1 + |x|1+µ

)
.

Notons que les constantes C′ et Cn ne dépendent pas de T.
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Finalement : ∣∣∣∣∣YT,x
0 −Yx

0 − λT
T

∣∣∣∣∣ 6 C
T

(
2 + EQT

[
sup

06t6T
|Xx

t |
µ

]
+ EQT

[
|Xx

T |
1+µ
])

6
C
T

(
2 + Cn

(
1 + T

1
n

)
(1 + |x|µ) + C′

(
1 + |x|1+µ

))
6

Ĉn

T

(
1 + T

1
n

) (
1 + |x|1+µ

)
.

Et comme
∣∣∣∣Yx

0
T

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣v(x)
T

∣∣∣∣ 6 C
(
1 + |x|1+µ

)
T

, en fin de compte :

∣∣∣∣∣YT,x
0 − λT

T

∣∣∣∣∣ 6 κn

T

(
1 + T

1
n

) (
1 + |x|1+µ

)
.

Théorème 5.4.2 (Cas markovien)

Quand on ajoute l’hypothèse 5.2.3 aux hypothèses du théorème précédent, alors on peut en raffiner
quelque peu le résultat et on obtient :

∀T > 0,

∣∣∣∣∣YT,x
0
T
− λ

∣∣∣∣∣ 6 κ
(
1 + |x|1+µ

)
T

.

Démonstration :
On commence par faire les mêmes calculs que dans la démonstration précédente. Comme ξT = g

(
Xx

T
)
,

on a :
YT,x

0 −Yx
0 − λT = EQT [g (Xx

T)− v (Xx
T)] .

Mais on sait que |g(x) − v(x)| 6 |g(x)| + |v(x)| 6 C (1 + |x|µ) + C
(
1 + |x|1+µ

)
6 C′

(
1 + |x|1+µ

)
. Dès

lors : ∣∣∣∣∣YT,x
0 −Yx

0 − λT
T

∣∣∣∣∣ 6 C′

T

(
1 + EQT

[
|Xx

T |
1+µ
])

6
κ

T

(
1 + |x|1+µ

)
.

Pour le moment, on a étudié le comportement au premier ordre pour montrer que, sous de bonnes

hypothèses,
YT,x

0
T
−→

T→+∞
λ uniformément sur tout compact de Rd. Les théorèmes qui suivent vont s’in-

téresser au comportement aux ordres suivants (2 et 3).

Remarque 5.4.3. Sans perdre en généralité, on peut supposer que F ≡ 0. En effet, notre objectif est d’étudier le
comportement en temps long des solutions de{

∂tu(t, x) = Lu(t, x) + f (x,∇u(t, x)G) , (t, x) ∈ R+ ×Rd

u(0, x) = g(x), x ∈ Rd .

Quitte à poser f̃ (x, z) = f (x, z) + 〈F(x), zG−1〉 (qui est une fonction continue et à croissance polynomiale en x, et
globalement lipschitzienne en z), on se ramène effectivement au cas F ≡ 0, puisque :

Lu(t, x) + f (x,∇u(t, x)G) =
1
2

tr
(

GG∗∇2u(t, x)
)
+ 〈Ax + F(x),∇u(t, x)〉+ f (x,∇u(t, x)G)

=
1
2

tr
(

GG∗∇2u(t, x)
)
+ 〈Ax,∇u(t, x)〉︸ ︷︷ ︸

=:L̃u(t,x)

+ f̃ (x,∇u(t, x)G)

On est donc amené à faire le jeu d’hypothèses qui suit pour continuer l’étude, tout en simplifiant les calculs qui
vont suivre. Il n’est en réalité pas plus contraignant que la combinaison des hypothèses 5.2.1 et 5.2.3.
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Hypothèse 5.4.4

Il existe des constantes M > 0 et µ > 0 telles que f : Rd ×Rd → R et ξT vérifient :
– F ≡ 0 ;
– ξT = g

(
Xt,x

T

)
, où g : Rd → R est une fonction continue et à croissance polynomiale :

∀x ∈ Rd, |g(x)| 6 C (1 + |x|µ) .

– ∀x ∈ Rd, ∀z, z′ ∈ Rd, | f (x, z)− f (x, z′)| 6 M|z− z′| ;
– ∀z ∈ Rd, f (•, z) est continue et ∀x ∈ Rd, | f (x, 0)| 6 C (1 + |x|µ).

Théorème 5.4.5

On se place sous les hypothèses 5.1.1 et 5.4.4.
Ainsi, il existe L ∈ R tel que :

∀x ∈ Rd, YT,x
0 − λT −Yx

0 −→T→∞
L.

De plus, on a la vitesse de convergence suivante :∣∣∣YT,x
0 − λT −Yx

0 − L
∣∣∣ 6 C

(
1 + |x|2+µ

)
e−ν̂T.

Remarque 5.4.6. En notant u et v les solutions mild des équations (5.2.6) et (5.3.8), ceci se réécrit :

|u(T, x)− λT − v(x)− L| 6 C
(

1 + |x|2+µ
)

e−ν̂T .

Démonstration :
On définit les fonctions uT(t, x) := YT,t,x

t et wT(t, x) := uT(t, x)− λ(T − t)− v(x).

Ainsi, on a YT,t,x
s = uT

(
s, Xt,x

s

)
et Yx

s = v (Xx
s ), pour tout s ∈ [t, T].

On rappelle que uT est l’unique solution mild de{
∂tuT(t, x) + LuT(t, x) + f (x,∇uT(t, x)G) = 0, (t, x) ∈ [0, T]×Rd

uT(T, x) = g(x), x ∈ Rd

et que uT+S est l’unique solution mild de{
∂tuT+S(t, x) + LuT+S(t, x) + f (x,∇uT+S(t, x)G) = 0, (t, x) ∈ [0, T + S]×Rd

uT+S(T + S, x) = g(x), x ∈ Rd .

En conséquence, on obtient : ∀x ∈ Rd, uT(0, x) = uT+S(S, x), puis wT(0, x) = wT+S(S, x).

Lemme 5.4.7 (Estimées de wT )

Sous les hypothèses du théorème 5.4.5, on a :

∃C̃1 > 0, ∀x ∈ Rd, ∀T > 0, |wT(0, x)| 6 C̃1

(
1 + |x|1+µ

)
∀x, y ∈ Rd, ∀T > 0, ∀0 6 T′ 6 T, ∃CT′ > 0, |∇xwT(0, x)| 6 CT′

(
1 + |x|1+µ

)
∃C̃2 > 0, ∀x, y ∈ Rd, ∀T > 0, |wT(0, x)− wT(0, y)| 6 C̃2

(
1 + |x|2+µ + |y|2+µ

)
e−ν̂T .

La constante ν̂ faisant référence au lemme 5.1.3, et les constantes C̃1, C̃2 et CT′ ne dépendant que de η, G, µ,
M,
∥∥∥ g(•)

1+|•|µ
∥∥∥

∞
et
∥∥∥ f (•)

1+|•|µ
∥∥∥

∞
(en plus de T′ pour CT′ ).

Démonstration (du lemme) :
Le premier point est une application directe du théorème 5.4.2 :

|wT(0, x)| = |uT(0, x)− λT − v(x)| =
∣∣∣YT,x

0 −Yx
0 − λT

∣∣∣ 6 κ
(

1 + |x|1+µ
)

.
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On s’intéresse maintenant à l’estimation du gradient de wT .

D’après le théorème 4.2 de [FT02a], on peut écrire, pour s ∈ [t, T], ZT,t,x
s = ∇xuT

(
s, Xt,x

s

)
G ; et

d’après le théorème 3.3.7, on a aussi Zt,x
s = ∇xv

(
Xt,x

s

)
G. Notamment, on remarque que wT est

différentiable par rapport à la variable d’espace et ZT,t,x
s − Zt,x

s = ∇xwT

(
s, Xt,x

s

)
G. Aussi, pour

tout s ∈ [t, T],

wT
(
s, Xt,x

s
)
= uT

(
s, Xt,x

s
)
− λ(T − s)− v

(
Xt,x

s
)
= YT,t,x

s − λ(T − s)−Yt,x
s

= ξT +
∫ T

s
f
(

Xt,x
r , ZT,t,x

r

)
dr−

∫ T

s
ZT,t,x

r . dWr − λ(T − s)

−Yt,x
T −

∫ T

s

{
f
(
Xt,x

r , Zt,x
r
)
− λ

}
dr +

∫ T

s
Zt,x

r . dWr

= wT

(
T, Xt,x

T

)
+
∫ T

s

{
f
(

Xt,x
r , ZT,t,x

r

)
− f

(
Xt,x

r , Zt,x
r
)}

dr−
∫ T

s

{
ZT,t,x

r − Zt,x
r

}
. dWr

Puis, par soustraction, on a : ∀t 6 s 6 T′ 6 T,

wT
(
s, Xt,x

s
)
= wT

(
T′, Xt,x

T′

)
+
∫ T′

s

{
f
(

Xt,x
r , ZT,t,x

r

)
− f

(
Xt,x

r , Zt,x
r
)}

dr−
∫ T′

s

{
ZT,t,x

r − Zt,x
r

}
. dWr.

À partir de ∂tuT(t, x) + LuT(t, x) + f (x,∇xuT(t, x)G) = 0 et Lv(x) + f (x,∇v(x)G) = λ, on
montre que :

∂twT(t, x) + LwT(t, x) = f (x,∇v(x)G)− f (x,∇xwT(t, x)G +∇v(x)G) .

En outre, la fonction wT vérifie la condition terminale : wT(T′, x) = YT,T′ ,x
T′ − λ(T− T′)− v(x) (qui

est une fonction continue et à croissance polynomiale en x).
Ainsi, en utilisant la formule de Bismut-Elworthy du théorème 4.2 de [FT02a], on obtient, pour
tous x, h ∈ Rd :

∇xwT(t, x)h = E

[∫ T′

t

{
f
(
Xt,x

s ,∇xwT
(
s, Xt,x

s
)

G + Zt,x
s
)
− f

(
Xt,x

s , Zt,x
s
)}

Uh(s, t, x)ds
]

+ E
[
wT

(
T′, Xt,x

T′

)
Uh(T′, t, x)

]
,

où Uh(s, t, x) =
1

s− t

∫ s

t
〈G−1∇Xt,x

σ h, dWσ〉.

Comme Xt,x est solution de l’EDS (5.1.1) avec F ≡ 0, on a donc ∇Xt,x
s = e(s−t)A.

Ainsi :

E

[∣∣∣Uh(s, t, x)
∣∣∣2] = 1

(s− t)2 E

[(∫ s

t
〈G−1e(σ−t)Ah, dWσ〉

)2
]
=

1
(s− t)2 E

[∫ s

t

∣∣∣G−1e(σ−t)Ah
∣∣∣2 dσ

]
6

1
(s− t)2

∫ s

t

∣∣∣G−1
∣∣∣2
L(Rd)

e−2η(σ−t)|h|2 dσ 6
1

s− t

∣∣∣G−1
∣∣∣2
L(Rd)

|h|2.

On en déduit :

|∇xwT(t, x)h| 6 E

[∫ T′

t

∣∣ f (Xt,x
s ,∇xwT(t, x)G + Zt,x

s
)
− f

(
Xt,x

s , Zt,x
s
)∣∣ ∣∣∣Uh(s, t, x)

∣∣∣ds
]

+ E
[∣∣∣wT−T′

(
0, Xt,x

T′

)∣∣∣ ∣∣∣Uh(T′, t, x)
∣∣∣]

6
∫ T′

t
E
[∣∣ f (Xt,x

s ,∇xwT(t, x)G + Zt,x
s
)
− f

(
Xt,x

s , Zt,x
s
)∣∣ ∣∣∣Uh(s, t, x)

∣∣∣]ds

+ E
[∣∣∣wT−T′

(
0, Xt,x

T′

)∣∣∣ ∣∣∣Uh(T′, t, x)
∣∣∣]

6
∫ T′

t
E
[

M |∇xwT(t, x)G|
∣∣∣Uh(s, t, x)

∣∣∣]ds + C̃1

(
1 + |x|1+µ

)
E
[∣∣∣Uh(T′, t, x)

∣∣∣]
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|∇xwT(t, x)h| 6 M
∫ T′

t
E
[
|∇xwT(t, x)G|2

] 1
2

E

[∣∣∣Uh(s, t, x)
∣∣∣2] 1

2
ds + C̃1

(
1 + |x|1+µ

)
E

[∣∣∣Uh(T′, t, x)
∣∣∣2] 1

2

6 M|G|L(Rd)

∫ T′

t
E
[∣∣∇xwT

(
s, Xt,x

s
)∣∣2] 1

2 |h|√
s− t

∣∣∣G−1
∣∣∣
L(Rd)

ds

+ C̃1

(
1 + |x|1+µ

) |h|√
T′ − t

∣∣∣G−1
∣∣∣
L(Rd)

6 κ1|h|
(∫ T′

t

1√
s− t

E
[∣∣∇xwT

(
s, Xt,x

s
)∣∣2] 1

2 ds +
1 + |x|1+µ

√
T′ − t

)
,

où κ1 ne dépend que de M et G.

On pose ϕ(t) = sup
x∈Rd

|∇xwT(t, x)|
1 + |x|1+µ

. En utilisant le théorème 4.2 de [FT02b] et le lemme 5.3.2, on

montre que ϕ est bien définie car :

|∇xwT(t, x)| 6 |∇xuT(t, x)|+ |∇v(x)| 6 CT
1 + |x|µ√

T − t
+ C (1 + |x|µ) .

Ainsi,

|∇xwT(t, x)h| 6 κ1|h|
(∫ T′

t

ϕ(s)√
s− t

E

[(
1 +

∣∣Xt,x
s
∣∣1+µ

)2
] 1

2
ds +

1 + |x|1+µ

√
T′ − t

)
,

puis, en utilisant la majoration (5.1.2), on obtient :

|∇xwT(t, x)h|
1 + |x|1+µ

6 κ2|h|
(∫ T′

t

ϕ(s)√
s− t

ds +
1√

T′ − t

)
,

et par passage au supremum selon x ∈ Rd et |h| = 1, il vient :

ϕ(t) 6 κ2

(∫ T′

t

ϕ(s)√
s− t

ds +
1√

T′ − t

)
ϕ(T′ − t) 6 κ2

(∫ T′

T′−t

ϕ(s)√
s− T′ + t

ds +
1√

t

)
= κ2

(∫ t

0

ϕ(T′ − s)√
t− s

ds +
1√

t

)
D’après le lemme 7.1.1 de [Hen81], on a :

ϕ(T′ − t) 6
κ2√

t
+ θ

∫ t

0
E′(θ(t− s))

κ2√
s

ds,

où θ =

(
κ2Γ

(
1
2

))2
et E(z) =

∞

∑
n=0

z
n
2

Γ
( n

2 + 1
) .

Ainsi ϕ(0) est majorée par une constante CT′ qui ne dépend que de κ2 et T′ ; le fait que l’intégrale

soit finie est dû au caractère borné de E′ et à l’intégrabilité en 0 de s 7→ 1√
s

.

Dès lors |wT(0, x)| 6 CT′
(
1 + |x|1+µ

)
.

Or wT(0, x) = uT(0, x)−λT− v(x) = YT,0,x
0 −λT−Y0,x

0 = EQT
[
g
(
Xx

T
)
− v

(
Xx

T
)]

= PT [g− v](x),
où P est le semi-groupe associé à l’EDS{

dUx
t = AUx

t dt + G
(
dWt + βT (t, Ux

t )dt
)

Ux
0 = x

et où βT(t, x) =


f (x,∇xuT(t,x)G)− f (x,∇v(x)G)

|∇xuT(t,x)G−∇v(x)G|2
(∇xuT(t, x)G−∇v(x)G) si t < T et ∇xuT(t, x)G 6= ∇v(x)G

f (x,∇xuT(T,x)G)− f (x,∇v(x)G)

|∇xuT(T,x)G−∇v(x)G|2
(∇xuT(T, x)G−∇v(x)G) si t > T et ∇xuT(T, x)G 6= ∇v(x)G

0 sinon
Ainsi, d’après 5.1.5,

|wT(0, x)− wT(0, y)| = |PT [g− v](x)−PT [g− v](y)| 6 ĉ
(

1 + |x|2+µ + |y|2+µ
)

e−ν̂t.
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D’après le lemme qu’on vient de montrer, on a :

∃C̃1 > 0, ∀x ∈ Rd, ∀T > 0, |wT(0, x)| 6 C̃1

(
1 + |x|1+µ

)
.

Par extraction diagonale (voir le paragraphe précédant le théorème 3.2.5), on montre que pour une cer-
taine suite (Ti) croissante et tendant vers l’infini, on a : wTi (0, •) cvs−→

i→∞
w, où w : Rd → R est une certaine

fonction continue.
Par passage à la limite dans l’inégalité

∣∣wTi (0, x)− wTi (0, y)
∣∣ 6 C̃2

(
1 + |x|2+µ + |y|2+µ

)
e−ν̂Ti , on montre

que w est une fonction constante, égale à un nombre L1.
Notre objectif va maintenant être de montrer que lim

T→∞
wT(0, x) = L1 pour tout x ∈ Rd.

Soit K un compact de Rd ; les fonctions wT étant globalement lipschitziennes sur K, il existe une suite(
T′i
)

croissante et de limite infinie et une fonction w∞,K ∈ C(K, R) telle que
∥∥∥wT′i

(0, •)− w∞,K

∥∥∥
∞
−→
i→∞

0.

Comme précédemment, on montre que la fonction w∞,K est constante, égale à L2,K.
Un calcul permet de montrer que, pour x ∈ Rd et T, S > 0, on a :

wT+S(0, x) = YT+S,x
S − λT −Yx

S −
∫ S

0

(
ZT+S,x

r − Zx
r

)
. dW̃T,S

r ,

où W̃T,S
t = Wt −

∫ t

0
βT,S (s, Xx

s )ds et où

βT,S(t, x) =


f (x,∇xuT+S(t,x)G)− f (x,∇v(x)G)

|∇xuT+S(t,x)G−∇v(x)G|2
(∇xuT+S(t, x)G−∇v(x)G) si t 6 S et ∇xuT+S(t, x)G 6= ∇v(x)G

f (x,∇xuT+S(S,x)G)− f (x,∇v(x)G)

|∇xuT+S(S,x)G−∇v(x)G|2
(∇xuT+S(S, x)G−∇v(x)G) si t > S et ∇xuT+S(S, x)G 6= ∇v(x)G

0 sinon

Par Girsanov, W̃T,S est un mouvement brownien sous une loi QT,S et :

wT+S(0, x) = EQT,S
[
YT+S,x

S − λT −Yx
S

]
= EQT,S

[wT+S (S, Xx
S)] = EQT,S

[wT (0, Xx
S)] = PS [wT(0, •)] (x),

où P est le semi-groupe associé à l’EDS{
dUx

t = AUx
t dt + G

(
dWt + βT,S (t, Ux

t )dt
)

Ux
0 = x

Sans perte de généralité, on peut supposer qu’on peut extraire une infinité d’indices i tels que Ti > T′i ;
on remplace alors T par T′i et S par Ti − T′i . Ainsi :

∀x ∈ Rd, wTi (0, x) = PTi−T′i

[
wT′i

(0, •)
]
(x).

On sait que le membre de gauche tend vers L1. En appliquant le lemme 4.2.4 à βT,S et en utilisant ensuite
le corollaire 5.1.5, on montre que le membre de droite tend vers L2,K. Autrement dit : L1 = L2,K. On a donc
montré que l’ensemble {wT(0, •) K|T > 1} admet un unique point d’accumulation : la fonction constante
égale à L1 ; ce dernier est par ailleurs indépendant de K.
Ainsi, ∀K compact de Rd, ∀x ∈ K, wT(0, x) −→

T→∞
L1.

Plus simplement, ∀x ∈ Rd, wT(0, x) −→
T→∞

L1 =: L.

Pour montrer la vitesse de convergence, on écrit :

|wT(0, x)− L| = lim
S,n,m→∞

∣∣wT(0, x)−E
[
wT
(
0, Ux,m,n

S
)]∣∣ ,

où Ux,m,n est le processus approchant Ux à l’aide du lemme 4.2.4 appliqué à βT,S.
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5.5 Contrôle ergodique optimal

On s’intéresse ici au problème du contrôle ergodique optimal.
Dans toute cette section, on suppose vérifiée l’hypothèse 5.1.1 et que F est une application globale-

ment lipschitzienne de classe C1. On note Xx la solution de l’EDS (5.1.1).
On appelle contrôle tout processus progressivement mesurable par rapport à la filtration (Ft) et à

valeurs dans Rk, où k > 0.

Soit R : Rk → Rl , L : Rd ×Rk → R et g0 : Rd → R trois fonctions mesurables ; telles que pour des
constantes c, C, µ > 0, on ait :

– ∀a ∈ Rd, |R(a)| 6 c ;
– L(•, a) est continue en x, uniformément respectivement à a ∈ Rk ;
– ∀x ∈ Rd, ∀a ∈ Rk, |L(x, a)| 6 C (1 + |x|µ) ;
– g0 est continue ;
– ∀x ∈ Rd, |g0(x)| 6 C (1 + |x|µ).
On introduit deux fonctions de coût. La première est la fonction de coût pour l’horizon fini : (on

renvoie à la section 3 pour la définition de Ea
T)

JT(x, a) = Ea
T

[∫ T

0
L (Xx

s , as) ds + g0 (Xx
T)

]
.

Le problème associé consiste à minimiser le coût sur l’ensemble des contrôles aT : Ω× [0, T] → Rk

progressivement mesurables.
On définit ensuite le coût ergodique associée au contrôle a et à la condition initiale x ∈ Rd par la

formule :

J(x, a) = lim sup
T→∞

1
T

Ea
T

[∫ T

0
L (Xx

s , as) ds
]

.

On note f0 le Hamiltonien défini pour tout x ∈ Rd et pour tout z ∈ Rl par :

f0(x, z) = inf
a∈Rk

{
L(x, a) + zG−1 . R(a)

}
. (5.5.9)

On peut montrer (voir à ce sujet le théorème 4 de [MW67]) que si, pour tout (x, z) l’infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction γ : Rd ×Rl → Rk, qui soit mesurable et
telle que ψ(x, z) = L(x, γ(x, z)) + zG−1 . R(γ(x, z)).

Lemme 5.5.1

Sous les hypothèses qu’on a faites ici sur R et L, la fonction f0 est globalement lipschitzienne par
rapport à z, continue par rapport à x uniformément en z, et à croissance polynomiale par rapport à
x.

Démonstration :
Le fait que f0 soit globalement lipschitzienne en z a déjà été abordé dans les sections précédentes. Les
autres résultats proviennent du lemme 5.2 de [FT02a].

Lemme 5.5.2

On se place dans le cadre de l’hypothèse 5.1.1 et des contraintes fixées à R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C1 et qu’elle est globalement lipschitzienne.
On note u la solution mild de l’équation :{

∂tu(t, x) = Lu(t, x) + f0 (x,∇u(t, x)G) , t ∈ R+, x ∈ Rd

u(0, x) = g0(x), x ∈ Rd (5.5.10)

Alors, pour tout contrôle a, on a : JT(x, a) > u(T, x).
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De plus, si pour tous x, z, l’infimum est atteint en (5.5.9), alors on a l’égalité JT (x, aT) = u(T, x), où

aT
t = γ

(
Xx,aT

t ,∇u
(

t, Xx,aT

t

)
G
)

.

Démonstration :
On renvoie au théorème 5.3 de [FT02a].

Remarque 5.5.3. Précédemment, on a étudié l’équation HJB (5.2.6), qui s’écrivait sous la forme :{
∂tu(t, x) + Lu(t, x) + f (x,∇u(t, x)G) = 0, t ∈ [0, T], x ∈ Rd

u(T, x) = g(x), x ∈ Rd

En fait les équations (5.2.6) et (5.5.10) sont liées par un changement de temps : si uT est la solution mild de (5.2.6),
alors ũT(t, x) := uT(T − t, x) est l’unique solution mild de (5.5.10). En plus, comme ũT(T, x) = uT(0, x) = YT,0,x

0 ,
le comportement en temps long de YT,0,x

0 est le même que celui de la solution de (5.5.10).
Pour le coût ergodique, on a un résultat similaire au lemme précédent.

Lemme 5.5.4

On se place dans le cadre de l’hypothèse 5.1.1 et des contraintes fixées à R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C1 et qu’elle est globalement lipschitzienne.
On note (v, λ) la solution mild de l’équation :

Lv(x) + f0 (x,∇v(x)G) = λ, x ∈ Rd (5.5.11)

Alors, pour tout contrôle a, on a : JT(x, a) > λ.
De plus, si pour tous x, z, l’infimum est atteint en (5.5.9), alors on a l’égalité JT (x, a) = λ, où
at = γ

(
Xx,a

t ,∇u
(

t, Xx,a
t

)
G
)

.

Démonstration :
On renvoie au théorème 3.5.1.

Théorème 5.5.5

On se place dans le cadre de l’hypothèse 5.1.1 et des contraintes fixées à R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C1 et qu’elle est globalement lipschitzienne.

Alors, pour tout contrôle a, on a : lim inf
T→∞

JT(x, a)
T

> λ.

De plus, si pour tous x, z, l’infimum est atteint en (5.5.9), alors on a :

JT
(

x, aT
)
= J (x, a) T + v(x) + L + oT→∞(1).

Démonstration :
Le premier résultat est une conséquence directe du lemme 5.5.2 et du théorème 5.4.5.
Le second fait intervenir en plus le lemme 5.5.4.
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