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1 Introduction

L’objectif de ce stage était d’étudier trois articles de recherche qui s’intéressent aux EDSR ergodiques
et a leurs applications. Dans un but de simplification, ce rapport se place dans le cadre de la dimension
finie, alors que les articles originaux faisaient apparaitre des espaces plus généraux (espaces de Hilbert,
voire espaces de Banach).

Le premier article ([FHTog], voir en section 3) permet une premiere approche sous des hypothéses
restrictives (par exemple, le drift de 'EDS sous-jacente est supposé continu). Apres avoir étudié une
premiere EDS (intégrabilité et dépendance a la condition initiale de la solution notamment), on introduit
une EDSR dite “ergodique” :

T T
Y;‘:Y{H—/ (9 (XE,Z5) — ) da—/ Z5.dW,, 0<t< T < oo,
t t

ot W désigne un mouvemnt brownien d-dimensionnel et dont 1'inconnue est le triplet (Y,Z, A), avec
Y et Z des processus adaptés a valeurs dans R et R?, et A un nombre réel. Pour établir I'existence et
I"unicité des solutions de cette équation, on s’appuie sur des résultats bien connus a propos des EDSR
qu’on pourrait dénommer “classiques”, c’est-a-dire de la forme :

T T
y;f:¥%+/ FXE,YE, 75) da—/ 75 dW,, 0<t< T < oo,
t t

Puis, sous des hypotheses supplémentaires de régularité de F et ¢, on s’intéresse a la différentiabilité
des processus solutions.

Enfin, l'étude de ce premier article s’acheve sur deux applications : d'une part, la résolution de
I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique (d’inconnues la fonction v et le réel 1)

Lo(x)+ v (x, Vo(x)G) = A, x €RY,

ot G € GL;(R) et ou £ est I'opérateur défini formellement de la fagon suivante :

1 *
Lf(x) = Str (GG"V2f(x)) + (F(x), VS(x));
d’autre part, la résolution d’un probleme de controle optimal.

L’étude du second article ([DHT10]) suit a peu pres le méme schéma. La principale différence réside
dans l'affaiblissement de certaines hypotheses, par rapport au premier article. Aussi, et a la différence
de I'article original, le coefficient de diffusion de I'EDS sous-jacente n’est pas ici supposé constant (mais
borné, globalement lipschitzien et d’inverse borné); le principal point de blocage a cette généralisation
était la démonstration du théoréme mais le fait de travailler en dimension finie nous a permis
d’utilier le lemme d’Aronson (voir [Aro67]]) et d’outrepasser cette difficulté.

Enfin, le troisieme article ((HMR15]) s'intéresse davantage au lien entre I’'EDSR a horizon fini

T T
yItx = &t —|—/S f (Xﬁ'x, ZrT't’x) dr — / ZItx dW, pour touts € [t, T]

S

et 'EDSR ergodique
T T
Y :Y%+/ (F(XE, Z5) — A} ds—/ ZF AW, YO<t<T < oo
t t

Sous de nouvelles hypotheses, on regarde le comportement en temps long des solutions de ces deux
équations, ce qui apporte de nouvelles informations sur le probleme de controle optimal.



2 Notations

On désignera par | o | la norme euclidienne sur R? ou IR!; éventuellement, on précisera l'espace en
indice. Les produits scalaires dans R? et dans R/ seront désignés par (e, ®) ou par e . e.

Pour une fonction bornée ¢ : R? — R, on notera ||¢||e = sup |¢(x)|.
x€R?

6(x) — p(x')|

Si ¢ est globalement lipschitzienne, alors on écrira [|¢||i, =  sup |

x,x' €RY, x#£x'
Etant donné un espace de probabilité (Q), F,P), muni d’une filtration (Ft);>0, On considere les
ensembles suivants de processus stochastiques a valeurs dans R¥ :
- L% (Q,C([o,T], IRd) ),otp € [1,00 et T > 0, estl'espace des processus prédictibles Y a trajectoires
continues sur [0, T] et tels que :

p _
|Y|L§3(Q,C([0,T},Rd)) =E

sup ]Yt\]’f{d] < oo;
t€[0,T)

- L% (L2 ([0, T],RY)), ot p € [1,00[ et T > 0, est 'espace des processus prédictibles Y sur [0, T]

et tels que :
T 5
(/0 1Y 2 dt) < oo;

- 13, 00 (O, L2 (0,00;RY) ) est I'espace des processus prédictibles Y sur [0, e, qui appartiennent a
L% (Q,L2 ([0, T],RY)) pour tout T > 0.

p _
‘Y|L§,(Q,L2([O,T],]Rd)) =E




3 Un premieére étude sous des hypotheéses fortes

Dans cette premiere section, on imposera a certains coefficients qu’ils soient continus a croissance
polynomiale (ce sera le cas de la fonction F) ou bien globalement Lipschitz (comme pour la fonction
qui apparaitra dans 'EDSR de cette section). Ces hypotheéses seront allégées par la suite.

3.1 Ftude préliminaire d’une EDS

On se place dans un espace probabilisé complet noté (), F,P). Dans cette section, on va s’intéresser
a I’équation différentielle stochastique (abrégée en “EDS”) qui suit.

dX; = F(Xp)dt+GdW,, t>0
{ Xt B (Xi) t (3.1.1)
0 = X

Dans I'EDS (3.1.1), F est une fonction de R? dans lui-méme, G une application linéaire de R! dans
RY, W un mouvement brownien I-dimensionnel et x un élément de R (ot d et | sont deux entiers
naturels non-nuls). Aussi, pour tout ¢ > 0, on désignera par F; la tribu engendrée par {Ws, s € [0, ]} et

les ensembles P-négligeables. Pour simplifier, dans la suite, on dira qu’un processus est adapté quand
il est adapté a la filtration (F)cp -

Hypothese 3.1.1

La fonction F : R? — R? est :
— continue;
— a croissance polynomiale, c’est-a-dire

Jc>0,3k €N, Vx € R? |F(x)| < ¢ (1 + |x\k> ;
— strictement monotone, au sens ou

dn >0, Vxi,x2 € RY, (x1 —x2,F(x1) = F(x2)) < =1 |x1 — x2 2

3.1.1 Résolution de 'EDS

Sous cette hypotheése sur la fonction F, on peut alors montrer le théoreme fondamental suivant.

Théoréme 3.1.2

On se place dans le cadre de 'hypothese
Alors I'EDS (3.1.1) admet une unique solution forte définie sur R, id est un processus X a trajec-
toires continues, prenant ses valeurs dans R? et satisfaisant P-p.s.

t
Xt:x+/ F(X,) ds+GW,, t>0.
0

Démonstration:
Voir le théoreme 5.5.8 de [DZ92]. ]

Remarque 3.1.3. L'unicité des solutions de 'EDS (3.1.1) nous permet d’obtenir quelques relations utiles pour la
suite.

Soit v € R4 ; on définit un nouveau mouvement brownien By = Wi, — W, dont on note (G¢) la filtration
naturelle.

On note X* la solution sur R de I'EDS suivante :

~ t ~
XF=x +/ F (X;f) ds + GBy. (3.1.2)
0



Aussi, on considere X le processus solution de 'EDS commencée au temps v et issue de 6, variable aléatoire

JFr-mesurable, & valeurs dans R? et de carré intégrable :
(%
X2 = 9+/ F (xg") ds + G (Wy — Wo);
t

par ailleurs, on convient que X;** = E7¢[6] si t < 0.
On a alors :

~ t -
X;‘:x—@-/o F(X;C) dS+G(Wt+U—WU),
t
XPt = x4 [ F(X3,) ds+ G (Wiso — Wo).

Par unicité forte, on a donc :

V>0, Xf =X}, P-ps.

Et I'unicité forte impliquant 1'unicité en loi, on a également X* £ X*, d’ot :

L
(Xﬂ@o = (Xffv) 120"

3.1.2 Dépendance de la solution vis-a-vis de sa condition initiale

(3-1.3)

(3.14)

(3-1.5)

Dans la suite de ce document, cette unique solution a 'EDS (3.1.1) issue du point x € R? sera notée

X*. On s’intéresse désormais a la dépendance de la solution vis-a-vis de sa condition initiale.

Proposition 3.1.4

On se place dans le cadre de I'hypothése
Alors on a
YVt >0, Vxg, x € RY, Xt — sz‘ <e " |x; —xof.
Démonstration :

Soient x1,xy € R?. Le théoreme précédent fournit :
t
VS0 X X =m— e+ [ (F(XT) - F(XP)) ds.
0

Comme la fonction F est continue, I'application X3! — X32 est de classe C! et on a

L xm) = F ()~ (x).

p 2 c s L.
En conséquence, | Xy — X32|” est une application dérivable et

d 2 2
371X = XE T =205 = X2 R (X]) = F(X77)) < =27 X = X2 [

On en déduit alors que

9 (&0~ X ) =25 [ — xS - x <o

. .. . 2 7N
Finalement, ceci implique que pour tout t > 0, on a 2/ |X;1 — X;2|" < |x; — x2|?, d’ou :

| X3 = X2 < e xg — xo.



3.1.3 Intégrabilité de la solution

Les deux propositions qui suivent vont nous permettre de controler I'espérance de la solution de
I’EDS considérée dans cette section.

Proposition 3.1.5

On se place dans le cadre de 'hypothese
Alors, pour n’importe quels T > 0 et p > 1, il existe une constante C, r finie et telle que

Vx € R, E | sup |XF|*| <

t€[0,T]

Cpr (14 [x]7).

Démonstration : 4
On fixe x € R? et on pose Z; = X§ — GW;. Ainsi, Z, est dérivable et 24 = F (X)),
Soit t € RY,.. Supposons temporairement que Z; # 0, pour tout s € [0, f].
Ainsi, la fonction |Z,| est dérivable sur [0, ¢] et
d _ (Zs,F(X})) <ZS,F(ZS+GWS)fF(GWs)>+<ZS,F(GWS)> 711|Zs| + |Zs| |F (GW)|
3. |ZS| - - \
ds |Zs] |Zs] |Zs|
=11 Zs| + [F (GWs)].
En conséquence, reproduisant I'idée déja présente dans la preuve précédente, on obtient

d
2 (€7 1Z,]) < e |F (GW,)]

En intégrant cette inégalité, on obtient alors
1Z4) < e Mx| + / 10-5) |F (GW,)) ds. (3.1.6)

Cette inégalité reste évidemment vraie si Z; = 0; et si jamais ¢y désigne le dernier instant d’annulation
de Z, avant le temps ¢, on montre de méme :

ot 't
1Z,] </ e~ 1=5) |F (GWS))| dsge—ﬂf|x|+/ e~ 1=5) |F (GW,)| ds.
~t0 '0

En définitive, 'inégalité (3.1.6) demeure vraie pour tout t € R.
On en déduit que

t ot
bied ge—'ﬂ|x|+|cwt|+/ e 1=3) |F (GWy)| ds < |x|+|th|+/ |F (GWs)| ds.

En utilisant 'inégalité de Jensen, pour la fonction convexe x — xP — rappelons que p > 1 —, il vient

-1 (|x|P+]E t:l[?)pT] (/ |F (GW5)| ds) ]) .

Intéressons-nous au dernier terme : par une nouvelle utilisation de cette méme inégalité, on montre que

p
sup (/ |F (GWs)| ds)
t€[0,T]

sup |X7|P
te[0,T]

sup |GW;|?
t€[0,T]

+E

E < TPE

sup |F(GW¢)|p1 < TPcPE
te[0,T]

sup (1 + |GWt\k> p}
te[0,T]

) |

L’équivalence des normes en dimension finie et 1'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy nous permet de
démontrer que :

sup |GW;|*?

< TPeP2r—1 <1 +E
te[0,T]

Vp>1,VT >0, E | sup |GW;|?

te[0,T]
La preuve est ainsi achevée. u




Proposition 3.1.6

On se place toujours sous 'hypothese
Soit v un processus adapté, borné et a valeurs dans R’ en notant X*” la solution forte de I'EDS

dX;" = F(X;7") dt+GdW;+Gydt, t>0
Xo = x (3-17)

il vient )

supE || X" < C; (1+1xP),

£>0

pour une certaine constante C, ne dépendant que de la norme uniforme de +.
En particulier, on en déduit (avec v = 0)

sup E [|X{?] < C (1+1x),

t20

pour une certaine constante C > 0.

Démonstration :
Par la formule d’It0, on obtient

d|x

2= 2(XPTF (XFY) + Gy dE+2(XF7,GdAW,) + (Z g@) dt.
i
En intégrant, puis en prenant 1’espérance, on en déduit

t
2} — x> =2E Vo (X3, F(XT) + Goys) ds} + (2 g@) t.
. oy

E[|x"

Mais, par monotonie de F, on a :

(F(XI7) + Gye, XE™) = (F (XI™) = F(0), X&) + (F(0) + Gys, X2 < — | X2 [* + [F(0) + Grys | X2

1 vxr2 . |F(0)+Gysl?
< _1 AT ISl
<=5 X7+ 2

A Vg e 212 . o s
(au passage, on a utilisé 1'inégalité ab < 2 erb qui provient d’une identité remarquable).

On a alors, apres application du théoreme de Fubini (pour intervertir espérance et intégrale) :
=t (gE || X7 + 2B (X7, F (X7) + G 2
=€ U | t + [<t ’ (t )+ 7t>]+2g1,]
ij

F(0) + G¢|?
<em<| ()17 1 +Zg5j)'
L]

i (%

[F(0) + Gyel?

Soit C, une constante qui majore uniformément +3) glz,j, dépendant uniquement de la
ij

norme uniforme de 7. En intégrant I'inégalité précédente, on obtient :

et —1

e'E || X} C,.

- x2 <

On en déduit alors : " c
1 e

E [|X7]"] <eMal+ ———Cy < 2 =
Remarque 3.1.7. Cette derniére proposition implique également sup IE [| X;””|] < C/, (14 |x[), pour une certaine

constante C), ne dépendant que de la norme uniforme de 7.

8



3.1.4 Mesure invariante associée a 'EDS

Théoreme 3.1.8

On se place dans le cadre de 'hypothese
Dans ce cas, I'EDS (3.1.1) admet une unique mesure invariante sur R¢, qu’on appellera y.
De plus, pu est fortement mélangeante, ce qui signifie :

Vx € RY, £ (XF) converge faiblement vers u quand t — +co.

Enfin, il existe une constante C > 0, telle que pour toute fonction ¢ : R — R qui soit bornée et
globalement Lipschitzienne, on ait :

Elp (0] - [, o] < 1+ e ol

Démonstration:
Wt sit 2 0

. et on considere
V_t sit g 0

Soit V un R'-mouvement brownien indépendant de W, on pose W; = {

I'EDS (pour t > s) :

{ dX}* = F(X})dt + GAW;
X =x

Cette EDS admet une unique solution forte et d’apres la proposition

2} <c(1+RP).

3C >0,V >0,E UX?"‘

En utilisant le fait que X}"* £ x0x

i1, et la majoration de la proposition on peut alors montrer que
pourt> —A > —v,ona:

E Uxt“ — X

2] < e~ 21(t+A) (1 + ]x\z) ‘

Ainsi, si vy j> +o00, alors (X? "’x)n est de Cauchy dans L2 (Q, ]Rd> donc converge vers une variable
n—oo

aléatoire pf.

En utilisant la proposition on montre que :

E UX?”” — X0

2
] L e 2 |5y — x50 — 0.
n—oo

Ainsi, on a montré que p;! = p;? P-p.s. et donc p; ne dépend pas de x.
On peut aussi montrer que :

2
2 0,X*
—TnX _ y—YnX _ 0,x _ -t =2n(ty+yn) ! 2
E Uxtl X,, } —E ‘thﬂn n2 | <e ' (1+1xP) — 0.

Donc p, = pt, P-p.s. et p ne dépend pas de t, donc u = L(p) est une mesure invariante.

Par le théoreme 7.2.1 de [DZg6], le semi-groupe associé a X (voir la définition [3.3.10) est régulier en tout
temps t > 0.

Par le théoréeme de Doob, (qui porte le numéro 4.2.1 dans [DZg6]), u# est l'unique mesure invariante et est
fortement mélangeante.

Ainsi, par passage a la limite (de s vers l'infini) dans

[E ¢ (Xi) = ¢ (X < llplhipE [1XF — XTI < lIgllipe™""C (1 + |x]),

on obtient le résultat. [ |



3.2 Une EDSR ergodique (EDSRE)

On s’intéresse dans cette section aux EDSR (dites ergodiques) de la forme suivante.

T T
Yf:Y%+/ ( (X5, Z5) — A) da—/ ZE.dW,, 0<t<T < oo (3.2.8)
t t

Dans ce contexte, X* est le processus défini comme solution de (3.1.1) dans la section précédente
et 1 une fonction de R? x R! a valeurs dans R. Les inconnues de cette équation sont les processus Y*
et Z* a valeurs dans R et R respectivement, ainsi que la constante réelle A. Cette équation doit étre
vérifiée pour tous les couples (t, T) de réels vérifiant 0 < t < T < oo (on parle d’horizon infini).
Hypothese 3.2.1

La fonction ¢ : R? x R — R
— est globalement lipschitzienne :

IK,, K, >0, Vx,x' € RY, Vz,7 € R,

P (x,z) — ¢ (¥,2)| <Ke|x — x|+ K |z -2

4

— est telle que ¥(e,0) soit bornée; on note M = sup |¢(x,0)|.
x€R4

3.2.1 Résolution d"'une EDSR auxiliaire

On commence par s’intéresser a 'EDSR (non-ergodique) a horizon infini suivante, faisant intervenir
un nouveau parametre a > 0.

T T
=y [ (X5 2 i) do - [ 75 AW, 0<<T <o (32.9)

Théoreme 3.2.2

On se place sous les hypotheses et

Dans ce cas, ’équation (3.2.9) admet une unique solution (Y**, Z**) telle que Y** soit un processus
continu borné et Z*# soit un élément de L%, (0, L? (0, co; ]Rl) ).
De plus, on a la majoration suivante :

M

vt 0, v < 2

< P-p.s.

Démonstration :
Il s’agit ici de simplifier quelque peu la démonstration plus générale du théoreme 2.1 de [Royo4] pour
I'adapter a notre cadre.

Unicité : Soient (Y!,Z!) et (Y2 Z2) deux solutions de (3.2.9) ayant les régularités voulues; on pose

Y=Y'-Y2etZ=27'— 272 Dece facon, Y est un processus borné (disons par M’).
On pose, pour t € Ry,

X z0 —y(X*,72) &5 .
| AR )4
0 sinon

et on remarque que 5 est un processus borné par K.
Soientt € Ry etT > t.
On a R
aY; = a¥;dt — [¢ (X;f,z}) —y ( X zf)} dt + Z; . dW,.

10



En utilisant la formule de Tanaka (on note L le temps local associé a la semi-martingale Y), il vient :

/\ ~

d|v| = ; ’uthdt ‘;‘ p (x5 2) -y (x5,22)] ar+ Mzt dW; +dLY

~ Y, ~
:DC‘Yt‘ dt—i——tZt

g

Comme B est borné, par le théoréme de Girsanov, il existe une mesure de probabilité IP sous laquelle

(dW; — By dt) +dLY.

_ t

Wy = W; — / Bs ds est un mouvement brownien.
0

Ainsi

¥
M _aM dt + —--7,.dW, + dL).

I¥
Comme précédemment, on considere

~

Yt 5 AW, +dL0

d (e_‘"t ‘Yt‘

)

En intégrant, puis en prenant l'espérance sous la loi P, conditionnellement & F}, on obtient :

e—aT]E}} H?TH — et

N _ T
Y| =0+ E” U e—“SdLQ} .
t
D’ot1 'on déduit, en utilisant le fait que le temps local est un processus croissant :

‘?t‘ _ o t(T-DEF H?TH _ T UtT ot dLS} < e tT-DET: H?TH e dT-OpM 0,

T—o0
Ainsi, on a montré que Vt > 0, (Ytl = Yt2 ]P-p.s.) ; la continuité de Y! et Y2 permet d’en déduire que
Y! = Y2 P-ps.
T, .2
Par une formule d’It6, on montre que, pour tout T > 0, [E [ / ‘Zt' dt] = 0, d’ou I'égalité de Zl et
0
72 dans 13, (0,17 (0,00, RT) ).
Existence :

(i) Pour n € N, on définit (Y",Z") comme 1'unique solution de 'EDSR a horizon fini
n n
Y] = / (Y (X3,Z}) —aY)) do — Zy .dW,, 0<t < oco. (3.2.10)
tAn tAn
Voir, par exemple, le théoreme 2.1 de [EPQo7].

" N M
(ii) Montrons que pour tout n € IN, on a la majoration ‘th ’“’ < " P-p.s.

On va utiliser les mémes outils que pour 1'unicité.
On pose, pour t > 0,
. Y(Xi 7zt );;/’(Xt 0) Z? siZ!#0
Bi = |2 ]
0 sinon

Ona,pourt>0etn >t
ay! = —[p (XF,Z}) —aY{] dt + Z} .dW; = aY{ dt — Z} . BE dt — ¢ (XF,0) dt + Zf . dW,.

Par Tanaka, on en déduit

d Y| =alYy| dt — |Yn|t/J( ,0) n AW +dL,

t
Y7

11



t
ou Wf' = W; — / Bi ds est un mouvement brownien sous une certaine mesure de probabilité
0

IP,, (car le processus B" est borné) et oit L™ désigne le temps local de Y" en 0.

Puis
—at |yn —ut YZ1 X Ytn n n n,0

—at (v mFr " —as st X _ wF " —as 1,0
e Y} = E; e ‘Yn‘lp(Xs,O) ds| —E; e “dL{
t . t

n M
< M/ e “ds = " (ef’” —e ).
t

M M
Et finalement, |Y}'| < — (1 - e_“("_t>) < —.
« b
(ili) Pour montrer que (Y") converge, on va montrer que c’est une suite de Cauchy. Gardant la

méme idée en téte, on pose, pour n < m :

| PR 2 -2y sz 47y
= [

¢ =

sinon

Ona:
dY{ =Y") =a (Y =Y") dt+ (Z} — Z]") . (dW; — ?m dt).

Comme précédemment, on montre en utilisant le théoreme de Girsanov que
e MEyL (V] — e Y = Y| > 0.
Ainsi, pour tout t > 0, et pour tous n < m € IN,

70((?1715)%

Y/ —Y{"| <e P

Donc, pour tout t > 0, la suite (Y}*), cn est de Cauchy donc convergente ; on note Y; sa limite.

De plus, en faisant le passage a la limite m — 400, on montre que

n—t)M

Y — Y| <e ™
14

(3.2.11)

ce qui signifie que la convergence de Y” vers Y est uniforme; ainsi Y est continu et est également

borné par —.
i

(iv) Montrons que, pour tout T > 0, la suite (Z") est de Cauchy dans L%; (Q; L2 ([0, T]; R )), qui

est un espace complet.
Soient n < m € IN; par la formule d’Ito, partant de d (Y{' — Y/"), quantité calculée au point
précédent, on obtient :

d (e72u¢t (Ytn o th)2>

= e 2 |2 (Y] ) (2 — Z) B A+ 2 (Y = Y (20— Z) AW+ |2 -z
D’ot, en intégrant, puis en prenant l'espérance :
E [e 20D (v o — Yo )P = (0 = Y5’

mAT mAT 5
— 2E U e 20 (YI — Ym) (Z0F — 7). ?'mdt} +E U e 2t |z 71| dt].
0 0

12



On en déduit alors les majorations suivantes :

mAT
E [ | ez —zpp dt}

[ e o - 2. ?'mdt]wﬁ[-MWWW Vi) = (Y = ¥§")’]

mAT

=2E

|
<z

I\)

S—

o~ 2ut —vc(n f) |Z;1 _ Z;n‘ K, dt] +E [ —Za(m/\T) —2a(n—mAT) ]\/122
14

mAT 2 MK 2
\IE|:/ M Ze"‘”e"‘t|Z?—Z§"dt}+Mze2“”
0 © ®
mAT 2M2K2 —2ut MZ
<E U (2 Zem2M 4 —e |z —z")? dt} + e 2
0 ® ®
1 mAT
<5E [/ e 2t zn — zm? dt} + — (2K2(m AT) + 1) e 2an
0

mAT 2 M2 2 2
Ainsi il en découle E [ / et |z _ zm| dt} <2 (21< (mAT)+ 1) “20m qrony
0

T mAT
IE[/ zp -z dt} —IEU 1z -z dt] 2M (2K2(m/\T)+1) 2u(n=mnT) __y .
0 0

a2 n,m—o0
On peut donc bien définit un processus Z comme la limite des processus Z".
(v) Par définition de (Y",Z"), on a:
TAn

TAn
Y/ yi = / (9 (XE, Z1) — aY?) daf/ 7. dW,.
t t

An An

On a vu que le membre de gauche converge presque stirement vers Y; — Y7 et est borné : la
convergence a donc lieu dans L.
Aussi, on a :

TAn T
[, @5z ) do— [ (9 (X5,20) —aXe) do

An t

TAn TAn t
<[ oz -y do— [ (g (X5 Zo) —a¥e) do| + | [ (§(XEZ0) —aYe) do
tAn tAn tAn
T
[ W Ze) —aY) do

TAn ot
</ (KZ|Zg—Zg|+0¢|Y§—Yg\)dU—I—/ (M + Kz | Zo| +a|Yo]) do
JtAn JtAn
T
+/ (M+Ks |Zo| + & |Ya]) do
TAn

Puis, en prenant I’espérance de cette quantité, il vient :

(1.

T/\n

T
¥ (XE, 70 — Y do — /t (9 (XE, Zo) — aY,) do

|

TAn t
e =) o 4 E [/ (2M + K. |Zo|) da}
tAn

TAn
<K]E[/ 71— 7, d(f]—i—M
tAn

+E [/TTA M + K- |Zo|) da}

a(TAn—n) a(tAn—n)

KT \/ \Z” Zy|? da] + M ;e +2M(t —tAn)

\/t—t/\n\/ |er da}+2M(T TAn)+K,vT — T/\n\/ |Z(7| }

13



TAn 1 T
Ceci prouve alors que / (Y (X5, Z3) —aY)) do r% (¥ (X5, Zg) —uaY,) do.
tAn © Jt
TAn

Enfin, un dernier calcul permet de montrer que / Zl . dW, —> Zg dW;, :

tAn n—oo Jt
TAn T 2
(/ z;;.dwg—/ z(,.dwg>
tAn t

TAn TAn 2
< 2E (/ zg.dw(,—/ za.dwg>
t

tAn

E

+2E

TAn T 2
(/ z(,.dw(,—/ zg.dw[,)
tAn t
t 2 T 2
< Zg.de> ( ZU.de> ‘|
L tAn TAn

[ rTAn 5 t 2 T 2
<2E / \Z — Z,| da} 4 4E U 1Zo | da] +4E [/ \Zo | da} .
| JtAn tAn TAn |

On définit, pour tout & > 0, la fonction v*: | RY — R ; d’aprés le lemme précédent, cette
x — Yt

[ rTAn 5
gzlE/ 78— 7, da}+4IE +4E

tAn

. , M
fonction est bornée par —.
4

Lemme 3.2.3

Sous les hypotheses et les fonctions v* sont uniformément globalement lipschitziennes ;
plus précisément, on a :

Ky

o (x) — (x| < =[x — A
(x) (x")] 0

Démonstration :
. . o / = /
Soit « > 0, soient x,x' € R?; on pose Y = Y& — Y¥ & et Z = Z¥* — 7X &,
Aussi, on définit les processus :

0 sinon

fr=p (X527 -y (X, 27).
On remarque que f est un processus adapté, a valeurs dans R et borné par K, (d’apres I’ hypothese
Ainsi, d’apres le théoreme de Girsanov, il existe une probabilité P sous laquelle W; = W; + / Bsds est

un mouvement brownien.
Ona, pourtous 0 <t < T < o0

~ ! T ! ! ! T /
Y, =y _yxe +/ [ (x5, Z5%) — vt~ (X3, 28%) + 003" do - / (z3= — 75 .aw,
t t
- T _ T T , , , T _
— ¥ —a/ Yada+/ fgda—/ [ (x5, z5) — (x5, z3)] da—/ Z,.dW,
t t t t
B T _ T T
:YT—a/ Ygda—i—/ fada—/ 7, . dW,.
t t t
Il en découle dY; = aY; df — frdt + Zi.dW,, puis :
d (e*"‘tf/t> = —eiatft dt + e*‘”Z . th

On integre entre ¢ et T, on prend I'espérance conditionnelle sous PP sachant F; et on obtient :
. - _ T
efvéT]E]:t [YT} _ efath _ _]E]:t |:/ efocs'fs ds] ,
t

14



T _ ~ ~ ~
en utilisant le fait que / Zys .dW, est une variable aléatoire indépendante de F; et centrée sous IP, car Z
t

est de carré intégrable.
En réarrangeant, ceci fournit :

Y, = o t(T-H T [YT} LR {/tT e“"(s_t)fs ds} )

Ainsi, on obtient la majoration

I e A

< e *(T-DEF HYTH L ER [/tT e~ =D |£| ds| .

. . > ) 2M . o g
Mais on sait que Y est borné par — et, d’apres la proposition [3.1.4} le processus f vérifie, pour tout

t>0,|fi] <Ke|XF—X| <Kpe M |x— o).
Ainsi, pour tout & > 0 et pour tous0 <t < T < oo,0na:

~ T
Wi <ot @NZE 4 Mot DR e - o] ds
Jt

(a+m)T _ o—(atn)t ) et
— Ky |y — x| ——.
—(a+7) T—co a+n

D) _
_ e*lX(T*t)TM 1K, ’x N x/| ezxte

En conséquence,

~ K
YO‘ <7x|x—x’|.

Le résultat suivant est tiré de 'appendice de [Royo4].

Proposition 3.2.4

On a la relation :
Vi=0, Y =0 (X}) P-ps.

Démonstration :

On renvoie aux équations et pour la définition des processus X* et X*?, ot x € R?, v € R
et§ € 17 (0, FyyRY).
On note (YU'Q, ZU'G) l'unique solution de I'EDSR a horizon infini :
T T
YR = el 4 /t [ (X2, 22%) —av2?] ds - /t 729 4w, (3.2.12)

De méme, on définit de maniére unique deux processus Y* et Z* par :
~ ~ T ~ o~ ~ T _
Y =Y7 —I—/ [tp (X;‘, Zé‘) - txYSX} ds —/ Z} .dBs, (3.2.13)
t t
ot on rappelle que By = Wi, — Wy,

On définit alors 0% : x — Y.
On considere également les EDSR a horizon fini (3.2.10) et (3.2.14) :

n

~ n ~ o~ ~ ~
vr= [y (R 2e) —avee]as- [ 207, (3214)
tAn tAn

Par unicité faible, et comme X* £ X* ona: (?”'x, AL ) £ (Y™*, Z"*). En particulier, au temps t = 0, on
obtient (1751”‘, Z(’)”x> = (Y)", Zy™) P-ps.
Par passage a la limite, ceci fournit : v*(x) = 7%(x).
m
Pour 6 = Z xil4, (ot les ensembles A; forment une partition F;,-mesurable de (1) une variable aléatoire

i=1
étagée, on pose :

(s
=
—~
5
=
I
s}
=
—
Ry
S~—
=
>
[¢]
-+
%
—
5
=
I
1=

(0 (xi) ]lAi'

i=1

[
N
0
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Ainsi, v*(0) = 7%(0).

Pour 0 € 1.2 (Q, Fu; le), il existe une suite (0,,)
L?; ainsi, 6 est limite presque-stire d’une suite extraite. La continuité de v* et 7* (qui découle du fait
qu’elles soient globalement lipschitziennes, d’aprées le lemme implique, par passage a la limite :
v* (0) = o () pour tout 6 € 1.2 (Q, Fos ]Rd>.

Ona:

meN de variables aléatoires étagées qui tende vers 6 dans

~ ~ T - - T _
Y;‘:Y%Jr/ [ (%2,7) - a¥z] ds—/ 7x dw,
~ tT ~ t T _
:Y%—i—/t [ (x2,,7) - a¥2] ds—/t 7 dW,

v,X v,X T+v 0,X 0,X v,X T+v v,X
Yo = YT+”+/t+v [ (X0, Z0%) — Y ]ds—/ 705 dW,

T
v [ (e, 2 -] ds - [ 222,

On en déduit alors que (thfvl Zf erv)t>0 £ (th, Zf ) o et, plus particulierement, Yor = 175‘ .

=

m

Pour 6 = Z xilla, onav*(8) = Z Yot 4;- On veut montrer que cette quantité est aussi égale a ijr".
i=1 i=1

Montrons-le pour X :

m
2 Xf,xiﬂAi (Xl + / le ds + G (W — Wv)) 1a, =0 +/ Xv/xi) Iy, ds+G (Wi = Wo)
i=1

:9+/ F (ZX?""’]IAi> ds + G (W — Wy)
t i=1

m
Par unicité forte pour I'EDS (3.1.1), il vient X} f— Z X5"14,. On opére similairement pour montrer que
i=1
7 (0) = Y2¥, d’abord pour toute variable aléatoire étagée 0, puis, par un argument de densité, pour tout

6 c12? (Q, Fo; ]Rd) (on utilise ici la continuité de I'application v%).

. i o s s XU
On sait que X vérifie la propriété de Markov, c’est-a-dire : Xy*" = X{* P-p.s.
Ainsi,on a :

Y‘I}X va+/ X;(’ ’UX)_D(YvX dS—/ ZUXI dw..

Par unicité forte des solutions de 'EDSR, on a donc en particulier Yt' =Y/ P-pss., pour tout t > 0.

Finalement, comme X7} € L2 (Q, ]-'U;]Rd) on a montré que :

ot (X3) = 0 (X3) = o = g

3.2.2 Résolution de 'EDSRE
Pour tout « > 0 et pour tout x € RY, on pose 7*(x) = v*(x) — v%(0). D’aprés le lemme on a
Kx

Vx e RY, va > 0, 7" (x)| < v

| x].

Aussi, le théoréme fournit I'inégalité
Va >0, a[0%(0)| < M.

Par extraction diagonale, on peut extraire une suite («,), o de réels positifs, tendant vers 0, et telle
que pour tout x dans une partie dénombrable D de RY — par exemple, on peut prendre D = Q¢ —, on
ait :

7" (x) — 0(x) et a,0™(0) rH—goX, (3.2.15)
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pour une certaine fonction 7: D — R et un certain réel A.
De plus, par le lemme il vient :

o (x) — 0% (xf <&x—x’.
-7 ()] < &

Par passage a la limite, on en déduit que 7 est uniformément continue sur D, donc T se prolonge de
maniére unique en une fonction continue sur R%. On a méme

o Ky ‘o _
o(x) —9(x")| < 7‘36_3(/} et Vx € R, 7" (x) — 9(x).

Vx, x' € RY,

On fixe désormais les notations A et T pour ces objets définis en 1i a partir de la suite (a,),cn-
On remarque que 7(0) = 0.
Théoreme 3.2.5
On se place dans le cadre des hypotheses u 3.1.1]et[3.2.1]

On définit un processus Y par la relation Y; =7 (X ¥), pour tout t > 0.
Ainsi, il existe un processus 7 e L73 1oc (L2 (0, 00; ]Rl)) tel que I'EDSRE ii soit IP-p.s. satisfaite

par le triplet (Y ,Z ,A).

De plus, il existe une fonction mesurable { : R? — R/, telle que Z; = Z (X}) IP-p.s. et pour presque
toutt € Ry.

Démonstration :
— Onpose Y} = Y™ —0%(0) = 7" (X}).
Comme Y** est solution de 'EDSR (3.2.9), on a, pour tous 0 < t < T < oo,

_ T
— Y / (X3, Z3%) — oYy — a*(0)] do — / 755 AW,
t

= = K
Mais comme Y, = 7% (X7), on a la majoration ’Yf"x < VX | X7
D’apres la proposition ona:
VT >0,Vp>1, sup |XFIP| <Cpr (14 |x]P).
te[0,T]

On en déduit que :

sup sup |V
te[0,T] a>0

KZ
Z] <3G (1 + |x|2) <

Comme les constantes sont intégrables contre dIP et dIP ® dt sur Q) et Q) x [0, T], et comme en plus
Y, p—> Y, pour tout ¢ € [0, T], on a, par convergence dominée :

JEMT

— Notre objectif va désormais étre de montrer qu’il existe un processus Z' € Lp loc (Q; L2 (0, 0; ]Rl))

=X, —X,0

Y-, Y7 —Yr

dt} — 0 et [
n—oo

2
}—>O.

tel que E [/ ‘Z”‘” —7;" dt] — 0.

X Am

Soientn < m € N;onpose Y =Y " —Y
Ona:

et Z = 7% — Z%0n,

A%y = — (p (X5, Z5%) — 4 (XF, Z)) b+ (Y™ — aYI4) dt+ Z; . AW,

=i
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Comme on l'a déja fait précédemment, on utilise alors la formule d’Itd, on integre par rapport au
temps, puis on prend l'espérance. On obtient alors :

- T _ _ T - - T,_ 2
]E |:Y'12":| + ZIE |:/ Ytl/]t dt:| - 2]E |:/ ([antxran _ DchtX,le) Yt dt:| — Yg + ]E |:/ ‘Zt‘ dt:| .
0 0 0

Mais on rappelle que |¢;| < K-

Zt’ et a, [V | < M.
Ainsi, il vient :

T,_ 2 Fen r T _ _ T -
E [ / 2| dt} <E[72] +2E / Ytlptdt} —2E [ / (anytx,an_amytx"""l)l/tdt}
0 L] /o 0
T, - T
Jakaia dt} 1 2F UO (g Y

- T
<E|[¥2] +2E / K-
L] 1 Jo

<E|[2| +2E

X,Xm
+ |am Yy

)[7]

|~ T,
Yt‘ ‘zt) dt} + 4ME UO M dt]

2
Utilisant notamment le fait que K, , on obtient :

E {/OT ‘Z’z dt} < 2E [V3] +2K2E [/OT mz dt} +8MVT, [E [/OT’T@]Z dt}

Donc (Z%*1), . est une suite de Cauchy dans L, (Q; 12 ([O, T); R} )), donc elle converge.

On peut alors définir 7" dans L%/l oc (Q; L2 (0, 00; ]Rl)>, tel qu’on 'avait annoncé.

[~ K2
nllz <3

11~
Ytz‘_'—i‘Zt

— Rappelons que, pour tousn € N, x e R9 et 0 <t < T < oo, 0ona:

_ _ T T
G G /t [ (X2, Z%) — Yo — 0% (0)] do - /t Z50 dW,.

Comme la convergence dans L2 implique la convergence en probabilité et donc la convergence
presque sfire pour une sous-suite, on obtient :

?f:?’}+/f v (x2.7) - 2] da—/tTZ’;.dwa.

— On veut construire { ; on sait que pour tout a > 0, presque partout sur R+, on a Zg** = ¢* (X¥) (voir
a ce sujet le théoréme 4.4 de [Fuho3]).

Comme on manipule des solutions de I'EDSR (3.2.9), on a :

d (e —v) = =[5z g (X7, 20 | deva (0 - v) dit (270 - 20) AW

On en déduit :
/ 2 / 2
E {(Y;&“ - } - (=%
T !/ / !/ T / 2
_ X yx S AN X 7XN X0 _ yx
—2E UO (i =) (v (X, 27%) — 9 (x5, 7)) dt] + 20 UO (i =) dt}
2
a
En utilisant successivement le lemme et la proposition on montre que :
T a(yx o (v 2 T 2
IE{/O v (X7) —v (XT>”+2ME[/O dt}

22| [ for o) o ()| o ox 2 - (28 2)

+E [/T ‘sz“fzf'f"‘
JO

/
xu  x
Zt Zt

2
dt] glE[

o (XF) — 0" (X¥)

d

18



T ,
E [/ zpe -z
0

2 KJZC x x
di| < 3F ‘XT — X¥

2 K2 T )
}+20¢17;‘IE{/ X - x;
0
Ke [ (Tloy o
+2oE [/O [xi - x| (K

KJZC 25T 12 K% 2 T —2nt
gﬁe |x — x|+ 20— [x — x| e 71t dt
0

2
|

Xi—XF |+ K 2%~z

) dt]

;72
K2 T T 2K.K ,
+27x\x—x’|2/ e2’7tdt+]E[/ 7; le—x’\e*’lt‘Zf"x—Zfﬂ
0 0

2
a

5

2K2K? T 1 Ty
<c1|x—x'|2+$\x—x'|2/0 et + LB [/0 7%~z

En conséquence,

.T ,
E V ‘z;""‘—zj"“
JO

2
dt} < Clx — x>

T
Convergeant vers 0, la suite <]E [ / | Z3n . 73t |2 dt} ) est bornée pour tout x € R%.
0 n<meN
On peut alors réaliser une extraction diagonale et construire une sous-suite («;,) de () telle que

T
E |:/ ’Zfrlxn _ Z;Crlxm
0

tout x dans une partie dense, puis pour tout x € R en utilisant la continuité uniforme qu’on vient
de montrer).

2 dt} < 27" pour tous n < m € N et pour tout x € R? (en fait, d’abord pour

X0

’ 2
Ainsi, Z;""" ni—; Z; pour presque tout ¢ € [0, T]. Et pour une sous-suite (#//), on a : Z;

S, =
Ly
n—oo

. ol . . .
On pose alors Z(x) — { nlgr.}o (" (x) sila limite existe

Ainsi, Z; = { (X7) et { est mesurable en tant que limite simple de fonctions mesurables. [ |

0 sinon

Remarque 3.2.6. La solution qu’on vient de construire vérifie :

v >0, [¥i] = [ (x) < T2 131,
Ul

Le théoréme suivant montre l'unicité de A, quand Y de croit au plus linéairement par rapport a X.

Théoreme 3.2.7

On se place dans le cadre des hypotheses et

Aussi, on suppose que le triplet (Y, Z’, \") est solution de I'EDSRE (3.2.8) pour une certaine condi-
tion initiale x € IRY, ol Y’ est un processus continu et progressivement mesurable, Z’ est un élément

de LZP,]OC (Q, L2 (O, 00; IRI)) et A’ € R. Enfin, on suppose qu'il existe une constante ¢,y > 0 (qui peut
donc dépendre éventuellement de x), telle que P-p.s.

vVt >0,

V]| < | X7

Dans ces conditions, on a alors A’ = A.

Démonstration : o o -
Onpose A=A —-A Y=Y -Y etZ=2-7".
En utilisant le fait que les triplets considérés sont solutions de ’équation (3.2.8), on trouve :

T YT - Yo 1 /T X ot U 1 (T~
A= +?/0 v (xiz0) - ¢ (x5.7))] dt—T/O Z,.dW,.

On définit un processus progressivement mesurable et borné par :

w(Xfth):lPZ(XfIZ})Z si 7, £0
= |Zt]

0 sinon
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Ainsi, on peut réécrire :
-~ Yr=Yy 1 (T 1 (T~
a-tr—h f/z. dt——/Z.dW.
T + T Jo FeYE T Jo t t
Par Girsanov, il existe une mesure de probabilité P sous laquelle Wt = W; — fot s ds est un mouvement
brownien. _
On en déduit, en prenant 1’'espérance sous IP :

E [Vr - o] _ (Bt co) B[] + (B +cr) &l

A= s T
La proposition [3.1.6{indique que sup E [| X¥|] < oo.
T>0
Un passage a la limite T — -0 fournit alors A = 0. u

Remarque 3.2.8. En général, il n'y a pas unicité des solutions de I'EDSRE . Déja, si (Y,Z, 1) en est une
solution, on peut montrer facilement que pour tout k € R, (Y +k Z, /'\) en est une autre. Mais on peut aussi
construire d’autres solutions qui ne différent pas seulement d'une constante (méme si on requiert qu’elles soient
bornées).

Considérons I’EDSRE suivante :

— dYt = [lIJ (Zt) — )\] dt — Zt th, (3216)

ot W est un mouvement brownien unidimensionnel, et o1  : R — R est une fonction bornée, dérivable, et a
dérivée bornée.

Une solution triviale de est donnée par Y = 0, Z = 0 et A = 1(0). Dans la suite, sans perdre en
généralité, on va supposer que P(0) = 0.

Désormais, soit ¢ : R — R une autre fonction bornée, dérivable et a dérivée bornée. L'EDSR suivante admet
une solution sur [t, T] :

{ —dy¥ = (z;‘ff) ds — 7 AW,
Yt = ¢ (x+Wr—W)
On pose u(t, x) = th’t. Alors, on peut montrer que u et dxu sont bornées. On pose alors Y; = YtO'O =u (t, W)
et Zy = 7P = 9,u (1, W;). Les processus Y et Z vérifient alors sur [0, T] :

{ dY; = ¢ (Zt) dt — Zy dW,
Yr = ¢(Wr)
11 suffit alors de poser Yt = YT etZ =0 pour tout t > ¢; et on a ainsi construit une autre solution bornée a
I'équation (3.2.16).
Remarque 3.2.9. Le résultat d’existence du théoréme demeure vrai sous des hypotheéses plus faibles sur 1.
Supposons que ¢ vérifie les propriétés suivantes :
$(x,2) = (¥, 2)| S Kelx =x|, [p(x,0)[ <M, [p(x,2)] < Ke(1+[2]).
Soit K un compact de R? x R/, et soit f : R x R! — R une fonction continue a support compact; pour tout
n € N, on définit f, : (x,z) + n?*!f(nx,nz). On peut alors montrer que , x est une fonction uniformément
1
continue et que ¥, x ni—> Y1k (on renvoie aux théorémes 14.5 et 14.6 de [BP12]).
(e9)

Le compact K étant arbitraire, on peut construire une suite ¢, d’applications uniformément continues (et donc
globalement lipschitziennes) dont une sous-suite converge presque partout sur R? x R vers .
Ainsi, on a, pour presque tous x,x’ € RY, z € R! et pour tout n € N :

Pn(x,2) = u(x, ) SKifx =2, [u(x,0)[ <M, [gu(x,2)| SK (14 [2]),  9a(x2) — 9(x,2).

On peut alors appliquer le théoréme|3.2.5(avec ¢, a la place de ¢ : on construit ainsi une solution (Y’“”,Z"’”, An)

de 'EDSRE |b ot ¢ est remplacée par 1,,. Dés lors, on peut écrire Y, = 7" (X7) avec :
K/
7" (x) — 0" (x)| <7x]x—x’|, 7"(0) =0, |Aq <M.

. . . —Nn . —_— 3
Par extraction diagonale, une sous-suite de (7"), . et une sous-suite de (A;), . convergent vers 7 et A.
La suite de la preuve du théoréme est alors inchangée.
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3.3 Différentiabilité

On s’intéresse désormais a la différentiabilité des solutions de I'EDSRE (3.2.8) par rapport a x.
Hypothese 3.3.1

On suppose que les fonctions F et ¢ vérifient les hypotheses suivantes :
— Festde classe C! (RY,RY) ;
— 1 est de classe C! (R? x R/, R).

3.3.1 Différentiabilité des solutions des équations préliminaires (3.1.1), (3.2.10) et (3.2.9)

Théoreme 3.3.2

On fait I'hypotheése et on suppose de plus que F est de classe C'.

Alors, pour tout p € R*,, et pour tout T > 0, x — X* est de classe C! (IRd, L;’, (¢ ([o, T];IRd))) et
V X* vérifie :

t
vh e R, VX = h +/ VF (XX) VXFhds.
0

Démonstration:
Xx+rh _ XX
Soit i € RY. Pour tout r > 0, on note A} X¥ = ~t—— L

r
t

Soit Y un processus vérifiant : Vi € RY, Yih = h + / VF (X7) Yshds.
0

Ona:
APXF — Yth’

Xx+rh _ XX t

Sy M. (h+/ VF(X;‘)YShds)‘

0
e [P (xm) — P (x3)

- / . _VE(XY)Ysh| ds

0

t 1 Xx+rh _ xx
_ X x+rh _ yrx s s _ X
- /O /O VF (X 4w (X3 - X)) S dw - VF (XE) Yeh | ds

= /Ot '/01 (vp (X;‘ +w (X§+rh - X;‘)) — VF (X;‘)> A"XF dw + VF (X7) (Afx{ — Ysh)} ds

t
AlX dwds+/0 IVE (X)| |ahx5 — Yoh| ds

< /Ot./O_l |VE (X5 +w (x3tm - X3)) = VF(XE)

APXF

Comme F est de classe C1, VF est localement bornée ; de plus, < |h| (d’apres la proposition 3.1.4).

Par convergence dominée, on a donc :

AlXF

e(r) == /Ot '/0'1 HVF (x;f +w (xgm - x)) — VE(XY)

dwds 2% 0.
r—0
Puis, par le lemme de Gronwall,

t
MXE = Yih| < e(r) exp (/ IVE (X)) ds> .
0

Enfin, par convergence dominée,

T
E AlXF — Yth’p <E {s(r)pexp (p/ |IVE (XY)|| dsﬂ —0.
0 r—

sup
te[0,T]
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Des lors, I'application x — X* est différentiable, et sa différentielle vérifie I'équation annoncée. Il reste a
montrer la continuité de x — VX*.
Soient x1,x, € R?, soit h € RY, et soit t € [0,T];

t
VX = VX < [V () VX - VE (XE) VX2H] ds

t t
< [VIVE (X2 (VXS = Ix) | ds+ [ |(VF (X1') = VF (X)) VX2h] ds

:S(X],Xz)

P 2oz p-s,
Par un argument similaire au précédent, on montre que € (x1,x) — 0.
Xp—X1

Par Gronwall, on en déduit alors :
VXM — VX2H| < ¢ (x1, %2) exp ( [1vE | ds)

En fin de compte,

sup |VX{'h— VX;2h|”
te[0,T)

T
E[etrx)esp (p [ IVE (X)) a5)] 3 0

Fixons n € IN*; dans la proposition qui vient, on considere 1’équation (3.2.10) :
n n
V= [z -y do- [ Z2.dw,
tAn tAn

dont on a déja rappelé qu’elle posséde une unique solution (Y™*,Z"*). Cela nous avait permis de
montrer dans le théoreme I’existence d’une solution a ’'EDSR (3.2.9).

Proposition 3.3.3

Sous les hypotheses [3.1.1} [3.2.1| et |3 .1} les applications x — Y™¥ et x — Z'* sont de classes
respectives C! (R?, L3 (Q, CO [0,n],R))) et C! (R, L3 (Q, L2 ([0,n],R"))).

Aussi, on a, pour tout i € RY :

n

n
VY h = / [Vatp (X, Z) VXEh + Vo (XE, ZP5) V2 — a VY™ h) do — | VZ'¥h.dW,

tAn tAn
(3-3.17)
De plus, on a, P-p.s.,

sup |VY; (3.3.18)

Ky
te(0,n] a

Démonstration :
Etape 1 : montrons que x — Y"* et x — Z™* sont différentiables.
Yn,x-Hh Yx Zn,x+rh _gx
Pour /i € R? et r > 0, posons AMY/"* = et ANz = - L
On a alors la relation suivante :
x+rh n,x+rh> o x 7n,X
AhY"’x _ " ll] (XU /ZU l/) (Xm Za ) Ahyn,x d " Ahzn,x dw
rty = — XA Xy 0= r<o - o

tAn r tAn

On introduit la solution (17, 2) de I'EDSR a horizon fini :

o~ ‘n A~ o~ n A~
Vh e RY, Vih = / (Vo (X5, Z2%) VX + Vo (X3, Z07) Zoh — oV do— [ Zoh . dW.
JtAn

tAn
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On pose alors Y; = ALY} — YihetZ; = A} Z{ — Z:h.
Pour t < n, on a donc la relation :

— o __
Yt+/ Zg.de':
Jt

w [ (X, 25 — g (X5, 75 o
/ . Ve (XE, 20 VX — Vi (X5, Z0%) Zoh — oY | do.
t

g (XE, 2 ) — g (X5, 207

On note f, = . — Vo (X5, Z0°) VXER — Vo (XE, Z0°) Zgh — aY .
_ _ no_
On veut montrer que (Y,Z) — 0, c’est-a-dire E | sup ]Yt’2 +E [/ ‘25‘2 ds] — 0.
r—0 ] 0 r—0

tel0n
Voici notre plan d’attaque : on va se restreindre a des intervalles de type [n — §,n], [n —25,n — ¢],
etc. et raisonner par récurrence ; comme l'intervalle [n — J, 1] est plus facile a traiter et que les autres
sont similaires, on va s’intéresser uniquement a l'intervalle [n — 25, n — 4.

Soit t € [n — 26, n — 6], on écrit :

. n—o6 n—=o .
Yt+/t ZU.dWU:/t Frdo +Yo_s.

Prenant I’espérance conditionnelle sachant F3, il vient :
_ n—o _
Y; = E” [/ fo da] +E™ Y, 5.
t

Ainsi,

([ 15l do)z

Puis, passant au supremum :

-0
Y.]? < 2E7 +2B7 [V, 4[] < 2B7 {(n a0 [P da] +2B7 ¥,

E sup |Y; ’2

te[n—26,n—4]

n—o 2 o P
< 20 [/ fol da] +2E [|V,ol] -
n—26
D’autre part, par les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy,

n—6 2 t 2
E [/ 1Z4| ds] <GE [ Zs.aw.
n—26 n—26

sup
te[n—26,n—0]
< 2 f 2 > 2
< 30E sup  |Y¢|7| +3c2E sup / fedo| | +3cE [’Yn,g‘ }
te[n—26,n—4o] te[n—26,n—6] 1/1=20
— 2 n—=o )
< 60, E sup  |Y¢|7| +3c20E [ / | fol da].
te[n—26,n—4o] n-26

En définitive, on obtient la majoration suivante :

E sup  |Y; ‘2

te[n—26,n—0s]

n—o6 > _ 2 n—o 5
+E U | Zs| ds} < (12, +2)E [|Yn,,5| ] + (15¢; +2) 0 U | fol da] .
n—20 n—24

Déja, 'hypothese de récurrence fournit |E [’?”_‘5 ﬂ 0
r—
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On décompose f, sous la forme fél) + fé + f ,

" (Xx+rh Zn,x-i—rh) — (le;, Zg,x+rh)

£ — Vi (X2, Z1%) VXEh

\
4
=
*S
><:
_|_
g

N

X+ _ ) ,zf;“h) AlXE — Vo (X, Z) vxj;h] dw
/ Vo (X3 4w (X5t = X3), 257 (ALK — VX3h)

(Vo (XE+ 0 (XE = XE), ZE) = Vo (X5, 22%) ) VXEh| dw
Comme ¢ est de classe C! et x — Z™* continue, par convergence dominée, on montre que :

n—=o 2 n—=o
E [ / da] —40, E { /
n—26 r—0 n—26

/ Ve (X5, 70+ w (20 = Z0%) ) = Ve (X5, Z0%)| Zoh dw;

f§3) - /O (Vg (x5, 70+ w0 (227 = 22%) ) Zy — Y| o,

78 2

da} — 0.

r—0

Enfin,

=/

2 ‘ }\IE{/n 25/ 2K2 | Z, | dwda+/ 262 Y, | da]

n—o6 __ —
< 2K2E U |Zo|? da} +20%E | sup Vi)
n-26 te[n—26,n—4)

On pose alors K = max {2K?,2a%6}.
On a montré que :

sup  |Yy ‘2
te[n—26,n—0]

eu ([ )

< 30 (15¢; + 2) Klim sup (lE

r—0

lim sup (lE

r—0

sup  |Y; ‘2
te[n—26,n—0]

n—o >
+1EU 1Z| ds} .
n—20

. 1
Sid < m,alors ona:

E

n—o 2
+1E[/ A ds]—)O
n—20 r—0

On a bien montré que x — Y""* et x — Z"* sont différentiables.

sup |Y; ]2
te[n—26,n—0]

Etape 2 : on va suivre la méme démarche pour montrer la continuité de x — VY"* et x — VZ™*.
On fixe x1,x2 € R?; on note Y; = VY/""'h — VY"2h et Z; = VZ}"'h — VZ]"h.
On procede encore par récurrence, et on écrit, pour t € [n —24,n — 4] :

_ m—06 __ n—3a _
Yt+ /t Zg'.dWcr - ] fgd0'+ Ynfg,

ol fo =V (X5', Zg™) VXG' + Vo (X', Zg™) VZy™
— Vi (X2, Zg?) VXGP — Vap (X2, Zg™?) VZg™? — aY .

Comme auparavant,

E

sup Wt ‘2 +
te[n—26,n—0]

24

n—o 2 o ) n—o 2
]E[/ |Z| ds} <(12cz+2)11~:[y¥n,5\ }+(15C2+2)5IE V 1A da].
Jn—26 Jn—20



On décompose alors f,; sous la forme de la somme des termes suivants :
51 = [Vap (X3, Z57) = Vap (X3, 2572) | VXS h+ [V (X3, 25 = Vatp (X2, 2572) ] V28,

FP = Vg (X2, 20072) (VXEh— VX2h) ;

1 = Vo (X2, 20) Zo — oo,

Comme dans la premiéere étape, par convergence dominée,

JE[/H £V zda] .0, E UH 2 Zda} 0.
n—26 Xp—Xq n—20 Xp—rxq
Aussi,
E [/0 I da] <K <1E [/5 \Z,|* d(f] +E| sup |V ) :
n—26 Jn—26 te[n—26,n—4]

Pour ¢ > 0 suffisamment petit, on obtient :

E sup |Y; |2

te[n—26,n—0]

n—o >
—HE[/ A ds] — 0.
n—20

Xp—rX1

Etape 3 : montrons la derniére majoration. On opére comme pour 1'unicité dans le théoreme
Partant de I’équation (3.3.17), on a, pour t < n:

A (VY™h) = =V (X, Z") VXFhdt + aVY 1 dt+ VZ"h. [dW, — Vo (XF, Z07) df] (3.3.19)

Comme V¢ (X}, Z;"") est borné par K;, par Girsanov, Wy = W; — fot Vo (X¥,Z¢™) ds est un mou-
vement brownien sous une certaine loi IP.

Notant L° le temps local de VY/"*} en 0, en utilisant la formule de Tanaka, en intégrant et en prenant
I'espérance conditionnelle sachant F;, on obtient :

" n n,x _ n
0—e |VYt”’xh] = —E/ / e’“SLnthxlp (XF,Z0*YVXihds| + E’ {/ e % dLg} .
t |VYS' h| t
Finalement,
_ ~ no_ | VYR e _ gman
e ™| VY"h| < E”t /t e m}xh" IV (XTI, Z0¥) VXEh| ds| < Kx|h|T.
1,x 1—e -0 Ky

Donc|VYt h|<Kx|h|fg7\h\. ]

Lemme 3.3.4

Sous les hypotheses [3.1.1 [3.2.1|et[3.3.1}, pour tout a > 0, la fonction v* est de classe C! (R?,R).

Démonstration:
En appliquant la formule d’It6 a I’équation (3.3.19), on obtient :

d (7 [Yh[?) = e |2V hV . (XE, Z07) VXER L+ 2VY RV Z) . dW; + [V 20| o]

Ainsi, en intégrant puis en prenant ’espérance selon la loi IP sous laquelle W est un mouvement brow-
nien :

—|VYrh)? = E [ / —2e VYRV 1 (XF, Z)7°) VXFh dt} +E [ / e 2t | vz h|? dt] .
0 0
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En conséquence, on obtient, en utilisant notamment la majoration (3.3.18) :

E { /O e 2 |z p|? dt] <2F /O e VYRV v (x;‘,zf'x)vxfhdt]

<2E /Ooe*“wvyffxm |V (X7, 27 ) VX[ h| dt}
/0

= oK
<2E / e 2 1 Ko |
Lo

2K2
< =X |nf?
14

Toujours en utilisant la majoration (3.3.18), il vient :
= [ e K¥ | 2K%
E V e 2 (|VYt”"‘h|2+ ]VZt”"‘h|2) dt} < <§+ ") ||,
Jo o it

On définit I'espace de Hilbert M?%~2% des couples (y,z) de processus (F;)-adaptés tels que :

|(yfz)|3\/12,—2a =E [/0 e 2 (|yt|2 + |Zt|2) dt} < 0.

Etant bornée dans cet espace, la suite (VY"*, VZ"¥),cn converge faiblement (quitte & extraire) ; on note

(U'(x,h), Vi(x,h)) sa limite dans M2 2%, Toujours en extrayant éventuellement une sous-suite, on peut
. n,X

dire que VY;"'h — ¢(x, h).

On définit alors :

t t
U2 (x, 1) = E(x, h) — / [Vap (X2, Z5%) X3+ Ve (X3, Z8%) VE (1) — ol ()| ds+ / V2 (x, ) . dWs.
0 0
Aussi, on a :
ot 't
VY = VY - / (Vo (XE, Z0%) VX3 + Vatp (XE, Z0%) VZIh — oV Y h] ds + / V20 h . AW
0 JO

D’apres la démonstration du théoreme ona (Y"*, Z"X) v (Y¥*#®,Z**) en mesure P ® df; aussi, on

avuque (VY"*h,VZ"*h) — (U(x,h),V1(x,h)) faiblement dans M?>~2%. Ainsi, VY"*h - U?(x, h)
n—00 n o0

faiblement dans L%D([O, T],R) pour tout T > 0.

En conséquence, U} (x,h) = U?(x, h) P-p.s. et pour presque tout t € R.

Mais 'U}(x,h)

K :
< Xx|h| P-p.s. et pour presque tout + € Ry, et t — U?(x,h) est continue, donc

‘Utz(x,h)‘ < %|h| P-p.s. et pour tout t € R
Aussi, (U3(x,h), VE(x,h)) est solution de :

t t
Us(x, h) = Up(x, h) — /0 [Vt (X, Z5%) VXEh + Vagp (X, Z5%) Vi (x, h) — als(x, h)] ds + /0 Vi(x, ) . dWs.

Mais, d’apres le théoréeme cette équation admet une unique solution telle que U soit bornée car V¢
et V. sont bornées.

En particulier, U3(x, h) = &(x, h).

Des lors, une double utilisation du théoréme de convergence dominée nous permet de montrer que :

h,o X, 0
YX+T Y Y y 1 1 1
0 0 _= lim Yn,x—l—rh —Y") = Z lim VYn'x+wrhrh dw

r r n—oo \' 0 0 r n—oo Jo 0

1 1 1
=lim [ VY@M hdw = [ lim VYT hdw = / §(x + wrh, h) dw — §(x, h)
0 r—

n—oo Jo 0 n—oo

L'application étant bornée et linéaire en h, on en conclut la différentiabilité de v* : x — Y. Il reste a
montrer la continuité de sa différentielle vis-a-vis de x.
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Pour cela, on considére une suite (x,,) qui converge vers x € RY. Notant (VY"*h, VZ™*h) 'unique
solution de 'EDSR (3.3.17), on a, pour tout n € IN :

VY = VYY) h| < |VY*h — VY h| + [ VY h — VY™ h

+ | VY — VY " h|

K K
< e_‘"”f|h| + |V h = VY h| 4 e_‘"”f|h|,

la majoration de |VYy"*h — VY h| s’obtenant en adaptant le calcul de la vitesse de convergence (3.2.11)
avec la borne fournie en (3.3.18).

TH . nxy n,Xm
Par la proposition ona: |VY{”*h—VY)"h| — 0.

K
Ainsi, pour tout n € N, on a : limsup | VYj"h — VYj"*h| < 2e"*" = |n| — 0. [ ]
4 n—oo

m—00

Théoréme 3.3.5

Sous les hypothéses [3.1.1} [3.2.1] et [3.3.1} pour tout & > 0, les fonctions x — Y** et x — Z** sont
respectivement de classe C! (]Rd, L% (Q,C°([0,T],R))) et C! (IRd, L% (Q,L2 ([0, T],IRI))), pour tout
T > 0.

Leurs différentielles vérifient, pour tout h € R? :

dVth""h = — [V (X}, Zf’”‘) VXih+ V. (XF, Zf’“) VZf""h — thth’“h] dt + VZf”"h .dW,.
(3.3.20)

Démonstration :
Le théoréme et le lemme nous permettent de montrer que x — Y** a la régularité voulue.
Pour x — Z**, on va utiliser les estimations a priori fournies par la proposition 2.1 de [EPQg7].
A l'aide d’une formule de Taylor, on montre que :

1
d (A’;Yf'“) - [( /O 2 (Xj‘ +w (Xf*’h —X;f) ,zf*’hf“) dw> Al X
+ 1v (Xx Z5 o (ZFHe — 790 dw | APZEE — aAlYIE| At + AP ZE AW
OZ‘/’ tr Ly W\ 4y t w | By Ly LZAVS 81 réy’ AWV

Xx+rh _ XX
oll on continue a noter, pour v > 0eth € ]Rd, Ai’Xf =2t "t et

r
Aussi, on considére ’EDSR d’horizon fini T > 0, dont les inconnues sont U et V :

dUy = — [V (X7, Z7*) VXFh + Vo (XF, Z7") Ve — ally] dt + Vi . AW (3.3.21)

Le résultat cité en début de démonstration nous fournit alors la majoration suivante, ott C = max {«, K; }
et p=C>+3C+1:

]E[/Teﬁt
0

N

ou

Iy 2 BT hyxe 2 T g 2
MIZ —Vi[ dt| < (C+1) {TE ||AlF —Ur| | +E | [T e Ify (6, Vi) = fo (0, VOO |

1
AU, V) = — </0 Vap (Xf +w (Xf”h — Xf) ,Zf*rh”"> dw) Al XF

- < /0 Vo (Xf, ZH tw (z;‘*””‘ - z;‘f“)) dw) Vi +ally,

fo (b U Vi) = =V (X{, Z{) VX{h = Vo (XF, Z7) Ve + allr.

. . Ky
Par unicité des solutions de (3.3.21), et comme VY** est bornée par —, on a U; = Vth’“h; le caracteére
x

2
C! de x +—» Y™* assure alors en particulier que E { AlYFe — UT‘ } — 0.

r—0
Par ailleurs, une utilisation répétée du théoreme de convergence dominée (comme par exemple a la fin du
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T
lemme |3.3.4) nous permet de montrer que [E [ / ePHIf (1, UL, Vi) — fo (8, U, Vt)|2 dt] 2 0 également.
0 r—

On en déduit la différentiabilité de x — Z** car :

T 2 T
IE[/ a1z —vi| dt}gﬂi‘{/ bt
0 0

On opere similairement pour montrer que x — VZ** est continue, en considérant un estimation a priori
de la distance entre les solutions des EDSR a horizon fini T > 0 :

2
AhzE Vt‘ dt} —0.

r—0

dVY " h = — [Viy (X7, Z]VY) VX + Vo (X, ZE) VZEY " — a VYY) dt+ VZ7Y R dW,,

dVY > h = — [Vay (X2, Z>") VXPh+ Vo (X2, Z27) V2P h — aVY? 0] dt+ VZPh . dWe. g

3.3.2 Différentiabilité des solutions de 'EDSRE

Théoreme 3.3.6

On suppose vérifiées les hypotheses [3.1.1} [3.2.1] et [3.3.1}
Alors, la fonction 7 définie en (3.2.15) est de classe C' (RY,R).

Démonstration :
Les résultats précédents nous ont permis d’obtenir la différentiabilité des ap;olications x = XY, x = YHR,
X > Z%% et v*. On a montré qu’on avait I'équation (3.3.20), pour tout i € RY et pour tout t > 0 :

dVY["“h = — [V (X5, Z;*) VXFh + Vo (X7, Z7*)VZi*h — o VY] h) dt + VZ*h . dW,.
On va d’abord affiner la majoration | VY| < % ; on définit deux processus par :
ur* =e"vy*n et V" =el"VZ"h.

Par Girsanov, comme V¢ est bornée par K;, il existe un processus W qui soit un mouvement brownien
sous une loi IP tel qu’on ait I'équation suivante :

d (e—<“+'7>fuf'“) = e MV (XF, Z5) VXFhdt — e~ WHDIVY Q.
En intégrant, puis en prenant 1’espérance conditionnelle sachant F;, on en déduit :
~ - T
ES [e—(zx-&-ﬂ)Tu%,zx} _ e_("‘+'7)tuf"" _ |5 [/t e SV (X5, Z5%) VX h ds] )
Ceci se réécrit alors sous la forme :

] < e T IE [ ] e | [ ek
t

—(atn)t _ o—(atn)T

< e—(a+q)(T—t)e17T%|h| ey [y

a7
Faisant alors tendre T — +o0, il vient :
U] < 0+ K[| ——.
a+1
On en déduit donc les majorations, IP-p.s., et pour tout t > 0:
|u*| < f:'_hJ et |VY"h| < e”tifj_h}?. (3.3.22)

Désormais, on introduit 1’équation limite, d’inconnue (U*, V*) :

—dUF = [e’?fvxtp (X;‘,fo) VXFh+ V. (X;‘,Zf) VE— qugf} dt — V¥ . dW,.
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Elle possede une unique solution telle que U* soit bornée et V* € L%J,l oc (Q, L2 (0, 0; ]Rl) ) On rappelle

également que, pour une certaine suite (a,), on a 7"

maintenant de montrer que Vo' (x) = Uy™" — U
n—oo

On introduit les EDSR a horizon fini, pour t € [0, N] :

"(x) =Yg - Yg’“” —2 Y;. Notre objectif est
n—oo

{ —duN = [evaxlp (XF, Z5) W XEh + Vo (XF, Z5%) VN (a4 ) UiV } dt — N qw,

Uy N =0

{ —dupN = [V (X5, Z) ) X+ Vo (X5, ZE) VN = quN] dt = viEN awg

N _
usN =0

Comme on I'a vu dans la démonstration du théoréme

une estimation a priori, on montre alors que pour tout

démonstration du théoreme [3.3.5).
Aussi, en intégrant entre 0 et N les équations vérifiées

N X
3.2.5, 0ona:[E {/ ‘Z;Cr“n -7
0

N € N*, 3N — N (voir par exemple la
n—oo

2
dt] — 0. Par
n—oo

ar UX*N — %% et par U¥N — U¥, en prenant
P t t P t t

I'espérance sous une bonne loi, et en utilisant la majoration (3.3.22), on montre que :

< e—?]N Kx|h| et

X000, N X0
‘ uo - u0 7

On en déduit alors, par inégalité triangulaire, que pour

ja

e—qNKX|h|'
Ul

x,N X
N - ug| <

tout N € N* :

‘ugrkn _ u(J)C’ g ze—l”]N | + ‘ug,ﬂén,N o ung‘ .
U

_”NM — 0, donc

Ainsi, limsup |Uy*" — Uj| < 2e
n—00 ’ 0 0| 7 N—oo

uy™ — ug.
n—oo

On a donc montré la différentiabilité de ©. Pour montrer que V7 est continu, on opére comme a la fin de

la démonstration du lemme[3.3.4]

z N . . X .
Le théoreme suivant va nous permettre d’exprimer le processus Z~ comme une fonction du proces-

sus X*.
Théoreme 3.3.7

Toujours sous les hypotheses [3.1.1} [3.2.1|et[3.3.1} on a, pour presque tout t > 0,

Z, = Vo (X5)G P-ps.

Démonstration :
On renvoie au théoréeme 3.17 de [Maso§].

K
Remarque 3.3.8. On a vu que 7 est une fonction globalement lipschitzienne, de constante de Lipschitz 7’( Ainsi,

le théoreme précédent, indique que, sous de bonnes hypotheses sur F et i, on a, pour presque tout t € R,

X
&

K
< f|G|£(]R’,]Rd) P-p.s. Ainsi, dans le théoreme [3.2.5

K
par 73(|G\£(1R1,]Rd).

il est possible d’imposer a la fonction { d’étre bornée

Remarque 3.3.9. Supposons que ¢ soit seulement lipschitzienne (et non pas de classe C!). Comme dans une

remarque précédente, on peut considérer une suite d’applications y, € C! (]Rd X ]RI,IR) telle que pour presque

tous x,x' € RY, z,z € R! et pour tout n € N :

[pn(x,2) — (X, 2)| S Kilx —&'| + Ke|z = 2|, ¢pu(x,2) ’H—goi,b(x,z).
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Si on note (YX’H,ZM, /\n) la solution de 'EDSRE (3.2.8) avec i remplacée par ¢, alors ‘Zf’n
On peut alors montrer que
T
E [ /
0

X . . P A .
Z" est ainsi borné, méme si ¢ n’est pas de classe C.

Ky
< — .
X 7 |G|£(]RI,]Rd)

SXNn =X
Z T Z t

2
dt} — 0.

n—oo

Définition 3.3.10 (Semi-groupe de Kolmogorov)

Pour tout t > 0, pour tout x € R, et pour toute fonction mesurable bornée ¢ : R? — R, on pose :

Pi[¢](x) = E ¢ (X{)]-

(Pt) ;s est appelé semi-groupe de Kolmogorov associé a X.

Définition 3.3.11 (Semi-groupe fortement Feller)

Le semi-groupe (P),., est dit fortement Feller, si pour tout ¢ > 0, il existe k; > 0 tel que pour toute
fonction mesurable bornée ¢ : RY — R, on ait :

Vx,x' € RY,

Pifp](x) — Pelp] ()] < Kellplloo |2 — 2]

Lemme 3.3.12

On suppose que 'hypothese est vérifiée.
On note p 'unique mesure invariante de X (voir le théoreme [3.1.8).
Si le semi-groupe de Kolmogorov (Pt)t>0 est fortement Feller, alors, il existe ¢ > 0 tel que, pour

toute fonction mesurable bornée ¢ : R? — R et pour tout t > 0,

Plolx) — [, on] < ce ¥ (14 D) gl

Démonstration :

— Sit <2, alors

Pgl(s) — [, odn| <21l < 2ete gl

— Désormais t > 2.
Comme thjf et X{,, ont méme loi, on a :
Pt [Pug]) () = E [Pifg] (Xiy)] = E[E [0 (X)) ]] = Elp (X)) = Blg(x).

Aussi, par invariance de p, on a :

/Rd<l>d14 = /W Py[¢] dp.
Utilisant le théoréeme on obtient :

n(t—1)
2

Pllx) — [, o] -

_t
< ce 1 (14 [x])[¢leo-

P P1lgl) (0 [ Plol ] < (1t IxDe 5 [Pilgl,
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Corollaire 3.3.13

On se place sous les hypotheéses et De plus, on suppose que F est de classe C! et que ¢
est bornée sur tous les ensembles de la forme RY x B, ot B parcourt ’ensemble des boules de R’
On suppose que (P;) est fortement Feller.

Alorson a :

= [ (x2() n(d),

ou y désigne I'unique mesure invariante de X.

Démonstration : _
On remarque que la fonction ¢ : x — 1 (x,{(x)) est bornée.
Rappelons que

G=vi+ [ o (7)) -2} e [ 7 aw,

Ainsi, en opérant de la méme maniére qu’a la fin de la démonstration du théoreme on montre que :

1 T _ _ _ N E[Y,-Y7r
L[ oonzom - [payal + ([ ian-1) =20
Enfin, par le lemme précédent,
1 T _ _ _
e [verzom - [pad o] - qe[[{pon - [ v
T/ ce 5 (14 |x]) |9, dt

nT
c(1+12) @]l (1-e )
— 0.
Té T—o0

D’ot le résultat annoncé. [ |
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3.4 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique

On suppose dans cette section que U : x — Y, est de classe C'. Notre objectif va étre de montrer que
le couple (T, A) est une solution mild de I'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman “ergodique”

Lo(x)+¢(x,Vo(x)G) =A, x€RY, (3-4.23)

ou L est 'opérateur défini formellement de la fagon suivante :

LF(x) = 5t (GG V2f(x) + (E(x), Vf(x))

Pourquoi s’intéresse-t-on a cette équation? En fait, elle dérive de 1’équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman

dru(t,x) = Lu(t,x) + 9 (x, Viu(t, x)o(x)),

qui est reliée a I’équation KPZ déterministe (voir a ce sujet I'introduction de [CPX15]), qui apparait dans
la modélisation de certains phénomenes physiques. Dans la derniere section, on va voir que, sous des
hypotheses différentes, la fonction u présente dans cette équation est équivalente (quand le temps ¢ tend
vers 1'infini) a une fonction de x (appelons-la v) a laquelle on ajoute At. Ici, faisons la conjoncture que
I’approximation u(t, x) =~ v(x) + At soit légitime. Alors, en remplacant u(t, x) par v(x) + At, I’équation
précédente se transforme en (3.4.23). Sous cette conjecture, on souhaite connaitre v et A pour avoir une
idée de ce que peut étre u.

Définition 3.4.1 (Générateur infinitésimal)
Soit X : Ry x Q — R? une diffusion d'It6 satisfaisant 'EDS dX; = b (X;) dt + ¢ (X;) dB;, o1 B est
un mouvement brownien I-dimensionnel, b : R — R et ¢ : R? — L (]Rl,le).

Pour tout x € R?, on note Py la loi de X quand on impose Xy = x.
Le générateur infinitésimal de X est 'opérateur A défini par :

i B (XD = f(x)
Af(x) —%1{1(} ; .

On remarque alors que L est le générateur infinitésimal associé a 'EDS (3.1.1). Aussi, on peut
étendre la définition de semi-groupe de Kolmogorov aux fonctions ¢ a croissance polynomiale (d’apres

la proposition [3.1.5).
Définition 3.4.2

On dit d"un couple (v,1), o1 v: R — R et A € R, qu'il est solution mild de ’équation (3.4.23) si :
- veC(RLR);
- 3C >0, 3k €N, Vx,h € RY, |Vo(x)h| < Clh| (1+ |x|%) ;

_ VOt T < o0, Vx € RY, 0(x) = Pr_y[o](x) +/t (Po_i [9(e, Vo(0)G)] (x) — A) ds.

Remarque 3.4.3. Ona: P [y (o, Vov(e)G)] (x) = E [y (XF, Vo (X}) G)].
Remarque 3.4.4. Voici une intuition qui aide a comprendre la construction de la définition de solution mild.
Comme L est le générateur de I’EDS (3.1.1), on peut faire I'approximation suivante quand t est proche de T :

o(x) ~E [0 (XF_,)] —( —t)Ev( )
NIE[ (XT4) (A =9 (x,Vo(x)o(x)))

I -
(XF_y)] + / (x, Vo(x)o(x)) ds — A(T — t)
0 ()] + [ Bl (6, Vo (X) @ ()] ds — AT )

la derniere approximation provenant d’un argument de continuité stochastique.
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Théoreme 3.4.5

On suppose vérifiées les hypotheses [3.1.1} [3.2.1] et [3.3.1]

Dans ce cas, le couple (6, X) est solution de 1'équation H]B (3.4.23).

Réciproquement, si (v, A) est solution de (3.4.23), alors, en posant Y} = v (X}) et Zf = Vv (X})G,
le triplet (Y*, Z*,A) est solution de 'EDSRE (3.2.8).

Démonstration :
1. Montrons que le couple (7, 1) est une solution mild de 'équation (3.4.23). D’apres le théoréme m

on sait que 7 € C! (le, ]R). Aussi, le paragraphe précédent le théoréme [3.2.5nous indique que 7 est

I;x—lipschitzienne. Des lors, on a la majoration : Vx € R, Vi € RY, |Vo(x)h| < If?x |x||h].

Il reste alors a montrer la derniere égalité de la définition d’une solution mild :
T _ T _
| Pt (o,99(0)0)l (1) =2} ds = [ {Elp (X, V5(X ) G)] ~ A} ds
T
_ x X Y
@/t {Elv(x07z,)] -7} as
T—t

_ x ZX\ 7y

e[ [ {y(xxz) -7}
X X T=t _x

—E [ O—YT_t—f—/O VA .dws]

=Y —E |Y1_] = 3(x) = Pri[e] ().

2. Réciproquement, soit (v, ) une solution mild de I'équation (3.4.23).

On pose Yi = v (X)) et Zf = Vov(X{)G; on veut montrer que (Y*,Z*,A) est une solution de

'EDSRE (3.2.8).

Ona:V0<t<T<oo VxeRY,
Y5 =o(x) = Prfel(0) + [ {Pi[ (o, To(0)G)] (1) ~ 2} ds
T
Y +E | [y z) -0 o).

t
Ainsi, pour tout t > 0,ona:E [th -Y5+ / {p (XI,ZY) — A} ds] =0.
0

Par le théoréme de représentation des martingales, on en déduit 1'existence d"un processus prédic-
tible Z de carré intégrable tel que :

t t
Y;f—yg+/ (9 (X5, Z5) — A} ds:/ Z,.dW..
0 0

Y* est donc une semi-martingale, dont la partie martingale est / Zs .dWs.
0
Supposons I'espace d’'un instant que v soit de classe C2. La formule d’Itd permet alors de dire que la

partie martingale de v (X7) est / Vo (X?)G.dW; et l'unicité de la décomposition de Doob permet
0

d’en déduire que : /0. Zs . dW; = /0. Vo (X5)G.dWs.

Mais v n’est pas forcément de classe C2. Dans ce cas, on fixe j : R — R une application C* a support
compact K, et on pose ¢,(x) = /Kv (x1 + %,...,xd + %)] (%
d’Itd a ¢, et une utilisation répétée du théoréeme de convergence dominée permet de montrer que

) dy. On peut appliquer la formule

la partie martingale de la semi-martingale v (X7) est toujours / Vo (X5)G.dWs.
0
Ainsi : , ,
Yy —Y5‘+/ (9 (X5, Z2) — A} ds = / 75 dW,.
0 0

On montre ainsi que le triplet (Y*, Z¥, A) est bien solution de 'EDSRE. |
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3.5 Controle ergodique optimal

Dans toute cette section, on suppose vérifiée 1'hypothese Cela implique que I'EDS
admet une unique solution issue de x € IR?; on la note toujours X*. On appelle contréle tout processus
progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) et a valeurs dans R, ot k > 0.

Soit R : RF — Rl et L : RY x R¥ — R deux fonctions mesurables; on suppose qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout u € R¥ et pour tous x,x" € R, on ait :

IR(u)| <c, |L(x,u)|<c et |L(x,u)—L(x,u)| <clx—x|

T 1 rT
Pour tout contréle u et pour tout T > 0, on pose pT = exp (/ R (us) .dWs — 5/ IR (us)[* ds),
0 0
et la probabilité associée sur Fr : P = p}IP. Le théoréme de Girsanov (on rappelle que la fonction R

t
est supposée bornée) nous dit alors que le processus W) = W; — / R (us) ds est un R'-mouvement
0

brownien sur [0, T| sous la probabilité IP}. On définit le cotit ergodique associée au contrdle u et a la
condition initiale x € R? par la formule :

1 T

J(x,u) = limsup TIE% [/ L (X3, us) ds}
T—o0 0

Notre objectif va étre de minimiser le cofit sur ’ensemble des controles.

On note § le Hamiltonien défini pour tout x € R? et pour tout z € R/ par :

P(x,z) = inf {L(x,u)+z.R(u)}. (3-5.24)
uelRk

On montre assez facilement que pour tout u € R¥, 'application (x,z) — L(x,u) +z.R(u) est c-
lipschitzienne par rapport a x et z; deés lors, la fonction ¥ est elle-méme c-lipschitzienne par rapport a
x et z, en tant qu'infimum de fonctions lipschitziennes ayant une constante de Lipschitz commune.

L'hypothese est ainsi vérifiée et le théoreme nous indique ’EDSRE admet une
solution sous la forme (7 (X}),{ (X}),A).

On peut montrer (voir a ce sujet le théoreme 4 de [MW67]) que si, pour tout (x,z) l'infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction 7y : RY x R — R, qui soit mesurable et
telle que ¢(x,z) = L(x,v(x,z)) +z.R(y(x,z2)).

Théoreme 3.5.1

On se place sous I'hypothese

En outre, on suppose que le triplet (Y, Z, 1) est solution de I'EDSRE (3.2.8) pour un certain x € R;
ol Y est un processus continu progressivement mesurable, Z € L3, (Q;L? (0,00;R')) et A € R.
Enfin, on suppose qu’il existe une constante ¢, > 0, dépendant éventuellement de x, telle que P-p.s.,

VE> 0, V| <o (1+]X5]).

Alors :
(i) pour tout contrdle u, ona J(x,u) > A =A;
(ii) si L (X7, ut) 4+ Zi. R (ur) = ¢ (XF, Z¢) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors J(x,u) = A = A;
(iii) sil’infimum est toujours atteint en 1} alors le controle u; = vy (X7, Z;) vérifie | (x,%) = A.
En particulier, pour la solution (7 (X}), (X}),A) mentionnée ci-dessus, cela signifie que :
(iv) pour tout contrdle u, on a J(x,u) > A
(v) si L(XF,ur) +C(XF) .R(ur) = ¢ (XF,{(XF)) P-p.s. et pour p.t. t > 0, alors J(x, u)

(vi) si l'infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors u; =y (X¥, T (XF)) vérifie J (x, )

[
NN
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Démonstration:
Comme (Y, Z, A) est solution de 'EDSRE li :

—dYt = {ll) (Xf,Zt) —X} dt — Zt.th = {lp( f,Zt) —X} dt — thWt” — Zt.R(Mt)dt.
En intégrant et en prenant l'espérance sous la loi P, on obtient :

EX Yy — Yr] = E% UOTlp( f‘,Zt)dt} ~EL [/OTZt.R(ut)dt] _TX

En isolant A, on en déduit :

-1 1 T 1 T
A= B [Yr - Yol + BY M {9 (X5, Zs) — Z; R (uy) — L (XF, uy)} dt} + B4 [/0 L (X, u;) dt]
(3-5-25)
1 1 T
< f]EL% YT — Yo] + f]EIf {/0 L (X7, ut) dt} , (3.5-26)

par définition de i comme infimum.
Mais [E% [Yr]| < B4 [|Yr]] < cx (1+E% [ XF[]) < c(1+ [x]). Ainsi:

1
—E% Yy —Y 0.
T T [Yo T]Tjgo

— T

A < limsup E2 U L(Xf,ut)dt} — J(x,u).
T—o0 0

Si L(X{,ut)+ Zi .R(uy) = ¢ (XF, Z;) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors I'inégalité (3.5.26) devient

une égalité et donc on obtient bien A = J(x, u).

Enfin, si I'infimum existe toujours, le contrdle u réalise 1'égalité mentionnée en (ii).
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4 FEtude sous des hypothéses plus faibles de stricte monotonie

Dans cette section, on abandonne notamment 1’hypothese de continuité de F qu’on remplace par
A+T, ou A est une matrice “strictement monotone” et I' une application bornée mesurable. Dans
I'introduction de 'EDSR, le principal changement réside dans le fait qu’'on ne supposera plus ¢ lip-
schitzienne en la premiére variable, alors que cette hypothése nous a été utile a plusieurs reprises dans
la section précédente : étude de la fonction 7, différentiabilité de Y ...

4.1 Une EDS

Comme toujours, on considere (Q, F,P) un espace de probabilité complet, W un mouvement brow-
nien d-dimensionnel de filtration naturelle (F;) supposée vérifiant les conditions habituelles.
On considere ici I'EDS :

{d})gé - iAXt+F(Xt))dt+0(Xt) dwe (4.1.1)

pour laquelle on formule les hypothéses suivantes.

Hypothese 4.1.1

411 R

A € M;(R) est strictement monotone, au sens ot

I >0, Vx € RY, (x, Ax) < —nx|?

et A est le générateur d’un semi-groupe de contractions (e'/) 507
I': R? — R? est une application bornée mesurable;
o : R? — GL;(R) est une application mesurable, globalement lipschitzienne, bornée et telle

que x — o(x) ! soit également bornée.

ésolution de I’EDS

Proposition 4.1.2

1.

On suppose que I' est globalement lipschitzienne.
Alors, il existe un unique processus X* solution forte de 'EDS ; de plus, pour tout
p € [2,+00[ et pour tout T > 0, X* € L? (Q,C ([0, T], RY)) et

E | sup \Xﬂp

te[0,T)

< C(1+ |x])P, (4.1.2)

ott la constante C > 0 ne dépend que de p et ||T'||«.
Si on suppose seulement que I' est bornée et mesurable, alors la solution de (4.1.1) existe
toujours, mais au sens faible : il existe un espace probabilisé filtré (ﬁ, F P, (f ,un P-

mouvement brownien W et un processus X solution de 1) sur cet espace probabilisé muni
de son mouvement brownien. La majoration (4.1.2) demeure vraie (en prenant l’espérance
sous IP) et une telle solution est unique en loi.

Démonstration :

1.

2.

Voir le théoréeme 7.4 de [DZ92].
~ t
Comme T et o(e)~! sont mesurables bornées, W; = W; + / o (XS)7l I' (X5) ds est un mouvement
0

brownien sous une loi IP. Ainsi, sur l'espace (Q, F, P, (.7-})), I’équation se réécrit sous la forme
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dX; = AX;dt+ o (X;) dW;. Comme ¢ est globalement lipschitzienne, cette équation admet une
unique solution forte, ce qui permet a la fois d’obtenir 'existence d'une solution faible et 1'unicité
en loi pour le probléme initial. ]

4.1.2 Dépendance de la solution vis-a-vis de sa condition initiale

Théoreme 4.1.3

Quand on suppose que I' est globalement lipschitzienne, alors on a 1’estimation :
6> 0,37 >0, v € By (RY), v,y € RY, [Pi[g](x) — Pilg) ()| <€ (1+ 212 + [y?) e ]|,

ot on rappelle que P;[¢](x) = E [¢ (X})].
On insiste sur le fait que ¢ et ¥ ne dépendent de I' que via ||T'||.

Démonstration :

Etape 1: obtenons une premiére majoration.
Par la formule d’Itd appliquée a I'EDS vérifiée par X*, il vient :

/Ot{2<AX§‘+F(X;‘),X;‘>+ y a(xgﬁj} ds].

E||X ] =E =z,

Par le théoreme de Tonelli, I'application ¢ — IE {|X§‘ |2} est donc dérivable.
Aussi, on dispose de la majoration :

Il

(AXE+TOF), X5) < = X5 P [T 1) < 5P g (1 LT ) < e

2

Des lors,
3 (e 1)) = (e ] 4

r
(n Ly )
1<i,j<d

En intégrant cette relation, on obtient alors :

_ o Nt
e ixiF] <o 2 (e g o).

U 1<ij<d
On note k] = 1 ( |F”°° + Y |, | )
n 1<i,j<d

On a ainsi :

AAXT+T(XF), X+ Y o(X)i
1<i,j<d

E [|Xi] <e x4
Clairement, la solution XY issue de y vérifie une inégalité de la méme forme.

Etape 2 : on fixe T et R deux réels strictement positifs, qu’on précisera par la suite. On définit les évene-

k
mentsC]’(‘:{sup ‘Xk 1T+t‘ >R} o4 —{sup ’Xk 1T+t‘ >R} et By = () (C]’-‘UC]-y).
te[0,T] telo, T j=0

Par l'inégalité de Tchebychev puis la propriété de Markov, on a :

2
E [Supte[O,T] ‘lent‘ ’]:kT] C (1 + |X,’§T|2)
P (CIJ:+1|}—I<T) < R2 < R2 ’
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ot C est indépendant de R et T.

C (1+ ]X,{Tf)

De méme, IP (CZ+1 ‘fkT) < R

Ainsi, on montre que :

P (Bxy1) =P ((leﬂ U CIZ—H) N Bk) <E []E {ﬂcﬁl T HCZH ’}—kT} ]lBk]

Couvp CluPR. .C

N

Par I'étape 1, on a :

B | K o) B [ snel 18] = 8 [B | [Koaf | 7or | 1] <B (7 340 18]

On en déduit le triplet de majorations :

2
‘X k+l)T‘ gy, e 0 ! E || Xir| 15,
0 e «x 2
< 1 Yy
B[ 1| | S| € Tc 2] | B[]
P (Bk+1) R R R PP (By)
=A
C
On fixe alors R et T de telle sorte que e 1T = == ol a > 0 sera fixé par la suite. Des lors, les
Vay/a+ 8k

valeurs propres de la matrice A sont a et 204 VIVET O Ces valeurs propres sont distinctes, ce

sont des fonctions continues de a qui tendent vers 0 quand a — 0.
II nous est alors possible de fixer a suffisamment petit de telle sorte que A soit diagonalisable et

Sp(A) C [ %, 2} Des lors, il existe une constante x, (ne dépendant que de x; et 1) telle que

P (By) < k2 (;)k (1 +|x2+ |y|2).

On définit alors un temps d’arrét T = inf {kT‘supte[O T] ‘X P 1)T+t’ R, SUpP;co,7] ‘X?k—l)TH‘ < R}.
Des lors, pour tout k € IN*,

P(t>kT)=1TP |Vje[0,k—1], sup ‘X] 1T4_t‘>Rou sup ’X] 1T{_t’>R
te[0,T] te[0,T]

k—1
<P (c;‘uc;’) =P (B_y)
j=0

1 k-1
<n(3) (trlP+yR).

Soit v > 0 et soit N € IN*; par une transformation d’Abel, on montre la relation :

N N
Y TP (t=kT) =1+ (1 - e_”T) Y e* TP (v > kT) —e'NTP (> (N+1)T).
k=0 k=1

In2
Quand v < nT’ un passage a la limite permet d’en déduire que :

) o0 k
Ee’"] =1+ (1 - e*”T) Y TP (v > kT) <1+ (1 - e*”T) 1 (1 + x4 |y|2) Ty (e"T;>
k=1

k=0
(4.1.3)
1
<1+ (eVT - 1) K2 (1 +x? + |]/\2) T —aTl (4-1.4)
2
<ra (14 3+ lyP) (41.5)

ol la constante x3 ne dépend que de x; et v.
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Etape 3 : on va utiliser une méthode de couplage; dans un premier temps, on va introduire une EDS
auxiliaire.
On note By la boule fermée de R?, centrée en 0 et de rayon R; soient x,y € Bg, avec x # y. On fixe
b et & deux fonctions bornées, globalement lipschitziennes, qui coincident avec b et ¢ sur By et qui
sont nulles hors de Bg1.
On note X* le processus solution de 'EDS :

{df{f = b(XF) at+7 (XF) ami
Xg = x

Par unicité forte, on remarque que X* = X* jusqu’au premier instant ot X* sort de la boule Bg.
Si on note p(x;t,e) la densité de X}, d’apres [Aro67] (les coefficients de I'EDS auxiliaire étant bor-

nés) :
d
t2 Az —x|? N Alz — x|?
ﬁzexp (_|th> g p(x, t’z) g Mt7% exp <_|th|> ,

ol M, A et A désignent des constantes positives, indépendantes de x. On a le méme type d’enca-
drement pour la densité p(y;t, ®) et on peut écrire :

Bits) _ o (Az-xP
p(x;t,z) = M-exp t '

On note jiy = L (55%) ety =L (X%) ; on a donc montré que ces deux lois sont équivalentes.

En outre, le processus X est borné par R + 1, étant donné que b et & sont nulles hors de By, 1 ; ainsi :

dﬁy 3 . 5 3A Sx 2 ) 3\ 2\
/]Rd (dﬁx(z)) dpix(z) < M7E [exP <T‘XT—x’ )] < M exp <T (R+1+R) ) —=: Ky < 00,

et x4 est une constante qui ne dépend que de M et A — en particulier, elle ne dépend pas de x ou y.
Pour continuer, on va utiliser le lemme suivant (démontré dans [Mato2]).

Lemme 4.1.4

Soient 1 et pp deux mesures de probabilités sur un espace de Banach E.

On sait qu'il existe un couplage de variables aléatoires (Z;, Z;) de lois respectives j1 et yp
réalisant le minimum de la quantité IP (Z; # Z;) sur 'ensemble des couplages de i1 et p».
On suppose que p; et pp sont équivalentes, et qu’en outre, il existe des constantes p > 1 et

C > 1 telles que
d‘uz ) p+1
-— du; < C.
/E (dlil #

-5 1) ()

V%’x'y , V%’x’y) de lois piy et jiy, tel que

Alors, on a la minoration :

Ce lemme nous fournit alors l'existence d'un couplage (
SLxy 2%y 1

P (V7 =) > pr
Etape 4 : on construit désormais un couplage issu de n’importe quelle condition initiale pour I'EDS de

départ.
Pour t € [0, T], on pose :

- quand x =y, (V% V2) = (X5, XF);
- quand x # y, (th’x’y, Vtz’x’y ) = (Xf,Y‘]t/ ), ott X’ est la solution de 'EDS issue de y pour un
mouvement brownien W indépendant de W.

On construit par récurrence un couplages des lois de X*, XY, t > 0, en posant, pour n € IN* et

tel0,T]:
! Lxy 2%y Lxy 1,2,xy
Vl,X,y VZ,Xry _ Vl’VnT ’VnT Vz’VnT ’VnT

nT+t” "nT+t ] — t 7Vt .
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(C’est la propriété de Markov qui justifie, par récurrence, qu’il s’agit bien d’un couplage des lois
attendues.)
On définit une suite de temps d’arrét :

sup V(l DT+t

Lm:inf{l > L1
te[0,T] te[0,T]

2,x,y
< Ret sup V(l—l)T+t < R} ,

avec Lo = 0.

En appliquant la propriété de Markov a (4.1.5), on montre que, pour v <

In2.

T
2

E |:eVLm+lT ] —E {eVLmTIE {e”L’"*]*Lm)T’fLmTH < 3B {eVLmT <1 + ’VI},':C/Ty T

< K3 (1 + 2R2) E [evLmT} :

E [e/(bna =t Fy r] < iy (1 + \vg;;g

Puis, on en déduit :

2,x,y
Vi,

)]

Conséquemment :
E et ] <xi (1 +2R2)Wl (14 %2+ ).

Etape5 on pose mo—mf{m‘vl"y Zx,y} Ona:

lP(mo >m+1\m0 >m)
=1—-1P (myg=m—+1|my > m)

1 X,y 2 XY 1,x,y 2,x,y

m+lT m+1T LmT #VWT>

=1—-TP

1 *(y 2xy > Vl,X,y VZ,x,y
m+1 1 (Lm+1’l)T _ g (Lm+171)T, (Lm+l 1
= VT

-P

1xy 2xy
ié Lm >

Lm Y # V2 Y ) , par définition de L,11;

1 X,y 2 X,y 1xy 2,x,y
m+1 1 (Lm-%—l*l)T 7 § (Lm-ﬁ—l*l)T’ (Lm+1*1)T Lxy _ s2xy 1xy 2,x,y
-P o VT V(Ln1+171)T o (Lm+171)T VLmT # v mT
V (1Lxmy+1 -1 V(Z:;il—l)T _ VZ,VELZ:_UT,V(ZI:;’L_UT Vl Y ny ViYL 2y
T Ly —1)T 7V, Lyy1—=1)T| LT 7 mT

m+1 1 (Lm+1 l

1 X,y 2 X,y 2 Vl,x,y VZ/x/y
—P (VT Lyy1- 1 (Lm+171>T — VT’ (Lm+171)T’ (Lm+171)T
-P
( 1 XY V2 XY ‘Vl :c,y £ V2 x,y)
-P

1 XY 2,x,y 2 Vl,A,y 2,x,y
<V (Lm+l 1)T (Lm+1 _1)T — ‘7 ’ (Lm+] _1)T, (Lm+] 1)
- 'T

1xy ny
V
m+1 1 T 7é m+1 1)T
1,X,]/ 2 x,y Lx/y 2,X,]/
x P (V(Lm+1 nT 7& Liyt1— 1)T‘VLmT 7& VLmT :
Lxy 2%y Lxy 2,x,y
1V % 2 v
P =7 (L -1’ (L -1T ~“V(r N1 (L 1
Par Vétape 3 : P (VT R R R A

1xy 2x,y > L
V( Lypy1— 1 T 7& Liy1— 1)T> i 41{4.

Sionnote p =P (V(lL’:il_l)T = V(ZL’:;ZI_DT‘VE;:%IJ # VLZ;:}y>, on a donc :
P (my>m~+1jmg>m) <1— —L(l— ) = 1—L (1- )<1—L
0 0 P P 4xy PISE ™y
1 m
Ainsi, on déduitde P (mg > m+1) =P (mg > m+ 1|mg > m) P (my > m) que P (mg > m) < (1 - 41{) .
4

Remarquons en particulier que ceci nous apprend que g < o p.s.
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fitape 6 : soit y € [0,v]; par I'inégalité de Holder,

[} 0 b
E [e%n«oT} - Y E {eVL"’T]lmozm} <Y E [evLmT} Y (mo = m)'
m=0 m=0

<]

[ee)

m—1 % 1 (m_l)(l
<y <Kg1 (1+2R2) (1+|x|2+y|2>> (1_4;<4>

m=0

1)

4Ky
Ainsi, on peut écrire E [eVL’"O T} < x5 (1+ [x]|? + |y[?), ot k5 ne dépend que de &3, x4 et v.
On pose ng = inf {k’V1 oY = V;Tx,y} < L, + 1.

Ainsi, E [e7"0T] <5 (1+ [x|? + [y[?) 7.
De plus, par l'inégalité de Markov,

1\!+ 2
On choisit alors  de sorte que <1 - > (K3 (l + ZRZ)) <1

E [e7"7]

1}(] 2,xy\
( #VkT )—]P(”O>k*1)<m\

ks (14 [x2 4 [y[2) @707,
Puis, pour tout ¢ € [0, T], on en déduit :

P (Vi # Vi) <P (VY £ V) s (1 a4 ) €727 <o (12 + [y ) e 6T+,
En fin de compte, pour ¢ € By, (le), il vient :

P~ P = [E [ () ~0 (7272)]| < 2folar (429 412
< 2 (14 ¥ + ) [19lloe ™.

Corollaire 4.1.5

On suppose que I est une fonction bornée, mesurable et qu’il existe une suite (I';), - de fonctions
telles que :
- Vn € N*, T';, est globalement lipschitzienne;
— sup sup |y (x)| < o0;
n=1 xeR4
— (T,) converge simplement vers I' sur R?.
Alors le résultat précédent reste vrai (lorsque qu’on note P:[¢](x) = E [¢ (X})], avec les notations

de la proposition [4.1.2).

Démonstration :
On note X™* la solution de I'EDS écrite avec I';;, issue de x au temps 0.
D’apres le théoreme ona:

Vn € N*, 36,7, > 0, V¢ € B, (]Rd> ,Va,y € RY,

Elp () —E [¢ (x;)]| <@ (14 %P+ lyP) e ]l

Comme ¢, et U, ne dépendent de I', que via ||T's ||, et que la suite (T';) est uniformément bornée, on a :
9 (X —E ¢ (x1*)]| < (14 5P+ yP) e ™ 9le

Notre objectif va étre de passer a la limite ; montrons donc que E [¢ (X;"")] 2 E [¢ (XF)].

36,7 >0, ¥n € N*, Vo € By (le) ,Vx,y € RY,

Soit U le processus solution de 'EDS
ot
UF = ety + / elt=5)4q (U ds.
J0
Par Girsanov, on peut écrire :

t
X = ety +/ elt=5)4q (x1v) dWS("),
0
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t
oul Wt(") =W+ / o (X2%) 7', (XIY) ds est un m.b. sous la loi P(") = P (X"*) P sur [0, T] et ot
0

2
ds) .

t 1 gt
n Xy _ - n,x\—1 n,x 1 n,x\—1 n,x
ot (x) = exp (= [ o () (2 ) = 3 [ o ()71 ()

De méme, on écrit :

t
X =ehxt [ e (x3) AW,
0

~ t ~
ot Wt(oo) =W + / o (XF)7'T(XZ) ds est un m.b. sous la loi P(®) = p® (X*) P sur [0, T] et ot
0

2
ds ).
Ainsi, par unicité en loi des solutions des EDS, on a les égalités :

E[p (X;™)] = EM [of (x™*) 19 (X{™)| = E [} (U%) "¢ (U)];

o () =exp (- [ (0 ()T G - 3 [ o () T 00)

Elp (X)) = E®) [0 (X) 7 9 (X)| = E o (u) " ¢ (Up)] -
Comme T, nc_%z I sur RY, on a bien p} (U*) ! n;igo o (U*) 1. 1l nous suffit donc de montrer que la

famille (p7 (U*)~! est uniformément intégrable pour montrer E [¢ (X"*)] — E[¢ (X})].Ona:
Pt 2N & P (X)) =2 Elp (X

B | (ot W) )]

t t
—E fexp (2 [ (o (X070 (X0 )+ [ (x0T (x2)

)

)
exp (5 [ |o 00 )
a)] %

t
E [exp (10 / o () 7T, ()
0

1 . 1t .
:lE[exp <2/O (40 (X0%) 71T (X0, dWe) — 7 [ [aor (x27) 7 (X2

)
zds)];

t ot
<E [ewp ( [ tao (X000 (x0%) i) 3 [ o () (%)

: ;
exp <10t H(T_luw (ns;lﬂg* ||Fn||§o>>1

< exp <5t HU”Hi (suﬂ\}? |Fn||§o>) < oo,
nelN*

ce qui prouve que la famille (p? (ux )71) N St bornée dans L?!
neN*

<E

4.1.3 Récurrence de la solution

Théoréeme 4.1.6

On suppose que l'application I vérifie les hypothéses du corollaire qui précede.
Alors la solution de I'EDS est récurrente au sens ou :

YO c R? ouvert, Tlim P(3te0,T], X € O)=1.
—00

En particulier, si on pose T = inf {t € R ||X}| < €}, alors Ve > 0, Tlim P(t*<T)=1
—
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Démonstration :
On introduit le semi-groupe R¢[¢p](x) = E [¢ (U})], oit U* est le processus solution de

t
Uy = ety + / e(=5)44 (U¥) ds.
0

Pour O € B (IRd), onnote R(t,x,0) =P (U} € O) = R¢[lp] (x) les probabilités de transition de U.

En opérant comme dans la démonstration du théoreme on montre que R admet une unique mesure
invariante i, que ¥ est fortement mélangeante, et que R est irréductible et t-régulier pour tout t > 0 (voir
a ce titre les théoremes 7.2.1 et 7.3.1 de [DZ96]).

On rappelle que les probabilités de transition de X sont P(t,x,0) = P (X¥ € O) = P [lo] (x).

Par le théoreme de Girsanov, on peut écrire :

Pil](x) = E [or¢ (UF)],

t
olt p¥ = exp (—/0 (o (UX)71T (UZ), dWs) —7/ o (u)~'r (uE) ds).
Ainsi, P est irréductible, t-régulier pour tout t > 0, et stochastiquement continu.
A la maniére du théoréme 8.4.4 de [DZg6], P admet une unique mesure invariante telle que du = fdJ,
oit f : R? — R est mesurable.
On peut alors appliquer le théoréeme de Doob (théoréme 4.2.1 dans [DZg6]) pour dire que u est fortement
mélangeante et équivalente a toutes les mesures P(t, x, o).
Ainsi, comme P est irréductible, si O est un ouvert non-vide de R¥, alors (Q) > 0.
Donc litrr_1>io£1f73(t, x,0)=u(0)>0.

On a donc montré que le semi-groupe P est récurrent, donc P (3t > 0, X € O0) = 1.
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42 LEDSRE

Ici, on désigne par E : R? — R? une fonction bornée ; et on note X* la solution de I'EDS 1i ol
I' est remplacée par E.
On s’intéresse alors a I'EDSR ergodique d’horizon infini :

T T
Y;‘:Y%Jr/ [0 (X5, Z5) — A] da—/ 75 .dW,, 0<t<T<oo, (4.2.6)
t t

ot les inconnues sont A € R et les processus Y* et Z* a valeurs dans R et R respectivement.
On fait les hypotheses suivantes sur = et 1.

Hypothese 4.2.1

La fonction ¢ : R? x R? — R est une fonction continue, mesurable ; de plus, on suppose qu’il existe
M > 0 tel que :

Vx € R?, Vz,2 € RY, [9(x,0)| < M et |p(x,z) —¢p(x,2)| < M|z —7|.

Hypothese 4.2.2

La fonction & : R? x R? — R est une fonction bornée, globalement lipschitzienne et de classe
C! (RY,RY).

Comme pour l'étude précédente, on commence par introduire une EDSR a horizon fini, faisant
apparaitre un nouveau parametre a« > 0 :

T T
Y = YR 4 / [ (X%, Z5%) — aY*] do — / ZX . dW,, 0<t<T < oo. (4.2.7)
t t

Pour cette équation, on dispose du résultat suivant.

Lemme 4.2.3

On se place dans le cadre des hypotheses |4.1.1} [4.2.1] et [4.2.2] Ainsi, pour tout x € RY et pour tout
o >0,

1. il existe une unique solution (Y**, Z**) a I'EDSR (4.2.7) telle que Y** soit un processus borné
i P 2 2 .md X,0
et continu, Z** € L%, (Q, L% (0,00;R)) et |Y;

< " P-p.s. pour tout t > 0;

2. si on pose v*(x) := Yg'“, alors pour tout « > 0, v* est une fonction de classe ct (le, IR) ; elle
vérifie Y] = v* (X)) et Z;"* = Vo* (X}) o (X}).

Démonstration :

1. La premiére partie de ce lemme se montre exactement de la méme maniere que le théoreme En
effet, dans la démonstration de ce résultat, on n’utilise a aucun moment I’hypothese selon laquelle
1 serait globalement lipschitzienne par rapport a x.

2. Par contre, le résultat similaire qu’on avait montré précédemment utilisait pleinement le fait que
¥ soit globalement lipschitzienne par rapport a la premiere variable. On va donc devoir opérer
différemment.

— On va commencer par montrer que v* : x — Yj* est une fonction continue. Comme dans la
démonstration du théoreme on introduit 'EDSR a horizon fini suivante :

n n
o= [z o ao - [ zeaw, 0<i<o (2
tAn tAn

Soit alors (x),,-( une suite qui tend vers x dans R¥. Alors, pour tout n € N*, on a :

[0 (xm) — 0" ()] < [Yg™" = Yo"

Y 1
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Mais, comme dans le point (iii) de la démonstration de 'existence du théoreme ona:

VE> 0,V € RY, [V - P | < oot M
14

Ainsi, on a, pour tout m € IN et tout n € IN* :
M
|ZJ“ (xm) _ le<x)‘ < |Y8€m,i’l _ Yg'”| +2e7an;.

On fait alors appel a un résultat apparaissant dans la démonstration des estimées a priori de
[EPQg7] (proposition 2.1), pour obtenir ici :

VB> 243141, V€ [0,n], B | [vim" - VP < [/tn efs [y (X2m, Z5m) — (XX, Z5") 2 ds| .
On en déduit que :

e v < [ ey O 2 — g (0, 20 P ]
Mais, d’apres l’hypothése ona: |y (XIm",Z7") — ¢ (X", ZI")| <21 (14 |Z27"|); d’apres

la premiére partie de ce lemme, cette quantité est donc de carré intégrable. Par convergence
dominée, les applications ¢ et x — X* étant continues, on a :

i — Y
m—oo

Puis pour tout n € N*, on en déduit :

M
limsup [v* (x,) — 0% (x)| < 2e7*"—.
m—sco a

Finalement, v* (x;,) — v*(x) et la fonction v* est continue.
m o0

— Ainsi, comme pour la proposition [3.2.4} on montre que pour tout ¢ > 0, Y;** = v* (Xy) P-p.s.

— On peut alors démontrer le caractere C 1 de v* en utilisant le théoréme 3.1 de [MZo2] ; on obtient
également la formule reliant Z a Vo*. ]

Lemme 4.2.4

Soit f : R? x R? — R une application continue en la premiére variable et globalement lipschitzienne
en la seconde.
Soient ,{’ : R? — R? deux fonctions continues a croissance polynomiale. On définit :

. 200 = FE D) o it ) 2 e
=) e e —E), s e # E )

0, sinon.

Alors, on peut construire une suite de fonctions globalement lipschitziennes (fn> N telle que
neN*

Ly

sup

< oetVx € RY, lim T,(x) = T'(x).
neN* 0 n—soco

Démonstration :
On renvoie au lemme 3.5 de [DHT10]. ]

Lemme 4.2.5

II existe une constante ¢, dépendant de M, C et ¥ mais pas de « telle que :

Vx,x' € RY,

o(x) —o"(X)] S c (T+ [xP+ [¥]?) et |[Vo(x)| <c(1+]x]?).
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Démonstration :

Y(x, Vo' (x)o(x)) — p(x,0) o Ut :
On pose T'*(x) = . Vot ()0 (x)]2 Vot (x)o(x), ST Vot (x)o(x) # 0;
) sinon.

Par le lemme précédent, T'* est limite ponctuelle d’une suite de fonctions uniformément bornées et glo-
balement lipschitziennes.

Comme Z* = Vo* (X¥) o (XF), on a bien : ¢ (XF, Z}™) =  (XF,0) + % (XF) ZF*.

Aussi, pour tout T > 0, le couple (Y**, Z**) est solution sur [0, T| de :

{ —dY* = [l[) (XF,0)+T%(XF) Z" — aYy ’“} dt — Z* . dW, (4.2.9)

Y5 = o (X3)
Comme T* est bornée (par M), il existe (d’apres Girsanov) une probabilité P telle que
. 't
W = W, — / T (X ds
J0

est un P**T-mb. sur [0, T].
En intégrant li et en prenant l’espérance sous P**T, on montre alors que :

~ ~ T
Yp - BT [Tyt = BT [ /0 ey (X7,0) dt] .

_ T
Ainsi, 0 (x) = E**T [e *To® (X%) + / e 'y (X7,0) dt]. Or, en faisant apparaitre la densité de Girsa-
0
nov, on remarque que :
2
dtﬂ

o)

~ T _ T,
BT [eoTor (x3)| = e TE [v“ (X5) exp ( / T (XF) . dW; — % /O T (X5)
0

T _ T
< e_"‘TM]E [exp (/ ' (Xy) .dW; — %/
0 0

I (X7)

En fin de compte, on a montré que

T—o0

e T
o*(x) = lim E*®T U e *p (XF,0) dt} .
0
D’autre part, on a :
dx;¥ = [Ax;f FE(XF) 4o (X)) T (ng)] dt + o (XF) . AT,

Comme E et ¢ sont globalement lipschitziennes, I’application T* = Z 4 ¢T* est limite simple de fonctions
lipschitziennes. Par le corollaire il vient :

B [ (5,00 = B [ (XF,0) || <@ (14 x4 [2'2) 7 [[9(0, 0) oo < EMe™ (14 [x[ +|'2)

En conséquence, on a :

T—o0

~ T ~ T /
0% (x) — o*(x')| = lim |E¥T [/0 e~y (X7,0) dt] — BT [/O ey (x;{,o) dt”
T Y T ~_ 1 /
= lim / e BT [y (XF,0)] df — / e BT [ (x7,0)] dt’
T—oo |JO 0

— gim [ [T (B4 by (x50 B2 [y (x¢,0)])

T—co
B [ (X5,0)] - BV [ (x¥,0) ]| a

—+o00
< e—ﬂ(f
0
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+o00 .
0% (x) — o (x)| < / e YeMe V! (1 + |x|2 + |x'|2) dt
0
cM
S U+
Cl

< 7M (1+ 1P+ [XP)

(14 %2+ 1x'?)

Rappelons que ¢ et ¥ ne dépendent de I'* que via |I*||, < [|E]|e + ||0]|coM, autrement dit ¢ et ¥ sont
indépendants de a.

Pour établir la majoration de |Vv*(x)|, on pose désormais 7*(x) := v*(x) — v*(0); ainsi le processus
défini par Y; " := Y — Y9 = 5" (X}) est solution de :

X0

—dY" = [1/; (X, Z5%) — o (Yf"" - ygﬂ)} dt — Z% . dw,
Y7 =7" (X{)

0,0
En remarquant que ‘DCYO

= |av*(0)| < M, on peut appliquer le théoreme 4.2 de l'article [FTo2a] : on

montre ainsi que 7" est de classe C! et que |V7*(x)| < ¢ (1 + |x|?), ott ¢ ne dépend pas de a. |

Théoréme 4.2.6

On se place dans le cadre des hypotheses |4.1.1} l4.2.1] et [4.2.2] Tl existe un réel A, une fonction
localement lipschitzienne 7 avec 7(0) = 0 et un processus Z € L%Jlloc (Q,L2(0,00;RY)) tels que, si
on pose Y; = (X¥), alors 'EDSRE admet une solution (?",Z",X).

De plus, si T est de classe C!, alors |[V7(x)| < ¢ (1+ |x|?) (pour une certaine constante c) et dans ce
cas Z; = Vo (X¥) o (X}).

Démonstration :
On opére comme dans la démonstration du théoreme
On pose 7*(x) = v*(x) —v*(0); ona: [7*(x)| < ¢ (1 + [x[%), avec ¢ indépendant de « et [av*(0)] < M.
Par extraction diagonale, on peut construire une suite («,) décroissant vers 0 telle que pour tout x € D,
partie dénombrable dense de R, on ait :

7' (x) — o(x) et  a,v*(0) TH—;X,

pour une certaine fonction 7 : D — R et un certain réel A.
De plus, on a montré que :

Va >0, Vx,x' € RY,

7 (x) — 74(x)| < ¢ (1 + x4 |x'|2) x — «'].

Donc on peut étendre 7 en une fonction continue sur R? (car uniformément continue sur tout compact
de D); elle est localement lipschitzienne et elle vérifie :

Vx € ]Rd,

B(x) —o(x')| < c (1 +x2+ \x’|2) [ = '] et 7 (x) — B(x).

Pour montrer que le triplet (?",T,X) est effectivement solution de 'EDSRE (4.2.6), il suffit de mimer la
démonstration du théoreme [3.2.5|
Pour le dernier point, on remarque que le couple (Y",Z") est 'unique solution de 'EDSR :

~dY; = [ (xZ) At -7 .aw;
o= 9(Xj)
avec la fonction 7 qui est supposée de classe C'.

Comme dans la preuve du théoréme précédent, on fait appel au théoreme 4.2 de [FTo2al, pour conclure
que |V3(x)| < ¢ (1+ [x]?) et Z{ = Vo (XF) o (XF). u
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Remarque 4.2.7. La solution qu’on vient de construire vérifie :

VE>0, |Y;

<c(1+1x7).

Le théoréme qui suit va permettre de montrer 1'unicité de A, quand on impose a Y de croitre au plus polynomia-
lement par rapport a X.

Théoreme 4.2.8

On se place dans le cadre des hypotheses |4.1.1} |4.2.1] et 4.2.2]

Aussi, on suppose que le triplet (Y’,Z’, ) est solution de 'EDSRE pour une certaine condi-
tion initiale x € IRY, o1 Y’ est un processus continu et progressivement mesurable, Z’ est un élément
de L% . (Q,12(0,00;RY)) et A € R.

Enfin, on suppose qu’il existe une constante ¢, > 0 (qui peut donc dépendre éventuellement de x),
telle que pour un certain p > 1, P-p.s.

vVt >0,

Y| <ex (T4 XF)P).

Dans ces conditions, on a alors A’ = A.

Démonstration :
Elle est similaire a celle du théoreme [ ]

Théoreme 4.2.9

Soient (v, () et (5, Z) deux couples de fonctions telles que :

- 9,7 : R? = R sont continues et nulles en 0;

- Vx eRY, Jo(x)| <c(1+[x]?) et [0(x)| <c(1+[x?);

-, 5 : RY — R sont continues;

— VxR, (Z(x)] < c (14 [x]?) et ‘Z(x)‘ <c (14 x?).
On suppose que pour certaines constantes AA et pour tout x € RY, (v (XF),(XF),N) et
<z7 (X¥),T (XF) ,7\) soient solutions de I'EDSRE (4.2.6).

Alors, A = A, v =7et{ =C.

Démonstration : B - - B
Par le théoreme précédent, on sait déja que A = A. On pose : Y; = v (X}) — 3 (XF), Z; = C(XF) — C (X})
et

Ped(x) 9 (x(x)) E) .
f(x):{ R O(ax) {) sidl) £2x)

sinon
Utilisant le fait qu’on manipule des solutions de I'EDSRE (4.2.6), on a :
—dY, =T(X}) .Z; dt — Z; .dW; = —Z; .dW/,

t _ .

ou W) = Wy — [ T'(X}) ds est un mouvement brownien sur [0, T] sous une loi P’ (par Girsanov, car I
0

est bornée par M).

De plus, sous la probabilité PX'T, le processus X* satisfait I'EDS sur [0, T] avec I' remplacée par la

fonction x +— o (x)I'(x) + F(x), qui est une fonction bornée par ||||ccM + || F||co-
Par la proposition on a alors :

Vp>2,Vx e RLVO<t < T, EY [|XF|P] < Cp (1+ [x]7),

ot Cp ne dépend que de p et ||o||oM + ||F||o ; en particulier, elle est indépendante de T.
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Et comme ‘?f‘ <2 (1 + |Xf|2), ona:

—=x,T fo
E Vo ‘Zt

2 . T
dt} <EY U 4c? (2+2|X;‘|4) dt]
0
T_
<8c2T+8c2/ B )] ar
0
< 82T +8c2CyT (1 + |x|4)

Pour € > 0, on définit le temps d’arrét T = inf {t € R ||X}| < €}.
De —dY; = —Z; .dW/, on déduit :

VT >0,Y, =E"" [Y’}M} .
Mais comme v — 7 est continue et nulle en 0, on a :
V6>0,3e>0, x| <e=|(v—0)(x)] <6.
On fixe § > 0, et on a la suite d'inégalités :
<5

X X
Yo Yrar

=x,T [|=x
<E H YT/\T

J— /T —_
]1T<T:| +1Ex [‘Y§AT

1T2T:|

X
YT

1 1
_ _ 272 _ 1 _ _ 272
<E7 0 -9) o) ear] + B [T | BT [120]" <o BT [Fie

Nf—=

1
_ 212 _ _ 3
<o+EYT {48 (1+1x31) } P (r>T)2 <o+E (82 + 8 [xi ! P (x> T)

NI—=

<o+ (8c2 +8c2C, (1 + |x|4)) P (r>T)0.

Mais, par le théoréme ona:
“Te>1) — 0.
T—o0

Donc ‘Yg‘ < 9, et 0 est arbitraire, donc Yf)‘ = 0. On a ainsi montré que v = v. Par une formule d’It6, on en
déduit que ¢ = 5 . ]
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4.3 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergodique

Comme dans la section précédente, on s’intéresse a 1'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman ergo-
dique. La méthode d’étude étant la méme, on ne fait ici que rappeler les résultats principaux.

On suppose dans cette section que 7 : x + Y, est de classe C!, ou (YX,ZX,X) est une solution de

I’EDSRE 1} Notre objectif va étre de montrer que le couple (7, A) est une solution mild de I'équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman “ergodique” :

Lo(x) 4+ (x, Vo(x)o(x)) = A, x €RY, (4-3.10)

ou L est 'opérateur défini formellement de la fagon suivante :

LF(x) = st (e(0)(x)" V2F(x)) + (F(x), VF(x)) .

Définition 4.3.1

On dit d"un couple (v,1), ot1 v : R — R et A € R, qu'il est solution mild de ’équation (4.3.10) si :
-veCH(R,R);
- 3C >0, 3k €N, Vx,h € RY, |Vo(x)h| < C|h| (1 + |x|F);

- V0Kt T < oo Vx €RY, v(x) = Pr_4[v](x) + /tT (Ps—t [(o, Vv(0)o(e))] (x) —A) ds.

Remarque 4.3.2. Ona: P [ (o, Vo(e)o(e))] (x) = E [ (XF, Vo (X)) o (X]))].
Théoreme 4.3.3

On suppose vérifiées les hypotheses et
Dans ce cas, le couple (6, A) est solution de 'équation HJB lh

Réciproquement, si le couple (v, A) est solution de (4.3.10), alors, quand on pose Y} = v (X}) et
Zf = Vo (X}) o (X}), le triplet (Y*, Z¥, A) est solution de 'EDSRE (4.2.6).
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4.4 Controle ergodique optimal

Comme dans la section précédente, on s’intéresse au probléeme du contrdle ergodique optimal. La
méthode d’étude étant la méme, on ne fait ici que rappeler les résultats principaux.

On suppose vérifiée I'hypothese et ; on note X* la solution de 'EDS (4.1.1).

On appelle contrdle tout processus progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) et a
valeurs dans R¥, ot k > 0.

Soit R : RF — Rfet L : RY x R¥ — R deux fonctions mesurables; on suppose qu’il existe une
constante ¢ > 0 telle que pour tout u € RF et pour tous x,x’ € IR, on ait :

IR(u)| <c, |L(x,u)|<c et |L(x,u)—L(x,u)| <clx—x|

On définit alors le cotit ergodique associée au contrdle u et a la condition initiale x € R par la
formule : (on renvoie a la section précédente pour la définition de [E7)

T
J(x,u) = limsup %]E”T‘ {/ L (X3, us) ds}.
T—o00 0

Notre objectif va étre de minimiser le cotit sur ’ensemble des controles.
On note 1 le Hamiltonien défini pour tout x € R? et pour tout z € R! par :

P(x,z) = infk{L(x,u) +z.R(u)}. (4-4.11)

uelR

On montre assez facilement que pour tout u € R, I'application (x,z) — L(x,u) +z.R(u) est c-
lipschitzienne par rapport a x et z; dés lors, la fonction ¥ est elle-méme c-lipschitzienne par rapport a
x et z, en tant qu'infimum de fonctions lipschitziennes ayant une constante de Lipschitz commune.

L'hypothese est ainsi vérifiée et le théoreme nous indique ’EDSRE admet une
solution sous la forme (7 (X}),{ (X{),A).

On peut montrer (voir a ce sujet le théoreme 4 de [MW67]) que si, pour tout (x,z) l'infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction «y : RY x R — R, qui soit mesurable et

telle que ¢(x,z) = L(x,v(x,z)) +z.R(y(x,z)).

Théoreme 4.4.1

On se place sous les hypotheéses et ; on rappelle que L et R suivent certaines contraintes
énoncées en début de section.

En outre, on suppose que le triplet (Y, Z, A) est solution de 'EDSRE pour un certain x € RY;
ol Y est un processus continu progressivement mesurable, Z € L%),loc (L% (0,00;IRY)) et A € RR.
Enfin, on suppose qu'il existe une constante ¢, > 0, dépendant éventuellement de x, telle que P-p.s.,

VE>0, |V <cx (1+ yxmz) .

Alors :
(i) pour tout contrdle u, ona J(x,u) > A =A;
(ii) si L (X7, ut) + Z. R (ur) = ¢ (XF, Z¢) P-p.s. et pour presque tout t > 0, alors J(x,u) = A = A;
(iii) si infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors le controle u; = v (X7, Z;) vérifie | (x,%) = A.
En particulier, pour la solution (7 (X}), (X}),A) mentionnée ci-dessus, cela signifie que :
(iv) pour tout contrdle u, on a J(x,u) > A;
(v) si L(XF,ur) +C(XF) .R(ur) = ¢ (XF,{ (XF)) P-p.s. et pour p.t. t >0, alors J(x, u)
(vi) sil'infimum est toujours atteint en (3.5.24), alors i; =y (X¥, T (XF)) vérifie J (x, )

I
NN
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5 Liens entre EDSR et EDSR ergodiques sous des hypothéses faibles

Dans cette section, on continuera a travailler avec des hypotheses du méme type que dans la section
précédente. On s’intéressera davantage au comportement en temps des solutions mild des équations
HJB, et on fera le lien avec les solutions mild des équations HJB ergodiques.

5.1 Ftude préliminaire d’une EDS

On considérera ici la méme EDS que dans la section précédente, mais avec un coefficient de diffu-
sion désormais constant. On considere (Q), F,IP) un espace de probabilité complet, W un mouvement
brownien d-dimensionnel de filtration naturelle (F;) supposée vérifiant les conditions habituelles.

On considére ici 'EDS :

{ d}){(t = iAXmLF(t,Xt)) dt +Gdw; , (5.1.1)
O p—

pour laquelle on formule les hypotheéses suivantes.

Hypothése 5.1.1

- A € My(R) est strictement monotone, au sens ot

Iy >0, Vx € R?, (x, Ax) < —7|x|?

et A est le générateur d’un semi-groupe de contractions (e'4) 07
~ F: Ry x R? — RY est une application bornée mesurable ;

- Ge GLd(lR).

Proposition 5.1.2

1. On se place dans le cadre de 'hypothese et on suppose de plus que F est globalement
lipschitzienne par rapport a x. Alors, pour tout p € [2, 400 et pour tout T > 0, il existe un
unique processus X* € L;; (Q,C ([0, T],RY)) qui soit solution de ’équation 1) De plus,

ona:
sup E [|XF|'] <C (14 [x]7), (5.1.2)
0<t<+o0
E | sup |X{|P| <C(A+T)@1+[x]"), (5.1.3)
o<t<T

ot C est une constante qui ne dépend que de p, G et ||F||c.

2. Si on suppose seulement que F est bornée et mesurable, alors la solution de (5.1.1) existe
7

toujours, mais au sens faible : il existe un espace probabilisé filtré (ﬁ, F P, ( ,un -

mouvement brownien W et un processus X solution de (5.1.1) sur cet espace probabilisé muni
de son mouvement brownien. Les majorations (5.1.2) et (5.1.3) demeurent vraies (en prenant
I'espérance sous IP) et une telle solution est unique en loi.

Démonstration :
Ce résultat ressemble essentiellement a la proposition La majoration s’obtient par des calculs
similaires a ce qui a été fait au tout début de la démonstration du théoréme On va donc ici montrer
la majoration (5.1.3).
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PouerleetOSth,ona:

t t
IX| < ‘etAx’+‘/ e(=9)AF (5, X¥) ds| + /e(f—s)Ades
0 0

t t
< \x\+||p|\oo/ e =) ds + /e(t’s)AGdWs
0 0

t
<lal 4 [Pl + | [ et -9AGam,

P t
|XF|P <3Pt (|x|P+ ('Fﬂ”‘”) + ‘/ e!=9)AG dw;
0

)
t P

/ elt=9)AG aw, <K |1+ |xP+ sup
0

F|I%
sup |Xf|’g<3p_1 (xp+”+ sup
Ui 0<t<T

0<I<T 0<I<T

Flleo\?
otk = 3P~ 1 min{l, ('77”) }

On écrit alors :

0

t t
/ et=94G dw, = ca/ (t—u)*Tel =AY, du,
0 0

oﬁae};,;{,ca: </st(t_”)“l(u—s)”‘du)

-1 u
etY, = / (u—s) " %e"=9AG AW,
0

1 1
Ainsi, notant g I'exposant conjugué de p, défini par » + p =1, on obtient, par I'inégalité de Holder :

/ L e-9AG dW.
0

’ <ch (/t (t—u)*! He(t*”)AH | Y| du)p
0

p ' a—1_—n(t—u) s
< ¢, (/0 (t—u)*— e |Yudu>

¢ t
< (/0 (t — u) @ Dag=nt=u)q du> </0 Yul|? du) :

14
q

==

t
On note alors x, = ck / (t—u) @ Dag=nt=u)g qy
0

Par les inégalités de Bufkholder—Davis—Gundy :

p T
<oE {/ |YulP du]
0

T
<K2/ E [|Yy|?] du
0
<1T sup E [|Y¢]7]
p

o<t<T
u
—2u
u-—=s
( [

U 2
< x3T||G||? sup (/0 v e 20 dv)

0<t<T

t
E | sup /e(t*s)AGdWS
0

0<t<T

<x3T sup E
0<I<T

G,y ) g]

Or, on peut montrer (en coupant l'intégrale en 1 si jamais T > 1) que :
p p L
u 2 T z 1 e 21\ 2
sup (/ v e 2 dv) = (/ v 220 dv) < (/ v e ™21 du + ) .
0<t<T \/0 0 Jo 2y

i Lt g |
0

Ainsi,

E | sup

0<t<T

< K4 T/

et la majoration est démontrée.
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Lemme 5.1.3

Quand on suppose que F est globalement lipschitzienne par rapport a x et que I’hypothése est
vérifiée, alors on a l’estimation :

3¢ > 0, 3V > 0, V¢ mesurable a croissance polynomiale de degré au plus y,

Vx,y € RY, P[] (x) = Pilgl ()] <& (14 x4 |y ) e, (5:1.4)

ot on rappelle que P;[¢](x) = E [¢ (X])].
On insiste sur le fait que et ¥ ne dépendent de F que via ||F||c.

Remarque 5.1.4. On dit que ¢ est a croissance polynomiale de degré au plus y si :

Jc>0,3u>0,Vx e RY, [p(x)| <c(1+]x]").
Démonstration: R
Comme dans la preuve du théoréme|4.1.3, on montre que P (Xi‘ # Xf) < 3(1 + |x)* + |y|2) e VL,

Ainsi, pour ¢ : R? — R mesurable et vérifiant |¢(x)| < ¢ (1 + |x|*), on a, de la méme manieére que dans

le théoreme :

Pl ~ Pl < [0 (x) — 9 (x)]] < %E oo (xt)[|y/p (i 2 x)

< JIE [ @+ [l [y )] /2 (14 32+ [yl2) et < (14 (2] 1) e B

Corollaire 5.1.5

Le relation (5.1.4) reste vraie lorsqu’on suppose seulement que F est bornée, mesurable et que
pour tout ¢ > 0, il existe une suite de fonctions (F;(t,)), . globalement lipschitziennes telles que

sup || Fy ||, < oo et qui convergent simplement vers F(t,e) sur RY.
nelN

Dans ce cas, la définition de P;[¢] est prise relativement  la probabilité P introduite dans la propo-

sition

Démonstration :
Elle est similaire a celle du corollaire [ |
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5.2 FEtude d’une EDSR a horizon fini

Désormais, on fixe T > 0, et on considere I’EDSR suivante, d’horizon fini, dont I'inconnue est un

processus (YST A ) a valeurs dans R x R :

sel(t,T]

T T
Yyt =t —l—/s f (Xﬁ’x, ZrT't'x) dr —/ ZI*dW, pour tout s € [t, T, (5.2.5)

S

ol (X;x) est la solution mild de I'EDS (5.1.1)) issue de x au temps t. Si t = 0, on simplifiera les
5=

no

tations en écrivant Y. ¥ := YJ 0% et zI* .= 70,

Hypothese 5.2.1

1 existe des constantes M > 0 et i > 0 telles que f : R? x R? — R et ¢T vérifient :
~ F:R? - R? (on retire la dépendance temporelle de F) est une fonction globalement lipschit-
zienne et de classe C?;
— &T est une variable aléatoire Fr-mesurable, a valeurs dans RY et vérifiant

&7l <c <1+ sup |X§‘]”>;
se(t,T]

- Vx € RY, Vz,2/ € RY, |f(x,z) — f(x,2))| < M|z —Z|;
~ Vz € RY, f(e,z) est continue et Vx € R?, |f(x,0)| < C(1+ |x|*).

Lemme 5.2.2
On se place dans le cadre des hypotheses et
Alors 'EDSR (5.2.5) admet une unique solution (YST’t’x,ZsT ’t’x) 1] appartenant a lespace
se|t,
N (Li, (Q,c ([t, T],]Rd)) x 1D (Q,L2 ([t, T],]Rd))).
p=2
Démonstration :

La démonstration de l'existence utilise une méthode de point fixe : on renvoie a la démonstration de la
proposition 4.3 de [FTo2b].
On va démontrer l'unicité : soient (Y?, Z1) et (Y2, Z?) deux solutions, onnote Y = Y! — Y2 et Z = Z1 — Z2.

On pose, pour s € R,
tx 71\ _ tx 72\
{ SEAE) S E) 5 71 2 72

Bs =

|Zs|
0 sinon
et on remarque que 8 est un processus borné par M.

On a
ay, = — [f (ngX,zsl) —f (XQX,ZSZ” ds + Zs . dW..

Comme B est borné, par le théoreme de Girsanov, il existe une mesure de probabilité IP sous laquelle
S

Ws = W, — / B dr est un mouvement brownien.
t
Ainsi T
Vr—Y. = / Z,.dW,, puis Y, = B% [V,] =o0.
s
Ainsi, on a montré que Vt > 0, (Y} = Y? P-p.s.); la continuité de Y! et Y? permet d’en déduire que
Y! = Y2 Pps.

T, .
Des lors, ona]E[/ Zs
t

2
ds} — 0, d’out Iégalité de Z! et Z2 dans T3 (Q, L2 ([t, T],IRd) ) n
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Hypothése 5.2.3

On sera parfois amené a faire une hypothese supplémentaire sur la variable aléatoire ¢ :

- T=gq (X?‘ ), o1 ¢ : RY — R est une fonction continue et a croissance polynomiale :

Vx € RY, lg(x)| < C(1+|x|*).

Dans la suite, on va s’intéresser a 1’équation HJB :

{ dru(t,x) + Lu(t,x) + f (x, Vu(t,x)G) =0, t€[0,T],x € RY, (5.2.6)

u(T,x) = g(x), x € R4

ot Lu(t,x) = tr (GG*V2u(t,x)) + (Ax + F(x), Vu(t, x)).
Définition 5.2.4

On dit d"une fonction u : [0, T] x R? — R qu’elle est solution mild de 1’équation (5.2.6) si :
- u€C%([0,T] x R, R);
- 3C>0,3k:[0,T] = R, Vx,h € R Vt € [0,T],

lu(t,x)| < C (1 + |x|C), IVu(t, x)| < Ck(t) (1 T |x|C) et /OTk(t)dt < oo;

-Vt e [0,T], Vx € RY, u(t,x) = Pr_y[g](x) + /tT Ps_¢[f(e,Vu(t,e)G)] (x)ds.
On rappelle que P [¢](x) = E [¢ (X})].

Théoréeme 5.2.5

On suppose vérifiées les hypotheses |5.1.1} [5.2.1] et [5.2.3]
Dans ce cas, il existe une unique solution mild a ’équation (5.2.6) ; il s’agit de ur(t,x) = YtT’t’x.

Démonstration:
On renvoie a la démonstration du théoreme 4.2 de [FTozal. |

56



5.3 FEtude d’une EDSR ergodique

Ici, on s’intéresse a 'EDSRE d’inconnue (Y}, Z§, ), a valeurs dans R x R? x R :

T T
y;f:y%+/ {f(X;‘,Z;‘)—A}ds—/ Z5dW, YO<t<T <o (5.3.7)
t t

Hypotheése 5.3.1

Il existe des constantes M > 0 et u > 0 telles que :
~ F: R? — R est globalement lipschitzienne et de classe C';
- Vx € RY, Vz,2/ € RY, |f(x,2) — f(x,2')| < M|z —Z|;
~ Vz € RY, f(e,z) est continue et Vx € R?, |f(x,0)] < C(1+ |x|*).

mme 5.3.2

On se place sous les hypotheses et
Ainsi, il existe une solution (Y*,Z*,A) € L3, (Q,C([0,00[,R)) x L} .. (O, L% ([0,00[ R?)) x R a

I'équation (5.3.7).
De plus, il existe v € C! (R?, R) telle que pour tous x,x’ € R? et pour tout t > 0:

Y =0 (X)) et Z''=Vo(X")G,
v(0) =0,
[o(x) = o(x')| < C (14 ] + [¢'|+1)),

IVo(x)| < C (1+ ]x\”").

Démonstration :
La méthode employée est la méme que pour le théoreme[4.2.6]: la seule différence vient de la croissance
polynomiale de f(e,0). [
Lemme 5.3.3

La solution (Y*,Z*,A) du lemme précédent est unique dans l'ensemble des triplets (Y,Z, A) tels
que :

-Y= U(Xx) avec |v(x)| < C(1 |x\’”) pourunp > 0;

- Z el (Q,L2(0,00 ]Rd)) Z ={(X*)avec{:R" — R

Démonstration:

On considere deux solutions (Y! =o' (X*),Z! = 1 (X¥), A1) et (Y? = v? (X¥),Z% = (> (X*),A?). Pour
montrer que A! = A2, on opére de la méme fagon que dans le théoréme

On écrit :
ol (x) — vz(x) = Y& — Yg
T T
— 1 _ 2 X 1 _ X 2 - 1 . 2
— Y} YT+/0 {r(x52)) ~ 5 (x5,22)} s /O (22~ 22).aw,
_ 1 X 2 XX T Zl Zz dV~V
= ol (xp) o (X) + [ (21— 22).aW,,
N ; (f(xg' () =f(x62(x)))-(' () =G*(x) . 1 2
ott Wtzwt—/ B(XY) ds et B(x) = -2 si g (x) # ¢%(x)
0 0 sinon.

Comme f est bornée par | et mesurable, par le théoréme de Girsanov, il existe une probabilité QT sous
laquelle W est un mouvement brownien sur [0, T].
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Ainsi, v!(x) — 0%(x) = EQ" [0} (X¥) — v (X¥)] = Pr [0' — 2] (x), ott P est le semi-groupe de Kolmo-
gorov associé a 'EDS :
duz
Uy

On peut appliquer le corollaire et le lemme pour obtenir :

ol (x) — Uz(x)‘ = '(vl - vz) (x) — (vl - 02) (0)‘ = ‘PT [Ul - vz} (x) — Pr [vl - vz} (0)’
<T(14 ) e 0.

T—o0

(Aux +F(UF)) dt + G (B (UF) dt + dW))

Donc v! et v? coincident sur RY.

T 2
La formule d’It6 appliquée a ‘Ytl —Y? ]2 permet de montrer également que E [ / — 72 } =0. H
0
Dans la suite, on va s’intéresser a 1’équation HJB ergodique :
Lo(x)+ f(x,Vo(x)G) = A, x€RY, (5.3-8)

ot Lo(x) = 3tr (GG*V?v(x)) + (Ax + F(x), Vo(x)).

Définition 5.3.4

On dit d’une fonction v : RY — R et d'un réel A qu'ils sont solutions mild de 1'équation (5 si:
- veC¥ (RYR);
- 3C>0,Vx € RY |o(x)| < C(1+]x| );
_Vte[0,T], Vx € RY, v(x) = Pr_y[o] +/ Pot [f(e, Vo(8)G)] (x) ds.

On rappelle que Py[¢](x) = E[¢ (X})].

Théoréeme 5.3.5

On suppose vérifiées les hypotheses
Dans ce cas, il existe une unique solution mild a 1'équation (5.3.8); il s’agit du couple défini au

lemme

Démonstration :
On renvoie a la démonstration du théoréme [3.4.5| [ |
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5.4 Comportement en temps long de ces deux EDSR

Dans cette sous-section, on rappelle que (YST x z7lx ) o désigne la solution de I'EDSR a horizon
sel|U,

fini (5.2.5) et que (Y7, Z{, ), est la solution de I'EDSRE (5.3.7).
Théoreme 5.4.1

Lorsqu’on se place sous les hypotheses et ona:

N P (1+T%) (1—|—|x|1+14)‘

T * <
VT >0, Vn € N, T T

T,x
YO

— A uniformément sur tout compact de R%.

En particulier, ceci montre que
T—+o0

Démonstration : T T
X X
Yy 2 Yo" =Yy — AT Yy

T T T\

Mais en reprenant les équations vérifiées par Y* et par Y*, on a :

Par inégalité triangulaire, <

T T T T
ygfx—yg—w:gu/o f (xz,757) ds—/o 715 AW, — (Y%+/O (F (X, Z5) — A} ds—/o Z;‘.dWs) AT
T T
ng—v(X§)+/0 {f(X;‘,ZST"‘)—f(X;‘,Z;‘)}ds—/o (27— 72) .aw,
T T T A7
_¢ _v(Xgé)—/O (207 - z7) .aw,,

(f(x3,23")—f(X2,2)). (20" ~2%)
2% zx[*

si ZI* £ 7%

OﬂWtZWt—fot Tdset gl =

sinon.
Par Girsanov, W est un mouvement brownien sous une certaine probabilité QT, qui vérifie dQT = MpdP

T 1 /T 2
quand on pose Mt = exp </ BI.dW; — 5 / BT ds).
0 0

On en déduit alors : . T
Y0 =Yg - AT =B [¢T — o (x5)]

En conséquence :

Yg* vy - AT| B [IE")) | EQ [Jo (x§)]]
T ST T
QT u QT l“r]/l

T T
D’autre part, par les inégalités de Jensen et (5.1.3), il vient :

n

< (Cu14+T) (1+ ™))

S=

EQ' sup |X7|" <EQ

0<t<T
D’autre part, suite a I'inégalité (5.1.2) :

EQ" [\Xﬂlﬂ’} <c (1 + |x|1+y) .

sup | X[™

<G, (1+T%) (1+ |x|").
0<t<T

Notons que les constantes C’ et C, ne dépendent pas de T.
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Finalement :

YOT'X”T/&_)‘T <§,<2+IEQT sup |XF"*| +EQ [|X§|1+ﬂ>
o<t<T
< % (2+Cn (1 + T%) 1+ |x*) +C’ (1+ \x\””))
<G (rem) (o),
Et comme Y—g = v(;c) < C(l +7|,x|1+y),en fin de compte :
Y(’MT_M <%”(1+T%) (1+|x|1+#). i}

Théoreme 5.4.2 (Cas markovien)

Quand on ajoute I’hypothése aux hypotheéses du théoreme précédent, alors on peut en raffiner
quelque peu le résultat et on obtient :

Y[~ K (14 [x|1H#)
VT >0, |2 - Al < ———.
T = T
Démonstration :
On commence par faire les mémes calculs que dans la démonstration précédente. Comme ¢! = g (X%),
ona:

Yy - Y§ — AT = E9T [g(X}) — v (X§)].

Mais on sait que [g(x) — v(x)| < [g(x)] + [o(x)] < C(1+|x[*) + C (1 + [x|"*#) < C"(1+ |x|'T#). Des

lors :

Yg — Yy AT
T

C/

< (1B ) < 3 (1),

x
T |

Pour le moment, on a étudié le comportement au premier ordre pour montrer que, sous de bonnes
T,x

hypotheses, —2

— A uniformément sur tout compact de R?. Les théorémes qui suivent vont s'in-
T—+o0

téresser au comportement aux ordres suivants (2 et 3).

Remarque 5.4.3. Sans perdre en généralité, on peut supposer que F = 0. En effet, notre objectif est d’étudier le
comportement en temps long des solutions de

{ ou(t,x) = Lu(t,x) + f (x, Vu(t,x)G), (tx) € Ry x R?
u(0,x) = g(x), x € R?

Quitte a poser f(x,z) = f(x,z) + (F(x),zG™1) (qui est une fonction continue et a croissance polynomiale en x, et
globalement lipschitzienne en z), on se ramene effectivement au cas F = 0, puisque :

Lu(t,x)+ f(x,Vu(t,x)G) = %tr (GG*VZu(t,x)) + (Ax+ F(x), Vu(t,x)) + f (x, Vu(t, x)G)

= %tr (GG*Vzu(t,x)) + (Ax, Vu(t, x)) +f (x, Vu(t, x)G)

=:Lu(tx)

On est donc amené a faire le jeu d’hypotheses qui suit pour continuer l'étude, tout en simplifiant les calculs qui
vont suivre. Il n’est en réalité pas plus contraignant que la combinaison des hypotheses et
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Hypothése 5.4.4

I existe des constantes M > 0 et u > 0 telles que f : RY x R? — R et &7 vérifient :
- F=0;
-¢T=gq (X%x ), ot ¢ : R? — R est une fonction continue et a croissance polynomiale :

Vx € R, [g(x)] < C(1+ |x|").

- Vx € RY, Vz,2/ € RY, |f(x,2) — f(x,2))| < M|z —Z/|;

~ Vz € RY, f(e,z) est continue et Vx € R?, |f(x,0)| < C(1+ |x|*).
Théoreme 5.4.5

On se place sous les hypotheses et

Ainsi, il existe L € R tel que :

VxeRY, Y — AT - Y§ — L.
T—o0
De plus, on a la vitesse de convergence suivante :

YO = AT = Y§ = L] < C (14 [x**) .

Remarque 5.4.6. En notant u et v les solutions mild des équations (5.2.6) et (5.3.8), ceci se réécrit :

|u(T,x) — AT —ov(x) —L| <C (1 + |x|2+") e VT,

Démonstration :
On définit les fonctions ur(t, x) := YtT't'x etwr(t,x) :=up(t,x) — AT —t) —ov(x).

Ainsi, on a Y{ ' = ur (s, X;x) et YX = v (XY), pour tout s € [t, T].
On rappelle que ur est I'unique solution mild de
osur(t, x) + Lur(t,x) + f (x, Vur(t,x)G) =0, (t,x) €[0,T] x R?
ur(T,x) = g(x), x € RY
et que ur, g est 'unique solution mild de
durys(t,x) + Luris(t,x) + f (x, Vurys(t,x)G) =0, (t,x) € [0, T+ 5] x R?
urys(T+S,x) = g(x), x € RY
En conséquence, on obtient : Vx € R?, ur(0,x) = ur,s(S, x), puis wr(0,x) = wr (S, x).
Lemme 5.4.7 (Estimées de wr)
Sous les hypotheses du théoreme ona:

3G, > 0, Vx € R%, VT > 0, |wr(0,x)| < Gy (1 + |x|1+ﬂ)
Vr,y € R, YT >0,¥0 < T' < T, 3Cp > 0, |Vywr (0, x)| < Cpy (1 + |x|1+")

3G, > 0, Vx,y € RY, YT > 0, |wr(0,x) — wr(0,y)| < Cy (1 + |x[2HH + W*P‘) e VT

La constante ¥ faisant référence au lemme et les constantes Cy, C; et Cv ne dépendant que de 7, G, 1,

M55 | et |5

’ (en plus de T’ pour Cr).

Démonstration (du lemme):
Le premier point est une application directe du théoreme|[5.4.2]:

wr(0,%)] = [ur(0,x) — AT — v(x)| = ‘YOT"‘ Yy - AT‘ < (1 [2).
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On s’intéresse maintenant a 1’estimation du gradient de wr.
D’apres le théoreme 4.2 de [FTozal, on peut écrire, pour s € [t, T], ZST AX = Vur (s, Xst,'x ) G; et

d’apres le théoreme [3.3.7] on a aussi Z¢* = Vv (Xé’x ) G. Notamment, on remarque que wr est

différentiable par rapport a la variable d’espace et Z! % — 7!* = V., wr (s, Xéx) G. Aussi, pour
touts € [t, T},

(5, XE%) = ur (5, X0%) = MT —s) — 0 (XE¥) = YI* — AT —s) — YI*

T T
:§T+/ f xﬁ/X,ZrT'f'x) dr—/ ZPM AW, — A(T — )
JS
T
_th / {f (x1%, 28%) = ) dr+/ Zb AW,
S

T
= wr (T, X)) + / {F (X, z0) = f (X, 707) } dr - /s {z — 7} aw,
Puis, par soustraction, on a : Vt < s < T < T,

wr (s, X4) = wr (T, X ) + / : {F (30, 2P) = (3, 247) } dr = / : {zIt7 — 2} aw,.

JS JS

A partir de d;ur(t,x) + Lur(t,x) + f (x, Viur(t,x)G) = 0 et Lo(x) + f (x, Vo(x)G) = A, on
montre que :

orwr(t, x) + Lwr(t,x) = f (x, Vo(x)G) — f (x, Viwr(t,x)G 4+ Vo(x)G).
En outre, la fonction wr vérifie la condition terminale : wr(T', x) = Y%’T/'x —MT-T)—v(x) (qui
est une fonction continue et a croissance polynomiale en x).

Ainsi, en utilisant la formule de Bismut-Elworthy du théoréme 4.2 de [FToz2al, on obtient, pour
tous x,h € R? :

T/
Viwr(t,x)h =E [ / {f (Xt Vywr (s, X4%) G+ Z8) — f (XI5, ) Y Ul (s, 1, x) ds}
t

+ [wr (7, X) UM(T 1,0)]

ot UM (s, t, x) / Iy XL h, AW, ).
s—t
Comme X'* est solutlon de I'EDS (5.1.1) avec F = 0, on a donc VX!* = e(s=1)4,
Ainsi :
2 1 s 2 1 s 2
h _ 1 _(r—HA _ / ~1_(r—HA
]EUU (s,t,x)’] L (/t (G le h,dWa)) ] (S_t)zlEL G lel=nAy) da}

'S 2
1 / ’G—l‘ e—21;((7—t)|h|2 do < L ‘G—l ‘h‘Z'
t L(R4) s—t

SGoe.

‘C(]Rd)

On en déduit :

T/
|Viwr(t,x)h| < E [/ |f (XE*, Viwr(t, x)G + Z5°) — £ (XE, 25| ’Uh(s, t, x)‘ ds}
t

+E HwT T (O,th) ‘Uh (T',t, x)H
</tT’1E [ (X0, Vaawn (8, 0)G + Z27) — £ (X, 267) | [ U, )] s
+E HwT T/ (O,X ) ‘Uh (T',t, x)H

< /tT/IE [M|waT(t,x)G| ‘Uh(s,t,x)H ds+ G (1+ ‘x‘l+‘u) Huh (Tt x H
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IV wr(t, x)h M/ |vwa (t,x)G| ]%11; “uh(s,t,x)ﬂ 2 ds +C; (1 + |x|1+y> E “uh(r,t,x)‘zr
I

\/ﬁ ’Gfl’ ds

L(R?)

+Cr (1+ =) M 7|

T £ x\ (12 %
< M|G|£(]Rd)/t E “waT (S,Xs’ )| }

V=117 le(we)
L 211 1+ |x[ttr
< t,x
\Kl‘h< ¢ \/Sj]E |:|vaT(S/XS )| :| ds+ T/—t >/
oll k1 ne dépend que de M et G.
|Vwr(t, x)|

On pose ¢(t) = sup
xerd L[

montre que ¢ est bien définie car :

. En utilisant le théoreme 4.2 de [FTo2b] et le lemme [5.3.2} on

14 |x|*

JT—1

|Viwr(t,x)| < |Viur(t,x)| + |Vo(x)| < Cr +C(1+[x|").

Ainsi,
!

. 1 1+
¢(s) b 1tm) 2] 2 M
Vxwr (£, x)h| < xqh| (/t \/mlﬁ[(lﬂxs \ )] ds+ =],

puis, en utilisant la majoration (5.1.2), on obtient :

|Vxwr(t,x)h)| (/T ¢(s) 1 )
2 <Kk d ,
1+ [x|TFw ), =t

et par passage au supremum selon x € R et |h| = 1, il vient :

T

T (s) Lo(T —s) 1)
1) < S S ds ) = ds + —
o(T ) K2(T/ t\s—T + + ) Kz( Vt—s Jr\/f

D’apres le lemme 7.1.1 de [Hen81l], on a :

o(T' —t) < ——I—G/ 6(t—s)) zsds,

160 = (ol (X 2tE()7i72%
oud = (ml( 3 et E(z S LTIy
Ainsi ¢(0) est majorée par une constante Cr» qui ne dépend que de «; et T’; le fait que l'intégrale

soit finie est &t au caractére borné de E’ et a I'intégrabilité en 0 de s — —

NG
Dés lors |wr(0,x)| < Cp (1 + [x|1FH).

Orwr(0,x) = ur(0,x) = AT —o(x) = Y§ *¥ — AT - Y™ = EQr [g (X%) — v (X})] = Prlg —v](x),
ou P est le semi-groupe associé a 'EDS

{ dUy = AUFdt + G (dW; + BT (t, Uy) dt)
Uy = x

e ‘VVXX”;TT(( >)G> g( YUC) (Veur(t,x)G — Vo(x)G)  sit < T et Vaur(t,x)G # Vo(x)G

x)
~ 2T — x,Vxu x,Vo(x
etoul(tx) = ¢ £ ‘vauj(?’x))cléi(jc(lgc) (Vyur(T,x)G — Vo(x)G) sit> T et Vaur(T,x)G # Vo(x)G

sinon

0
Ainsi, d’apres

[wr(0,%) = wr(0,)| = [Prlg —0](x) = Prlg — 0)(y)| < &1+ x# + [y]H) e
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D’apres le lemme qu’on vient de montrer, on a :
3G, > 0, Vx € R%, VT > 0, |wr(0,x)| < Gy (1 + |x|l+V) .

Par extraction diagonale (voir le paragraphe précédant le théoreme [3.2.5), on montre que pour une cer-
taine suite (T;) croissante et tendant vers l'infini, on a : wr, (0, ) =% w, ott w : RY — R est une certaine
1—00
fonction continue. N N
Par passage a la limite dans I'inégalité |wr, (0, x) — wr,(0,y)| < C; (1 + |x)?HH 4 |y|2+ﬂ) e "Ti, on montre
que w est une fonction constante, égale a un nombre L;.
Notre objectif va maintenant étre de montrer que Tlim wr(0,x) = Ly pour tout x € RY.
—00
Soit K un compact de R?; les fonctions wr étant globalement lipschitziennes sur K, il existe une suite

— 0.

(T!) croissante et de limite infinie et une fonction we x € C(K, R) telle que Hng (0,0) — wm,KH :
1 o0 1—00

Comme précédemment, on montre que la fonction w, x est constante, égale a L .
Un calcul permet de montrer que, pour x € RetT,S>0,0ona:

S ~
wrps(0,x) = YIHS¥ AT —v¥ — /0 (25— z¥) .awrs,

- t
ou WIS = W, — / BTS (s, X) ds et o
0

! <""Vv iﬁf(t{?)?:é %gﬁ;ﬂc) (Vaurss(tx)G — Vo(x)G)  sit < S et Viurys(tx)G # Vo(x)G

BrA(tx) =14 f (x’\vvxfﬁss((ssi))f;):é S;;Zg(‘;‘)@ (Vstir+s(S,x)G — Vo(x)G) sit> S et Vyurys(S,x)G # Vo(x)G

0 sinon

Par Girsanov, WIS est un mouvement brownien sous une loi QTS et:
T,S T,S T,5
wris(0,x) = B9 [V AT = 3| = B9 [wris (5, X5)] = B [wr (0, X5)] = Ps [wr (0, )] (x),
ol P est le semi-groupe associé a 'EDS

{ dUy = AUFdt + G (dW; + BT° (t, UF) dt)
Uy =x

Sans perte de généralité, on peut supposer qu’on peut extraire une infinité d’indices i tels que T; > T/;
on remplace alors T par T] et S par T; — T/. Ainsi :

Vr e RY wr, (0,x) = PTi—T[ [leg (O,o)} (x).

On sait que le membre de gauche tend vers L;. En appliquant le lemme a BT et en utilisant ensuite
le corollaire on montre que le membre de droite tend vers Ly x. Autrement dit: L1 = Ly x. On a donc
montré que 'ensemble {wr (0, ®)|¢|T > 1} admet un unique point d’accumulation : la fonction constante
égale a Ly ; ce dernier est par ailleurs indépendant de K.

Ainsi, VK compact de R4, Vx € K, wr(0, x) T:>o Ly.

Plus simplement, Vx € RY, wr(0,x) — Ly =: L.
T—o0

Pour montrer la vitesse de convergence, on écrit :

7

|wT(O, X) — L| = 5 lim |wT(0/ x) —E [wT (0, ug,m,n)]

,M,1M—>00

ot U%™" est le processus approchant U~ & I'aide du lemme appliqué a p75. |
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5.5 Controle ergodique optimal

On s’intéresse ici au probleme du controle ergodique optimal.

Dans toute cette section, on suppose vérifiée '’hypothese et que F est une application globale-
ment lipschitzienne de classe C!. On note X* la solution de 'EDS

On appelle contrle tout processus progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;) et a
valeurs dans R¥, ot k > 0.

Soit R : RF — R/, L : RY x RF — Ret go : R? — R trois fonctions mesurables; telles que pour des
constantes ¢, C, u > 0, on ait :

- VaeR?, |R(a)| <c;

— L(e,a) est continue en x, uniformément respectivement a a € RF;

- Vx €RY, Va e RF, |L(x,a)| < C(1+ |x|#);

— 8o est continue;

- Vx € RY, |go(x)| < C(1+ |x|¥).

On introduit deux fonctions de cofit. La premiére est la fonction de cotit pour 1'horizon fini : (on
renvoie a la section 3 pour la définition de IE7)

1T (x,a) = E& UOT L (XY, a5) ds + go (x@} .

Le probléme associé consiste & minimiser le cotit sur 'ensemble des controles a” : Q x [0, T] — R*
progressivement mesurables.

On définit ensuite le cotit ergodique associée au contrdle a et a la condition initiale x € R? par la
formule :

T
J(x,a) = limsup %IE% U L (X, a5) ds].
0

T—c0
On note fy le Hamiltonien défini pour tout x € IRY et pour tout z € R/ par :

fo(x,z) = inf {L(x,a) +2G7! .R(a)} . (5.5.9)

acRk

On peut montrer (voir a ce sujet le théoreme 4 de [MW67]) que si, pour tout (x,z) l'infimum dans
la définition précédente est atteint, alors il existe une fonction +y : R? x R! — RF, qui soit mesurable et
telle que ¢(x,z) = L(x,y(x,2)) +zG 1. R(7(x,z)).

Lemme 5.5.1

Sous les hypotheses qu’on a faites ici sur R et L, la fonction fj est globalement lipschitzienne par
rapport a z, continue par rapport a x uniformément en z, et a croissance polynomiale par rapport a
X.

Démonstration :
Le fait que fp soit globalement lipschitzienne en z a déja été abordé dans les sections précédentes. Les
autres résultats proviennent du lemme 5.2 de [FTozal. |

Lemme 5.5.2

On se place dans le cadre de I'hypothese et des contraintes fixées a R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C! et qu’elle est globalement lipschitzienne.
On note u la solution mild de I'équation :

ouu(t, x) = Lu(t,x) + fo (x, Vu(t,x)G), teR,, xecR?
{ ut(Ofx) = go(x), xe R (5.5.10)

Alors, pour tout contrdle 4, on a : JT(x,a) > u(T, x).
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De plus, si pour tous x, z, 'infimum est atteint en (5.5.9), alors on a I'égalité | T (x, ET) =u(T,x), ou
al = (x5, Vu (L X77) 6).

Démonstration:
On renvoie au théoréme 5.3 de [FToz2al. ]

Remarque 5.5.3. Précédemment, on a étudié I'équation HJB (5.2.6), qui s’écrivait sous la forme :

{ osu(t,x) + Lu(t,x) + f (x, Vu(t,x)G) =0, t€[0,T], x € R?
u(T,x) = g(x), x € RY

En fait les équations et sont liées par un changement de temps : si ut est la solution mild de ,
alors ur(t,x) := up(T —t, x) est I'unique solution mild de . En plus, comme @7 (T,x) = ur(0,x) =Y, D,
le comportement en temps long de YOT 0% est le méme que celui de la solution de .

Pour le cotit ergodique, on a un résultat similaire au lemme précédent.

Lemme 5.5.4

On se place dans le cadre de 'hypothese et des contraintes fixées a R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C! et qu’elle est globalement lipschitzienne.
On note (v, A) la solution mild de '’équation :

Lo(x)+ fo(x, Vo(x)G) =A, xe€R? (5.5.11)

Alors, pour tout contrdle a, ona: JT(x,a) > A.
De plus, si pour tous x,z, I'infimum est atteint en (5.5.9), alors on a l'égalité Jr (x,a) = A, ou

ar =y (Xf’ﬁ,Vu <t, Xfﬁ> G).

Démonstration :

On renvoie au théoréme [ ]

Théoréeme 5.5.5

On se place dans le cadre de I'hypothese et des contraintes fixées a R et L en début de para-
graphe. On suppose également que F est de classe C! et qu’elle est globalement lipschitzienne.

R . JN(x,a)
Alors, pour tout contréle 4, on a : liminf ———= > A.
T—o00 T

De plus, si pour tous x, z, I'infimum est atteint en (5.5.9), alors on a :

T (x,ET> = J(2,@) T +0(x) + L+ 0r—00(1).

Démonstration :
Le premier résultat est une conséquence directe du lemme et du théoreme
Le second fait intervenir en plus le lemme|5.5.4] [ ]
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