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On se place dans un espace de probabilité (Q), F,P), sur lequel on définit un mouvement brownien
B = (Bt),cr+, auquel on associe sa filtration canonique, définie par F; = o (Bs, s < t), qu’on supposera
vérifiant les conditions habituelles (continue a droite et complete). Sauf mention contraire, dans la suite,
les martingales et temps d’arrét seront considérés relativement a cette filtration.

1 Arrét optimal de Wald pour le mouvement brownien

Dans cette section, notre objectif va étre de maximiser la quantité EE [G (|B¢|) — cT], olt T parcourt
’ensemble des (F;)-temps d’arrét intégrables, et ott ¢ > 0 est un réel fixé et G : R™ — R est une fonction
vérifiant: 3y > 0,35 € R,Vx € R, G(|x|) < yx* + 6.

1.1 Cas ot G(|x|) = x?

On commence par rappeler un premier lemme.

Lemme 1

Le processus (B} —t), . est une martingale.

Démonstration :
Pour tout t > 0, Bt2 — t est F;-mesurable, le processus est donc adapté.
Aussi, E [|Bf —t|] <E [B] +t = Var (B;) +t = 2t < c0.
Enfin, quand 0 <s <t,ona:

E [B,% - t‘fs} —E [(Bt — By)? + 2B, B, — B2

F] -t

= E (B — B:)?| +2E [Bi| 7] B — B2 — t
=t—s+B2—t

=B2—s.

Comme le processus (Bf — t),_p... est continu, on en déduit immédiatement que E [B7| = E[7] quand
T est un temps d’arrét borné. Mais on a un peu mieux!

*Ce document a pour base 1'article [GP97].



Lemme 2

Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a E [B2] = E|[1].

Démonstration :
Soit T un (F¢)-temps d’arrét intégrable, et soit n € IN*; par le théoreme d’arrét (T A n étant un temps
d’arrét borné), puis par le théoréme de convergence monotone :

E [B%An] = E[t An] — E[1.

n—o0

Sachant que £ (Br — Bepan|t) = N(0,T—TAn),ona:
E {(BT — an)z‘r} =T—TAn.
Ainsi, par la méme convergence monotone, il vient :

E [(BT - an)z} = E[1] — E[t An] — 0.

n—300
Mais, d’autre part :

E [(Be — Benn)?] = E [B2] — 2B [BeBon] + E [B2,,] .
Pour calculer E [B;Bnn], on fait apparaitre une espérance conditionnelle ; des lors :

E [B:Bran] = E [E [BtBran|T]] = E[T A (T An)] = E[t An] — El1].

n—o00
On en déduit alors que E [B2,,,] —2 2E[t] - E [B2].
On conclut par unicité de la limite que E[7] = 2E[t] — E [B2], d’oi1:

E [B%} = E[1]. .

Revenons & notre probléme : on souhaite maximiser E [B2 — c¢t| = (1 — ¢)E[1]. Si ¢ €]0,1], alors on
montre que le supremum vaut +oo en considérant les temps d’arrét constants T = n et en faisant tendre
n vers l'infini. Si ¢ = 1, alors le maximum vaut 0 et tous les temps d’arrét sont optimaux. Si ¢ €]1, 40|,
alors le maximum vaut 0 et est atteint pour le temps d’arrét identiquement nul.

1.2 Casou G(|x|) = |x|?, avec p €]0,2]
On souhaite donc ici maximiser la quantité IE [|B|" — ct], ou T est un temps d’arrét intégrable.

Théoreme 3 (Arrét optimal de Wald)

Soient p €]0,2] et ¢ > 0 deux réels.
Le temps d’arrét optimal pour notre probleme est défini par

1
x _ (PN\=¥
Tp,c—lnf{t>0'|Bt| = (27(:) }.

De plus, on a la borne suivante :

2 o
supE [|B¢|f —c1] = Tp (2%)2 " 1)

le supremum étant pris sur I'ensemble des temps d’arrét intégrables.

Remarque : Le temps d’arrét 7, est effectivement intégrable.
Pour a > 0, notons T, = inf {t > 0||B;| > a}. Pour tout n € IN*, comme T, A n est borné,

E|B},.| =E[T.An] — E[T.,
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par convergence monotone.
Mais on a également

E B}, 0| = B B} Ir,00 + Bilp,on| = @B [Ir,c,) + E (B2,

D’une part, grace a une convergence monotone, E [17,<,] — 1. D’autre part, d’apres le théoreme de conver-
n—oo

gence dominée, comme |B217,,| < a% onaE [Bl7,-,] — 0. Ainsi,
2 2
E |:BTg/\n:| 7H_o>o a.

D’ou, par unicité de la limite :
E[T,] = a*

Démonstration :
Soit T un temps d’arrét intégrable, on définit

Ve(p,c) = E [|Bel? — ct] = E [|Be |V — B2] :/]R(|x|p—cx2) dFp. (x),

ot Fp_ désigne la fonction de répartition de la variable aléatoire B-.
R —- R
x = |x|P—cx?

On va chercher a maximiser la fonction Dy, :

on se restreint & une maximisation sur R™".
Dy, est dérivable sur R** et pour tout x > 0:

D), (x) = pxP! —2cx = (pxpfz - 2C) X.

1

Conséquemment, D), . atteint son maximum en + <2£) e
c

Vi(p,c) = /]RDp,C(x) dFp (x) < Dpc ((27';)21?’> .

On calcule :

P 2 P

o0 ()7 = (B < (B) " = () [r-e ()™ ] = ()

Et cette borne est atteinte en T = T, ., car alors

ps

V)= 0 (= (5)°7 ) (05 == (£)° ) 20 (8)° (3=

1

“on((5)7).

B+ ne pouvant prendre que les valeurs + Pz ,et D, . étant paire.
;e NE P P q 2 P, P

1.3 Cas général

()

; et comme Dp,C est une fonction paire,

Il s’agit ici de reprendre l’architecture de la preuve du théoreme précédent. Quand on fixe ¢ > 0 et
G une fonction vérifiant : 3y > 0,36 € R,Vx € R,G(|x|) < vx? + 4, alors, pour tout temps d’arrét

intégrable T, on peut définir

Ve(G,¢) =E[G (|B:|) — ct] = E [G (|B]) — cB?] = /]R Dg,c(x) dFp, (x),

ot Dg, : x — G(|x]) — cx?.

L’objectif est alors de maximiser Dg ., et alors deux cas se présentent :
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— Si D¢ atteint son maximum sur IR, disons en xmay, alors pour tout temps d’arrét intégrable T

Ve(G,c) = /IR De.o(x) dFs, (x) < Do (Xmax) -
Le temps d’arrét optimal est ici :
16,0 = inf {t > 0||Bt| = xmax} = Tx

max *

Etona:
sup E [G (|B¢|) — ¢t] = Dgc (Xmax) ,
T

le supremum étant pris sur 'ensemble des temps d’arrét intégrables.
— Si D¢ atteint son maximum sur IR en +oo, alors pour tout temps d’arrét intégrable T

Ve(G,c) = /R Do.o(x)dFs. (x) < lim Dg.(x).

X—+00
On pose ng =inf{t > 0||B¢| > r} = T,,our > 0. Ainsi,on a:
VT(r) (G,c) = Dg (7).
Ge

En conséquence, il vient :

Vr > 0,supE [G (|B¢|) — cT| = Dg (1),

T
ce qui permet alors de dire, par passage a la limite de r vers I'infini :
Sup E (G ([Br|) — 7] = lim Do (x),

le supremum étant pris sur ’ensemble des temps d’arrét intégrables.

2 Quelques conséquences de ce théoréme
2.1 Espérance d'une fonction du mouvement brownien arrété
Théoréeme 4
Soit G : R — R une fonction mesurable, et soit T un temps d’arrét. Alors
E [G (|B¢|)] < inf (c]E[T] + sup (G(|x]) — Cx2)>.
c>0 x€R

Et si T est intégrable, on a aussi :

sup (cE[7] + inf (G(Jx)) — ex?) ) < E[G (Bi).

c>0

Remarque : Le terme de droite de chacune de ces inégalités peut éventuellement étre infini.

Démonstration :

La premiere inégalité étant triviale si T n’est pas intégrable, on suppose que T est intégrable dans la suite.
Pour ¢ > 0, onnote Dg . : x — G(|x|) — cx?, et yr(g’,i) sa valeur maximale sur R (potentiellement, on peut
avoir yrﬁ’i) = +o0). Immédiatement, E [G (|B¢|) — ¢T] < yr(nca{i), d’otr :

Ve > 0, [G (|Be|)] < cE[t] + 5.
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11 suffit alors de prendre I'infimum selon c > 0:
. G,
E[G (|B:)] < inf (cE[t] + yfi ).

(Gre)

Similairement, en notant y " la valeur minimale de D, on a, quand 7 est intégrable :

Ye > 0, [G (|B<])] > cE[7] + 4S9,
D’ot1'on déduit (G.)
,C
E[G (|B|)] > sup (cEl7] + %) .
c>0
Remarque : Si H : Rt — R, on peut définir sa fonction conjuguée par H(c) = igg (cx — H(x)). Ainsi, si on
Xz

note H : x — G(y/x), on a sup (G(|x|) - cx2> = — ir;g(cx — H(x)) = —H(c), d’ou on déduit ensuite que
x€R xz

inf (clE[T] + sup (G(|x|) - cx2)> = inf (c]E [t] — ﬁ(c)) = fl(]E[T]) Cela vient également de 'inégalité de Jen-
c>0 xeR c>0

sen, étant donné que la biconjuguée H est la plus petite fonction concave qui majore H. Par ailleurs, si x +— G(/x)
est concave, on obtient par Jensen :

E(6 (D) < (BB = 6 (y/EM).

Proposition 5 (Optimalité dans le théoréme précédent)

S0it G : R — R une fonction mesurable.

Pour tout c > 0, on désigne par xl(fa’f() le plus petit point ott D . atteint son maximum sur R+.

S’il existe v > 0 tel que xlﬁj) < o0, alors

sup (E (G (|Be|)] — inf (aEm +sup (G(|a]) _Cx2)>> =0,

xeR

le supremum étant pris sur I'ensemble des temps d’arrét intégrables.
(Ge)
min
< o0, alors

Pour tout ¢ > 0, on désigne par x le plus petit point ot1 Dg . atteint son minimum sur R*.

(G)

min

S’il existe 7y > 0 tel que x

i (£ (1)) - sup (B[] + inf (G(1x1) — ) ) ) =0,

c>0

I'infimum étant pris sur I’'ensemble des temps d’arrét intégrables.

Démonstration :
11 suffit de remarquer que :

sup (IE (G (1B:])] - inf (cE[t] + D¢ (x&%?))) = supsup (E[G (|Bx|)] - cE[t] - D,c (xfit))

T >0
)| - B[] - e (452

= [o

= 0.

WV

BT 6.

Xmax

L’égalité est assurée par le théoreme précédent.



Les calculs sont similaires pour la deuxieme égalité :
. (Gre) Y (Ge)
inf <1E (G (JBe])) = sup (B[] + De. (xln ))) = inf inf (I [G (|B-|)] — cE[t] — D,c (xiyn’) )
(G7)
R e

<0.

T )

X .
min

Corollaire 6
Sip €]0,2[, alorsona:

sup (E [|B:|"] ~E[t]*) =0,

le supremum étant pris sur I'ensemble des temps d’arrét intégrables.

Démonstration :
On va appliquer le résultat précédent.
Déja, la fonction x + |x|? — x? admet son maximum en un point fini, car sa limite vaut —co en +co.

. [N - AL i A

Montrons donc que 1ng (cIE[T] + sup (|x|7" - cx2)> = [E[t]2, oit T désigne un temps d’arrét intégrable.
c> x€R

Reprenons les notations et calculs de la section précédente : on écrit Dyc(x) = [x[P —cx? et on a

s (17 =e) =00 ((£)°) = (2)7 252

xeR

2 _ L
On définit alors f : ¢ — cE[7] + Tp ( ; ) 7, cette fonction est dérivable sur R™* et

P

0 =E+ S22 () - (£)'(2) 7~ (2)

2
Ainsi, f/(c) > 0 & E[t] > (%) T o>

On en déduit que f est minimale en g]E[ ]p%, orf (g]E[T] =S
Ce qu’il fallait démontrer. |

N
~—
I
NI
&
=)

Remarque : On rappelle que pour p = 2, onamontré que E [B2] = [E[1], dés que T est un temps d’arrét intégrable.
Corollaire 7
Sip €]2, 400, alorson a:

inf (E [|B.|"] ~E[1]?) =0,

I'infimum étant pris sur I’'ensemble des temps d’arrét intégrables.

Démonstration :
On va suivre a peu pres la méme démarche que dans le corollaire précédent.
Déja, la fonction x +— |x|P — x2 admet son minimum en un point fini, car sa limite vaut +oco en +co.

Montrons donc que sup (c]E [t] + in{{ (|x|7’ - cxz)) = E[7] %ot désigne un temps d’arrét intégrable.
c>0 xe
4

1
Scri — |x|P — cx? i P_cx?) = PN _ (P\TP 2P
On écrit Dyc(x) = |x|P —cx“ etona ;2{{ (|x| cx ) Dy, ((ZC) ) (26) 7 (les calculs

restent les mémes).

On définit f : ¢ — cE[1] + 2-p

2

).

/

;) 5 , fonction dérivable sur R™* et f/(c) = E[1] — (

N‘N
Rl=

RRSIN

Ainsi, f'(c) > 0 < E[t] > ( ) T sk glE[r]’%

N
a



p

-2
On en déduit que f est maximale en EIE [T] 7 or f (

N

E[7]'T) =E[7]
Ce qu’il fallait démontrer. |

Un rappel sur le changement de temps. Si M est une Lnartingale locale issue de zéro, et telle que
(M)oo = o0 ps, alors il existe un mouvement brownien B (dit de Dambis-Dubins-Schwarz), tel que
Vt > 0, M; = Byyy),- Mais I'hypothése (M)« = co ps est parfois trop restrictive.

On appelle grossissement de I'espace de probabilité filtré (Q), F, (F;),IP) un espace de probabilité
filtré (ﬁ, F, (ﬁt> ,f)) tel qu'il existe une application 7 : Q — Q vérifiant 7! (Fi) C Fi pour tout
t € Rt etm (IT’) = IP. Un processus X défini sur Q peut étre vu comme défini sur Q) en posant
X (w) = X(w), ot w = 7 (w). Ainsi, de fagon générale, si M est une martingale locale issue de zéro, il
existe un grossissement (ﬁ, F, ft) , ll~’> et un mouvement brownien B défini sur cet espace et tel que
M; = §<M>w pour tout t > O.

Ainsi, on peut généraliser les résultats précédents.
Théoreme 8
Soit M une martingale locale continue, issue de zéro.
Soit G : R — R une fonction mesurable, et soitt > 0, tel que E [(M);] < co. Alors

x€R

E (G (|Mi])] < inf (IE [(M)] + sup (G(|x]) ))

Eton a aussi :
sup (CIE [(M);] + inf (G(|x]) — cx2)> < E[G(|M])].

>0 xeR

Démonstration:
Par exemple, pour la premiere inégalité, on écrit :

E[G (M) = E[G (M) = B [G (|Bun )]

< inf (dﬁ [(M)1] + sup (G(|x]) - cx2>> = inf (clE [(M)1] +sup (G(|x]) - cx2>>.

>0 xeR >0 x€R

En effet, 'espérance d’une variable aléatoire A définie sur () sous la loi IP est la méme que son espérance
sous P, car :

/QA(w)]P(dw):/ﬁA(n(cT;))]l~’(dc§).

La deuxiéme inégalité se montre exactement de la méme fagon. |

2.2 Espérance du maximum du mouvement brownien (réfléchi)

Lemme 9

Pour toutt € R™, on définit S; := sup Bs.
0<s<t
Alors, pour toutt > 0, Sy a la méme loi que |By|.

1. Pour une démonstration, on pourra consulter le théoréeme 1.7, page 182, de [RY99].



Démonstration :
On va montrer un résultat plus fort : sia > b > 0, alors P (Sy > a, By < b) = P (B; > 2a — b). On note
T=inf{t > 0|B; = a};onsaitque T < +ocops.Ona:

P(S¢>a,B <b)=P(t<t,B<b)=P(t<tB_ <b—a),

ou on écrit B;_, = B; — By = B; — a. Par la propriété de Markov forte, B’ est un mouvement brownien.
Comme B’ et —B’ ont méme loi,

t t
P(r<tBl  <b—a)= / (Bl u\b—a)dFT(u):/O P (B, , <b—a)dF:(u)

]P (t<t,Bp—aza—-b)=P(t<tB >2a-D)
=P (B >2-b),

'ﬁ

(Bi_,=a—b)dF(u) =P (t<tB,_.>a—b)

I'événement {B; > 2a — b} étant contenu dans {7 < t}, vuque b < a
Des lors, on en déduit que :

IP(S,})IZ) = (St>ﬂl,Bt<ﬂ) (Bt {1)—|‘]P(Bt>l7l)

a)+1P >
(—Bt>ﬂ)=]P(Bt tZ)—i—]P(Bt<—

AN
~—

Ce lemme nous permet de déduire de la sous-section précédente cette proposition.

Proposition 10

Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a :

= E[|B|] < \/E[7].

sup BS] = /E [T,], pour touta > 0.

0<s<T,

sup Bs

0<s<T

De plus, le temps d’arrét T, = inf {t > 0||B;| > a} réalise E

On peut a nouveau étendre ce résultat aux martingales locales continues, en utilisant le mouvement
brownien de Dambis-Dubins-Schwarz. En effet, si M est une martingale locale continue, alors :

sup Bs] < VEIM)] = JE[(M),].

0<s<(M

=E sup I§<M>S =E

0<s<t

sup M;

0<s<t

sup M;

0<s<t

Proposition 11

Pour tout temps d’arrét intégrable T, on a :

sup |Bs| 2E[T].

0<s<t

Démonstration :
Soit T un temps d’arrét intégrable.
Pour tout f > 0, on définit M; := E [|Bz| — E [|B¢|]| Fiar]). Ainsi, M est une martingale continue a droite :
- pour tout t € RT, M; est Fipr-mesurable, donc F;-mesurable ;
— pour tout t € R", M; est intégrable :

E [|M;|] = E [[E [[Bc| — E[|Bc|]| Finc]|] <E[E H!Brlf [1B<[]l| Fint]] S E[[|Bc| = E[|B|]]]
E [|Be| + E [|B|]] < 2E [|B:|] < 2y/E[1] < +oo;



- sit > s > 0, on a, par Fr-mesurabilité de M; :
E [Mt|]:s} =E [Mt|]:sAT] =E []E HBT| —E [|BT|”}—t/\T]|}-sAT] =E [|BT| —E [|BT|]|]'-5/\T] = Ms;

- enfin, M admet une modification continue a droite et adaptée. EI

Comme 7 est intégrable, il est fini presque stirement, et donc t A T tp—+> 7. Et comme M est une martingale
—+00
continue a droite bornée dans L!, en conséquence, M; t%) Me = E[|B;| — E[|B¢|]|Fz] = |B:| —E [|B|].
— 100

Comme on sait que E

sup MS] < 4/ E [(M)], par convergence monotone :
0<s<t

<VE[(M)e] = \/E[MZ) = JJE [(1Bel = E(1B:1)%] = {/Var (|B-)).

On en déduit, B étant une martingale :

sup M;
0<s<o0

sup |Bs|| =E | sup |Boc] sup |E[Be|Fan]|| <E | sup IEHBJM]
0<s<T 0<s< o0 0<s< 00 0<s<o0
<E | sup M| +E[Be]] < Var<|BT>+1E[|BT|1=wE [IB<*] ~E[|B:|)” +E[|B]
0<s<o0

< VE[T] — E[|B:[]* + E[|B]]

On pose alors f : x + v/A — x2 + x, fonction définie et dérivable sur |0, A[, oit A > 0.

A

On calcule f/(x) =1— ad ,etonmontrequef( )20 x< 1/5.
Des lors, f est maximale en \/ et f (\/ ) \/ \/ = V2A.
Dans notre contexte, cela nous fournit I'inégalité demandee :

sup |Bs|| < \/2ElT].

0<s<T [ |
De plus, le temps d’arrét T° = 1nf{ 0| sup |Bs| — |B¢| > } réalise [E [ max ] 2E [t*],

0<s<t Oss<T

pour tout a > 0.
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2. On a en fait ce résultat plus général :

Théoreme

Soit X une (F;)-sous-martingale; on suppose que (F) vérifie les conditions habituelles. Alors le processus X admet une
modification continue a droite si, et seulement si, la fonction t — E [X;] est continue a droite sur RT. Et si une telle
modification existe, alors il en existe une qui soit cadlag et adaptée a (F;).

Pour une démonstration, on se référera a [KS88], théoreme 3.13, page 16.
3. Pour une démonstration, on renvoie a [DSS93].
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